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YorTvort  zur  ersten  Auflage. 

In  der  vor  vierzehn  Jahren  von  Riemann  veröffentlichten  Schrift: 
„Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  ver- 
änderlichen complexen  Grösse" *J  finden  sich  zwei  Gedanken  aus- 
gesprochen, die  von  fundamentaler  Bedeutung  sind. 

Während  man  bis  dahin  bei  Behandlung  solcher  Functionen 
ausging  von  einem  Ausdruck  der  Function,  durch  welchen  ihr  Werth 
für  jeden  Werth  des  Arguments  definirt  wird,  erkannte  Riemann, 
dass  es  für  viele  Untersuchungen  zweckmässiger  und  natürlicher 
ist,  die  Functionen  zu  definiren  durch  gewisse  MerJcmale  ihrer  Stetig- 
heit oder  Unsfetigkeit  Wenn  dieser  Gedanke  auch  nicht  vollständig 
neu  ist,  sondern  in  seinen  Anfängen  weiter  zurückreicht,  so  hat 
doch  Riemann  zuerst  sein  volles  Gewicht  erkannt,  und  zuerst  den- 
selben, entkleidet  von  aller  fremdartiger  Beimischung,  in  allgemeiner 
und  zugleich  bestimmter  Weise  ausgesprochen. 

Vollständig  neu  ist  der  zweite  Gedanke.  Die  von  Gauss  an- 
gegebene Methode,  die  Werthe  einer  von  einem  complexen  Argu- 
ment abhängenden  Function  auf  einer  Fläche  auszubreiten,  war  nur 
anwendbar  auf  emwerthige  Functionen.  Riemann  zeigte,  dass  die 
meArwerthigen  Functionen  einer  ganz  ähnlichen  Behandlung  fähig 
sind,  sobald  man  Flächen  in  Anwendung  bringt,  die  aus  mehreren 
über  einander  liegenden,  an  einzelnen  Stellen  mit  einander  ver- 
wachsenen Blättern  bestehen,  und  die,  was  ihre  nähere  Beschaffen- 
heit anbelangt,  abhängig  sind  von  der  individuellen  Natur  der  ge- 
rade betrachteten  Function. 

Es  scheinen  diese  Gedanken  zu  Anfang  wenig  beachtet  zu  sein. 
Welcher  Wirkung  dieselben  aber  fähig  sind,  zeigte  sich  bald  und 
in  überraschender  Weise,  als  Riemann  dieselben  in  Anwendung 
brachte  auf  die   elliptischen  und   Abel'schen  Integrale,   und   als   es 


*)  Doctor-Dissertation.     Göttingen  1851. 


IV  Vorwort. 

ihm  glückte,  in  diesen  Kegionen  zu  einer  Theorie*)  zu  gehingen, 
die  über  die  früher  iune  gehaltenen  Grenzen  weit  hinausreichte, 
Vieles  aufklärte,  was  bis  dahin  dunkel  war,  und  Manches  vereinigte, 
was  früher  getrennt  erschien. 

In  einem  Punkte  scheint  die  Theorie  allerdings  mangelhaft  zu 
sein.  Sie  zeigt,  wie  die  Umkehrung  der  AbeFschen  Integrale,  so- 
bald die  Thetafunction  einmal  beJcannt  ist,  mit  Hülfe  dieser  Func- 
tion bewerkstelligt  werdeji  kann;  sie  giebt  hingegen  keinen  Auf- 
schluss  über  die  innere  Nothwendigkeit,  welche  von  den  Abel'schen 
Integralen  zur  Bildung  jener  Thetafunction  hinleitet.  Doch  wird 
dieser  üebelstand,  ohne  Zweifel  von  selber  verschwinden,  sobald  die 
Riemann'schen  Gedanken  und  die  durch  sie  begründete  neue  An- 
schauungsweise erst  in  weiterem  Umfange  zur  Herrschaft  gelangt 
sein  werden. 

Wie  gewaltig  nämlich  die  Erfolge  auch  sein  mögen,  welche  im 
Gebiet  der  elliptischen  und  Abel'schen  Integrale  durch  die  neue 
Anschauungsweise  errungen  wurden,  so  sind  sie  doch  nur  als  ein 
erstes  Beispiel  zu  betrachten.  Es  giebt  andere  Theile  der  mathe- 
matischen Wissenschaft,  auf  welche  jene  Anschauungsweise  wahr- 
scheinlich von  nicht  minder  kraftvoller  Wirkung  sein  wird. 

Dass  bisher  wenig  geschehen,  was  solche  Erwartungen  recht- 
fertigt, hat  seinen  Grund  darin,  dass  die  neuen  Gedanlcen,  und  dass 
namentlich  die  mit  diesen  zusammenhängenden  neuen  Methoden  sich 
noch  nicht  hinreichend  Bahn  gebrochen  haben. 

Um  mich  deutlicher  ausdrücken  zu  können,  erinnere  ich  an  die 
Differential-  und  Integral-Rechnung.  Die  dieser  Disciplin  zu  Grunde 
liegenden  Gedanken  sind  ihrem  Wesen  nach  einfach,  an  Zahl  ge- 
ringe. Um  aber  diese  Gedanken  benutzen  zu  können,  bedarf  es 
nicht  allein  ihrer  Kenntniss,  sondern  auch  eines  sorgfältigen  und 
mühsamen  Studiums  der  aus  ihnen  entspringenden  Methoden.  Ebenso 
verhält  es  sich  mit  der  durch  Riemann  begründeten  neuen  Dis- 
ciplin. Auch  hier  liegt  eine  weite  Kluft  zwischen  der  Kenntniss  der 
einfachen  Grundgedanken  und  zwischen  der  Kenntniss  der  sich  an- 
schliessenden Methoden. 

Allerdings  sind  diese  Methoden  von  Riemann  entwickelt,  ent- 
wickelt in  ansehnlichem  Umfange.  Wer  sie  aber  aus  diesen  Ent- 
wickelungen  kennen  lernen  will,  hat  einen  beschwerlichen  und  steil 
ansteigenden  Weg  vor  sich,  von  vielfach  wechselnder  Richtung. 

*)  Riemann'' 8  Theorie  der  Aberschen  Functionen,  und  drei  andere  dazu 
gehörige  Aufsätze  in  Borchardt's  Journal.     Band  54. 
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Eiue  Vorlesung,  die  ich  im  Sommersemester  1863  an  der  Uni- 
versität Halle  über  diesen  Gegenstand  hielt,  veranlasste  mich,  nach 
einem  Wege  zu  suchen,  der  ein  möglicht  bequemes  und  stetiges 
Ansteigen  gestattet  und  der  zugleich  in  massigen  Intervallen  auf 
Ruhepunkte  führt,  von  denen  aus  die  jedesmal  zurückgelegte  Weg- 
strecke deutlich  übersehen  werden  kann.  Zugleich  schien  es,  falls 
der  gewühlte  Weg  die  aufzuwendende  Mühe  lohnen  sollte,  nothwen- 
dig,  von  Anfang  an  ein  festes  Ziel  ins  Auge  zu  fassen,  und  Alles, 
was  zu  weit  ausser  der  so  bestimmten  Richtung  lag,  vorläufig  un- 
beachtet zu  lassen.  Es  darf  daher  nicht  befremden,  wenn  in  dem 
vorliegenden  Lehrbuch,  welches  im  Wesentlichen  den  Inhalt  der 
damals  gehaltenen  Vorlesung  ausmacht,  Manches  fehlt,  was  an  und 
für  sich  wichtig  ist,  z.  B.  fast  Alles,  was  auf  die  Convergenz  der 
Reihen  Bezug  hat. 

Während  ich  übrigens  in  jener  Vorlesung  nur  bis  zur  Umkeh- 
rung der  elliptischen  Integrale  vorzudringen  für  angemessen  fand, 
bin  ich  gegenwärtig  weiter  gegangen,  nämlich  bis  zur  Umkehrung 
der  hyperelliptischen  Integrale.  Ausserdem  ist  in  der  Zwischenzeit 
auch  Manches  geändert,  was  damals  nicht  anschaulich  genug  her- 
vortrat, oder  nicht  hinreichend  strenge  zu  sein  schien. 

2Ieine  Darstellunc)  fusst  ausschUesslich  auf  dem  Stndiwn  der  scliou 
genannten  Bieniann'scJmi  Abhandlungen.  Erwähnen  muss  ich  dabei 
jedoch  eines  Gedankens,  der  mir  aus  Riemann's  Vorlesungen  durch 
mündliche  Ueberlieferung  zu  Ohren  kam,  und  der  auf  meine  Dar- 
stellung von  nicht  geringem  Einfluss  wurde.  Dieser  Gedanke  be- 
steht in  der  Projection  der  auf  der  Horisontalebene  ausgebreiteten 
Functionswerthe  nach  einer  Ktigelfläche  hin.  Ich  habe  dieser  (wie 
ich  glaube  nur  beiläufig)  von  Riemann  angegebenen  Projection  noch 
eine  zweite  (die  Projection  von  der  Kugelfläche  auf  die  Antipoden- 
ebene)  hinzugefügt;  und  glaube,  dass  diese  geometrischen  Vorstel- 
lungen, obwohl  für  die  Wissenschaft  selber  unwesentlich,  für  die 
erste  Einführung  in  die  von  Riemann  begründete  neue  Disciplin  von 
grossem  Vortheil  sein  werden. 

Was  im  Lauf  der  letzten  Jahre  (in  directer  oder  indirecter  Weise) 
durch  die  Schriften  von  Roch  und  Prym  über  Riemaun's  Vorlesungen 
bekannt  wurde,  konnte  nicht  mehr  von  Einfluss  werden  auf  das 
vorliegende  Lehrbuch,  welches  damals  in  Plan  und  Anordnung  be- 
reits eine  ihm  eigenthümliche  und  feste  Gestaltung  gewonnen  hatte. 

Als  meine  Arbeit  fast  völlig  zum  Abschluss  gebracht  war,  er- 
schien das  schätzbare  Werk  von  Durige.    In  demselben  zeigte  sich 
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Manches  behandelt,  was  ich  ebenfalls  bearbeitet  hatte,  Manches 
auch  in  helles  Licht  gestellt,  was  in  meiner  Arbeit  nur  schwach 
angedeutet  war  oder  wohl  ganz  fehlte.  Im  Ganzen  erschienen  Ziel 
und  Anordnung  des  Werkes  von  Durege  von  denen  des  meinigen  so 
wesentlich  verschieden,  dass  ich  die  Veröffentlichung  meiner  Arbeit 
keinen  Augenblick  beanstandet  habe. 

Ich  glaube,  dass  die  Schwierigkeiten,  welche  dem  Verständniss 
der  Bieniann' sehen  Abhandlungen  entgegenstehen,  durch  das  vorlie- 
crende  Lehrbuch  beseitigt  sein  werden.     Ausgenommen  bleibt  dabei 
allerdings   ein   wesentlicher  Punkt,    welcher    in    meine    Darstellung 
ihrem  ganzen  Gange  nach  nicht  hineinpasste,  nämlich  die  Darlegung 
und  Anwendung  des  Dirichlet' sehen  Frincips.    Das  Wesentliche  hier- 
über gedenke  ich  bei  späterer  Gelegenheit  kurz  zusammenzustellen. 
Solches  ist  inzwischen  geschehen  durch  eine  kleine  Schrift,  die  gegen- 
wärtig (October  1865)  im  Druck  begriffen   ist,   und  die   den   Titel  führt: 
Das  DirichleVsche   Prineip  in    seiner  Amvendung  auf  die  Biemann'schen 
Flächen. 

Basel,  Januar  1865. 


Vorwort  zur  zweiten  Auflage. 


Während  die  erste  Auflage  nur  die  Theorie  der  elliptisehen  und 
hypereJliptischcn  Integrale  enthält,  umfasst  die  gegenwärtige  zweite 
Auflache  auch  noch  die  Theorie  der  allgemeinen  ÄbeVschen  Integrale. 
Namentlich  enthält  sie  das  diesen  Integralen  zugehörige  Ähel'sche 
Theorem,  und  das  denselben  entsprechende  Jaedbi'sche  Umkehrpi-ohleni. 

Bei  dieser  Ausdehnung  des  Werkes  war  es  nothwendig,  das 
Dirichlet' sehe  Prineip  oder  vielmehr  die  aus  diesem  Prineip  von  Rie- 
mann  deducirten  Existenztheoreme  mit  in  den  Kreis  der  Betrachtung 
hineinzuziehen.  Da  nun  das  Dirichlet'sche  Prineip  der  erforderlichen 
Strenge  entbehrt,  und  vorläufig  auch  keine  Hoffnung  vorhanden  ist, 
dasselbe  [etwa  durch  irgend  welche  Modification]  dieser  Strenge 
theilhaftig  zu  machen,  so  entstand  die  Aufgabe,  jene  Riemann'schen 
Existenztheoreme,  unter  Vertneidtmg  des  Dirichlet'schen  Princips,  auf 
irgend  welchem  andern  Wege  zu  beweisen,  —  etwa  durch  die  3Ie- 
thode  des  arithmetischen  Mittels,  unter  Zuhülfenahme  bekannter  com- 
hinatoriscJier  Methoden. 


Vorwort.  VII 

Obwohl  die  Ausführbarkeit  eines  solchen  Unternehmens  kaum 
zweifelhaft  sein  konnte,  so  war  es  doch  zu  Anfang  meine  Absicht, 
derartig  difficile  Dinge  ganz  bei  Seite  zu  lassen  und  jene  [für  die 
Theorie  der  Abel'schen  Integrale  unentbehrlichen]  Riemann'schen 
Existenztheoreme  im  vorliegenden  Werk,  ohne  weitere  Begründung, 
nur  rein  historisch  mitzutheilen,  —  was  in  der  That,  etwa  in  der 
Mitte  des  Werkes  [pg.  238,  239]  auch  geschehen  ist.  —  Inzwischen 
ist  es  mir  nun  aber  gelungen,  den  Beweis  jener  Theoreme  wirklich 
zu  finden.  Und  demgemäss  habe  ich  diesen  Beweis  dem  vorliegen- 
Werke  nachträglich  noch  beigefügt  in  den  drei  letzten  Capiteln. 

Der  Beweis  beruht  der  Hauptsache  nach  auf  den  bereits  genannten 
Methoden.  Trotzdem  erforderte  die  wirkliche  Ausführung  des  Beweises 
vielfache  Arbeit  und  Anstrengung.  So  z.  B.  zeigte  sich,  dass  jene  Me- 
thoden, mit  Rücksicht  auf  den  vorliegenden  Zweck,  theils  einer  beträcht- 
lichen Vereinfachung  fähig,  theils  aber  auch  einer  strengeren  Fassung  be- 
dürftig waren.  Das  Eine  wie  das  Andere  ist  von  mir  dadurch  erreicht 
worden ,  dass  ich  die  Betrachtung  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen 
Kugelfläche  auf  die  Betrachtung  von  lauter  Kreisflächen  reducirt  habe. 

Demgemäss  war  also  im  vorliegenden  Werk  die  Darlegung  der  Me- 
thode des  arithmetischen  Mittels  nur  für  den  Fall  der  Kreisfläche  erforder- 
lich. Auch  führt  das  auf  diesem  Wege  erhaltene  Theorem  (pg.  410)  so- 
fort zu  zwei  weiteren  die  Kreisfläche  betreffenden  Sätzen  (pg.  417  und 
pg.  423),  die  alsdann  ihrerseits  eine  bequeme  und  sichere  Grundlage  bil- 
den für  die  weiterhin  in  Anwendung  kommenden  conibinatorischen  Metho- 
den. Dabei  sei  bemerkt,  dass  diese  letztern  von  mir  in  zwei  Kategorien 
gesondert  sind,  nämlich  in  disjunctive  und  adjunctive  Methoden. 

Ich  habe  ferner  noch  Einiges  zu  bemerken  über  die  Strenge  der 
in  meinem  Werk  gegebenen  Expositionen.  Der  von  Fäemann  in 
seinen  „Grundlagen"  [Gesammelte  Werke  pg.  12]  angegebene  Satz: 

/(H  +  '^)  ^^=  -/(Xcos  I  +  Fcos  ,)  ds 

ist  von  mir  ungeändert  beibehalten,  nämlich  auf  pg.  7  dieses  Werkes 
von  Neuem  reproducirt  worden,  —  obwohl  dieser  Satz  der  erforder- 
lichen Strenge  entbehrt.  Soll  nämlich  der  Satz  wirklich  correct 
sein,  so  ist  nicht  allein  die  Stetigkeit  der  betreffenden  Functionen 
selber  (welche  von  Riemann  mit  X,  Y,  von  mir  mit  W  bezeichnet 
sind),  sondern  überdies  auch  noch  die  Stetigkeit  ihrer  ersten  Ablei- 
tungen nach  X,  y  vorauszusetzen.  So  z.  B.  wird  in  meinem  Werk 
die  letzte  Formel  auf  pg.  6  nur  dann  unanfechtbar  sein,  wenn  so- 

d  W 
wohl   W  selber,  me  auch  — —  längs  der  Linie  aa  stetig  sind. 
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Diese  Ungeuauigkeit  überträgt  sich  auf  viele  Theile  des  vor- 
liegeiulen  Werkes.    So  z.  B.  scheint  das  Cauchysclie  Theorem  (pg.  19): 

uur  dann  ein  absolut  strenges  zu  sein,  wenn  auf  der  Flüche  St, 
ausser  der  Stetigkeit  von  f(/),  auch  noch  die  von  f  (z)  voraus- 
gesetzt wird. 

ÄhsirhUich  habe  ich  indessen  in  dieser  Beziehung  die  Theorie 
in  derjenigen  Form,  in  welcher  sie  von  Cauchij  und  liiemann  ge- 
geben ist,  zu  conscrviren  gesucht.  Denn  dem  Anfänger  wird  hier- 
durch das  Verständuiss  meines  Werkes  erleichtert  werden.  Und 
andererseits  wird  der  weiter  Vorgeschrittene  und  an  absolute  Strenge 
(gewöhnte,  die  in  Rede  stehenden  Uugenauigkeiten  leicht  abzu- 
streifen und  die  betreffenden  Sätze  in  ihre  wirklich  correcte  Gestalt 
zu  versetzen  im  Stande  sein. 

Ueberhaupt  dürfte  es  ja  bei  der  Darlegung  einer  mathematischeii 
Theorie  weniger  auf  eine  durchweg  strenge  Darstellung,  als  viel- 
mehr darauf  ankommen,  dass  die  angegebenen  Methoden  die  zur  strengen 
Darstellung  erforderlicJicn  31  ittel  gewähren.  In  dieser  Beziehung  aber 
glaube  ich  die  Theorie  durch  mein  Werk  einigermasseu  vervollstän- 
digt und  vervollkommnet  zu  haben,  nicht  nur  durch  die  schon  be- 
sprochene Beweisführung  der  Riemaun'schen  Existenztheoreme,  son- 
dern namentlich  auch  durch  meine  Betrachtungen  über  die  Stetigkeit 
mehrdeutiger  Functionen  (im  sechsten  Capitel),  sowie  durch  meine 
Darlegungen  über  das  Verschwinden  der  Thetafunctionen  (im  drei- 
zehnten Capitel  pg.  333  —  353). 

Schliesslich  erlaube  ich  mir,  den  Leser,  hinsichtlich  meiner  Aus- 
drucksweise, auf  die  letzte  Seite  dieses  Werkes  aufmerksam  zu  machen. 
Dabei  möchte  ich  bitten,  die  wenigen  von  mir  neu  eingeführten 
^^'orte  nicht  als  wirkliche  Neuerungen,  sondern  nur  als  vorüber- 
gehende, dem  augenblicklichen  Zweck  entsprechende  Ahhreviaturen 
anzusehen. 

Leipzig,  im  August  1884. 

Neumaiui. 
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Erstes  Capitel. 
Die  allgemeinen  (Trundlagen  der  Caucliy'sclien  Functionentlieorie. 

§  1- 

Ueber   die   Anwendung   geometrischer  Vorstellungen  im  Bereicke 

der  Fnnctionentheorie. 

Dass  die  Functionentheorie  als  solche  von  geometrischen  Vor- 
stellungen unahhängUj  ist,  bedarf  keiner  Erläuterung.  Wenn  aber 
Gauss,  CaucJiy  und  liieniann  geometrische  Bilder  und  Vorstellungen 
im  Gebiet  der  Functionentheorie  nicht  nur  zur  Darstellung  bekann- 
ter,  sondern  auch  zur  Auffinduno;  neuer  Sätze  mit  Erfolg  in  Anwen- 
düng  gebracht  haben;  so  dürfte  es  wohl  für  uns  gerathen  sein, 
diesem  Beispiel  Folge  zu  leisten,  und  die  Beihülfe,  welche  die  Geo- 
metrie der  Functionentheorie  gewährt,  wenn  sie  im  Grunde  genom- 
men auch  nur  eine  äusserliche  sein  mag,  nicht  zu  verschmähen. 

Jene  von  Gauss,  Caucliy  und  Fdemann  eingeführten  geometrischen 
Vorstellungen  gehören  theils  der  Ebene,  theils  aber  auch  dem  Räume 
an  (wie  z.  B.  die  Riemann'schen  mehrblättrigen  Flächen,  namentlich 
aber  die  von  Riemanu  eingeführten  Kugelflächen),  und  verlangen 
daher  zu  ihrer  Basis  die  Festsetzung  irgend  eines  rechtwinkligen 
Axensystems  {x,  y,  ^);  wobei  man  die  Wahl  hat  zwischen  zwei  zu 
einander  incongruenten  Systemen  {x ,  y,  z)  und  (x",  y" ,  /'),  von  denen 
das  eine  angesehen  werden  kann  als  das  Spiegelbild  des  andern. 

Hierbei  tritt  die  Unannehmlichkeit  ein,  dass  man  rein  geome- 
trisch diese  beiden  incongruenten  Systeme  ix ,  y ,  2)  und  (x",  y" ,  z") 
wohl  von  einander  zu  miter scheiden,  nicht  aber  das  eine,  gegenüber 
dem  andern,  durch  bestimmte  Merkmale  kenntlich  zu  machen  im 
Stande  ist.  Zur  Vermeidung,  respective  Beseitigung  dieses  Uebel- 
standes  bieten  sich  zwei  Methoden  dar. 

Die  eine  Methode  besteht  darin,  dass  man  ein  unbestimmtes  aber 
unveränderliches  Axensystem  (x,  y,  z)  anwendet,  also  ganz  dahin 
gestellt    sein    lässt,    welches    der   beiden    Systeme    {x ,  y  ,  z)    und 
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{x",  y",  /')  darunter  verstanden  werden  soll.  Ist  z.  B.  im  Räume  eine 
Linie  L  von  bestimmter  Richtung  gegeben,  und  soll  zwischen  den 
beiden  einander  entgegengesetzten  Rotationen  um  diese  Linie  (als 
Axe)  unterschieden  werden,  so  wird  man  als  positive  Rotation  die- 
jenige festsetzen  können,  welche  zur  Richtung  L  ebenso  liegt,  wie 
bei  jenem  der  Betrachtung  zu  Grunde  gelegten  Axensystem  (ic,  y,  z) 
die  .ry-Rotation  zur  ^;-Axe.  Dabei  ist  unter  der  a;y-Rotation  die- 
jenige Bewegung  zu  verstehen,  welche  die  a;-Axe  auszuführen  haben 
würde,  um  durch  eine  Drehung  von  90"  in  die  Lage  der  y-Axe  zu 
gelangen. 

Die  andere  Methode  besteht  darin,  dass  man  wirklich  ein  he- 
sfimnttcs  unter  jenen  beiden  Systemen  (x\  y  z)  und  {x" ,  y" ,  z")  er- 
wählt, was  allerdings  (wie  schon  bemerkt)  nicht  rein  (jconietrisch, 
wohl  aber  durch  Anwendung  empirisch  gegebener  Objecte  ausführbar 
ist.  So  z.  B.  kann  man  die  Finger  der  linken  Hand  in  solcher 
Weise  ausstrecken,  dass  der  kleine  Finger,  der  Zeigefinger  und  der 
Daumen  nahezu  aufeinander  senkrecht  stehen.  Und  man  kann  als- 
dann festsetzen,  dass  zum  Axensystem  (x,  y,  0)  dasjenige  genommen 
werden  soll,  bei  welchem  die  a;-Axe  zur  y-Axe  zur  ^-Axe  ebenso  Hegt, 
wie  bei  jener  linken  Hand  der  kleine  Finger  zum  Zeigefinger  zum 
Daumen. 

Die  zuletzt  augedeutete  Methode  ist  diejenige,  welche  heut  zu 
Tage  bei  der  Mehrzahl  der  Mathematiker  üblich  geworden  ist,  und 
zugleich  auch  diejenige,  von  welcher  ich  im  vorliegenden  Werke 
Gebrauch  machen  werde,  wenn  auch  in  etwas  anderer  Einkleidung. 
Da  nämlich  im  Folgenden  stets  nur  von  Flächen  die  Rede  sein  wird, 
so  erscheint  es  zweckmässig  nur  zwei^  und  zwar  in  der  gegebenen 
Fläche  liegenden  Axen  x  und  y  einzuführen,  daneben  aber,  als  Sur- 
rogat für  die  positive  ^'-Axe,  eine  bestimmte  Seite  dieser  Fläche  als 
die  obere  festzusetzen. 

§  2. 

Ueber  die  positive  Unüaufung  einer  Fläche,  deren  obere  Seite  in 

bestimmter  "Weise  festgesetzt  ist. 

Auf  der  Horizontalebene  sei  irgend  ein  Gebiet  %  (z.  B.  ein 
Kreis  oder  eine  Ellipse  oder  ein  Quadrat  u.  s.  w.)  abgegrenzt.  Ein 
Mensch,  welcher  auf  der  Ilorizontalebene  fortsclireitet,  hat,  wenn 
er  diese  Fläche  21  längs  ihres  Randes  umwandern  will,  die  Wahl 
zwischen  zwei  einander  entgegengesetzten  Richtungen.  .Je  nachdem 
er  sich   ffir  die  eine  oder  die  andere   entscheidet,   wird   er   während 


Allgemeine  Grundlagen. 


seiner  Wanderung  die  Fläche  %  entweder  beständig  zur  Linken  oder 
beständig  zur  Rechten  haben.     Wir  setzen  Folgendes  fest: 

Diejenige   Richtung,    in   welcher    man    am   Rande   und   auf  der 
oberen   Seite   einer  gegebenen  Fläche  fortgeJien  muss,  falls  man  die 
(1.)  Fläclie  selbem'  beständig  zur  LinJcen  haben  will,  soll  die  positive  Rich- 
tung ihres-  Randes,  und  die   Wanderung^  tvelche  man  alsdann  ausführt, 
eine  positive  Umlauf ung  der  Fläche  genannt  tverden. 

Diese  Definition  ist  unmittelbar  auch  auf  den  Fall  anwendbar, 
dass  die  Fläche  mehrere  Randcurven  besitzt.  Sind  z.  B.  in  der 
Horizontalebene  zwei  conceutrische  Kreis- 
flächen 6  und  S'  gegeben,  und  zwar  ß 
grösser  als  ß',  und  bezeichnet  man  die  zwi- 
schen den  beiden  Kreisperipherieu  liegende 
ringförmige  Fläche  mit  S(: 
?!  =  (£_  (£', 

so  ist  die  positive  ümlaufung  der  Fläche  ß 
durch  den  Pfeil  s,  ebenso  die  positive  Um- 
laufung der  Fläche  (S'  durch  den  Pfeil  s' 
dargestellt.  Hingegen  wird  die  positive  üm- 
laufung der  ringförmigen  Fläche  51  nicht  durch  s  und  s',  sondern 
durch  s  und  6  dargestellt  sein.  Denn  in  der  That  sind  s  und  6  die- 
jenigen Richtungen,  in  denen  man  die  beiden  Randcurven  von  51  zu 
durchwandern  hat,  falls  man  dabei  das  angrenzende  Gebiet  dieser 
Fläche  %  stets  zur  Linken  haben  will. 

Will  man  also  den  ganzen  Rand  der  ringförmigen  Fläche  51 
positiv  durchlaufen,  so  hat  man  zuerst  den  Rand  der  grossem  Kreis- 
fläche 6  positiv  (d.  i.  in  der  Richtung  s)  sodann  aber  den  Rand  der 
kleinern  Kreisfläche  S'  negativ  (d.  i.  in  der  zu  s  entgegengesetzten 
Richtung  (?)  zu  durchwandern. 

Ein  auf  der  Horizontalebene  markirter  Punkt  kann  als  eine 
unendlich  kleine  Kreisfläche  angesehen  werden.  Demgemäss  soll 
unter  der  positiven  ümlaufung  des  Punktes  diejenige  verstanden  wer- 
den, bei  welcher  jene  kleine  Kreisfläche  in  positiver  Richtung  um- 
laufen wird. 

Lässt  man  eine  gerade  Linie  um  ihren  festen  Ausgangspunkt  in 
solcher  Weise  rotiren,  dass  sie  dabei  beständig  in  der  Horizontal- 
ebene bleibt,  so  soll  diese  Rotationsbewegung  eine  positive  genannt 
werden,  sobald  die  einzelneu  Punkte  der  Linie  um  jenen  festen  Punkt 
in  positiver  Richtung  herumlaufen.  Hieran  schliesst  sich  unmittel- 
bar eine  gewisse  Festsetzung,   die  wir  in  Betrefi"  des  auf  der  Hori- 
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zontalebene  anzunehmendeu   Coordinatensystems  machen;  es  ist  fol- 
gende : 

Das  Cooniimtctu^i/stem  soll  stets  der  Art  hescluiffcn  gedacht  werden, 

(2.)  dafs  die  x-Axe  einen  Witikel  von  90"  zu  he-  y 
seh  reiben  hat,  falls  sie  durch  eine  positive  Rota-  | 
tion  um  den  Anfangsptmld  in  die  Lage  der 
y-Axe  gelangen  will. 

Man  kann  übrigens  nachträglich  diese 
Festsetzung  auch  so  einkleiden :  Die  beiden  Axen 
des  Coordinatensystems  sollen  stets  so  zu  einander     j ^ 

(3.)  liegen,  dass  der  im  AnfangspunU  auf  der  oberen 

Seite  der  Fläche  Stehende  und  in  der  Richtung  der  x-Axe  Fortsehende 
die  y-Axe  mit  ausgestreelier  Linlien  marlirt*). 

Ganz  analog  ist  diejenige  Beziehung,  welche  [nach  (l.)J  bei  einer 
gegebenen  Fläche  51  zwischen  der  posi- 
tiven  Randrichtung  s  und  der  auf  diesem 
Rande  errichteten  inueru  Normale  n  statt- 
findet. Denn  der  auf  der  obern  Seite  der 
Fläche  Stehende  und  in  der  positiven  Rich- 
tung s  ihres  Randes  Fortsehende  hat  ja 
ebenfalls  die  Fläche  selber,  mithin  auch  die 
auf  dem  Rande  errichtete  innere  Normale 
n  zur  Linken.    Also  der  Satz: 

Versteht  man  hei  irgend  einer  Fläche  unter  s  die  positive  Richtung 

(4.)  des  Randes,  ferner  unter  n  die  auf  dem  Rande  errichtete  innere  Nor- 
male, so  liegt  jederzeit  s  zu  n  ivie  x  zu  y,  d.  i.  ime  die  x-Axe  zur 
y-Axe. 

Die  meisten  der  hier  angestellten  Betrachtungen  und  Fest- 
setzungen sind  unmittelbar  übertragbar  auf  den  Fall  Jirummer  Flä- 
chen,  wobei  jedesmal  vorauszusetzen  ist,  dass  eine  bestimmte  Seite 
der  gegebenen  krummen  Fläche  als  obere  Seite  bezeichnet  wird. 
Nimmt  man  z.  B.  (wie  später  stets  geschehen  wird)  bei  der  Kugel- 
fläche die  Aussenseite  zur  ohern  Seite,  so  wird  unter  der  positiven 
Umlaufung  einer  gegebenen  Kugelcalotte  diejenige  zu  verstehen  sein, 
in  welcher  man  auf  dieser  äussern  oder  obern  Seite   den  Rand  der 


*)  Fügt  man  schliesslich  zu  diesen  beiden  Axen  x  und  y  als  dritte  Axe, 
nämlich  als  2- Axe,  noch  das  im  Anfangspunkt  auf  der  oberen  Seite  der  Fläche 
errichtete  Perpendikel  hinzu,  so  erhält  man  dasjenige  Axensystem  {x,  y,  z),  welches 
zu  Ende  des  vorhergehenden  Paragraphen  mittelst  der  linken  Hand  definirt 
worden  ist. 
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Calotte  zu  (lurcliwanclerii  hat,  falls  man  dabei  die  Calotte  beständi«: 
zur  Linken  haben  will. 

§  3. 
.  Über  gewisse  Curven-  resp.  Rand-Integrale. 

Auf  der  Horizontalebene  sei  ein  bestimmtes  Coordinatensystem 
X,  y  festgesetzt.  Ferner  seien  F=  V{Xj  y)  und  W=  W{x,  y)  beliebig 
gegebene  Functionen.  Denkt  man  sich  nun  auf  ß  ■ 

der  Horizontalebene  irgend  eine  Curve  AB 
gezeichnet,  so  ist  unter  dem  über  diese  Curve 
erstreckten  Integral 


(1.) 


fWdV 


bekanntlich  der  Ausdruck  zu  verstehen: 
(2.)      w,,iV,  -  V,)  +  W,,iV,  -  FJ  +  .. 

+  Waß(V^-  Va)-V 

Dabei  bezeichnen  1,  2,  3,  4 a,  ß, 


die  auf  einander  folgen- 


den   Punkte    der    Curve.     Was    ferner    die    V^,   V^, 


und    TFi,, 


1^23,  •  •  •  •  betrifft,  so  ist  unter  Vp  der  Werth  von  V  im  Punkt  p, 
andererseits  unter  Wpq  der  Werth  von  W  in  irgend  einem  Punkte 
zwisclien  j)  und  g  zu  verstehen. 

Bemerkung.  Sind  V  =  V{x,  y)  und  W  =  W{x,  y)  längs  der  gege- 
benen Curve  AB  eindeutig  und  stetig^  so  hat  das  durch  (1.)  respective  (2.) 
definirte  Integral  einen  bestimmten  endlichen  Werth;  wie  man  solches  nach 
bekannten  Methoden  zu  beweisen  im  Stande  ist.  Den  Beweis  dieses  Satzes 
und  ähnlicher  Sätze  hier  wirklich  mittheilen  zu  wollen  liegt  ausserhalb  der 
Grenzen,  welche  der  Verfasser  im    vorliegenden  Werke   sich   gesteckt  hat. 

Man  kann  das  Integral  von  WdV  über  die  gegebene  Curve 
nach  Belieben  entweder  von  Ä  nach  B,  oder  von  B  nach  Ä  er- 
strecken. Bezeichnet  nun  aß  [vgl.  die  vorstehende  Figur]  ein  be- 
liebiges Element  der  Curve  AB,  so  werden  die  allgemeinen  Glieder 
dieser  Integrale 

fWdV    und 


jWdV 


respective  lauten: 

WaßiVß  -    Va)       und 

mithin  entgegengesetzte  Werthe  haben. 


Hieraus  folgt,  dafs  die  beiden 


Integrale  selber  ebenfalls  entgegengesetzte  Werthe  besitzen.   Es  ist  also: 
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(3.)  f]V,IV+f]\',IV=^0. 

i  h 

Wir  wollen  jetzt  das  Integral  (1.)  für  den  Fall  einer  näliereu 
Untersuchung  unterworfen,  dass  die  gegebene  Integrationseurve  AB 
eine  in  sich  zurücklaufende  ist.  Und  zwar  werden  wir  liierbei  zu 
Anfang  voraussetzen,  dass  V  identisch  mit  x  oder  y  sei,  nämlich 
mit  folgender  Aufgabe  beginnen. 

Es  sei  5(  ei)>c  auf  der  Horisoutalehene  helichig  (fegebene  Fläche, 
und  ]V  =W(x,y)  eine  Function,  die  auf  21  iihendl  eindeutig  und 
stetig  ist.  Es  soll  das  über  den  Rand  von  %  in  positiver  Richtung 
hinerstreckte  Integral 

(4.)  /^^  ^ydx  =  W,,  (x,  -  X,)  +  W,,  {x.,  -  a;,)  +  •  ■  • 

untersucht  werden. 

Es  seien  a,  a  und  h,  ß  diejenigen  Punkte,  in  denen  der  Rand 
der  Fläche  21  von  irgend  zwei  zur jz-Axe  parallelen,  und  einander 
unendlich  nahen  Linien  ge-  . 
schnitten  wird.  Der  den  bei- 
den Elementen  ah  und  ßa  ent- 
sprechende Tlieil  des  Integrales 
(4.)  lautet  alsdann: 

(a.)  T  =   Waö  (Xö  —  Xa) 

+    Wa^  (Xa  —  X^). 

Bezeichnet  man  nun  den  2wsi- 
tiven  Abstand  der  beiden  Pa- 
rallelen aa  und  hß  von  ein- 
ander mit  dx,  so  ist  offenbar 
Xb  —  Xa  =  dx,  und  ebenso  .x^  —  Xa  =  dx:,  so  dass  man  erhält: 
(b.)  T=iWa,-  W.^)dx. 

Wao  ist  der  Werth  von  W  in  einem  beliebigen  Punkte  zwischen  a 
und  b,  und  kann  daher  z.  B.  durch  Wa  ersetzt  werden;  ebenso  Waji 
durch  ir«.    Somit  folgt: 

(C.)  T={Wa-     Wa)dX,    d.    i.     =   -    {Wa  —    Wl^dX. 

Nun  kann  aber  die  Differenz  Wa  —  Wa,  weil  W  auf  2(,  mithin 
auch  längs  der  Linie  aa  eindeutig  und  stetig  ist,  in  folgender  Weise 
dargestellt  werden:  « 


dy, 
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die   Integration   hiuerstreckt   über   alle    Elemente   dy   der   Linie   aa. 
Somit  folgt  aus  der  Formel  (c): 


(d.)  T^-f^dxdy, 


dy 

a 

die  Integration  erstreckt  über  alle  Flächenelemente  dxdy  des  zwi- 
schen aa  und  hß  gelegenen  Flächenstreifens. 

Denkt  mau  sich  in  dieser  Weise  sämmtliche  Theile  T  des  In- 
tegrals (4.)  berechnet,  und  all'  diese  Theile  zusammenaddirt,  so  er- 
hält mau  schliesslich  für  jenes  Integral  den  Werth 

(5-)  f  Wdx  =  -  ff  ^  dxdy, 

WO  die  Integration  rechter  Hand  sich  ausdehnt  über  alle  mir  Fläclie 
31  gehörigen  Flächenelemente  dxdy. 

Stillschweigend  haben  wir  bei  Ableitung  dieser  Formel  (5.) 
vorausgesetzt,  die  Fläche  Sl  besitze  nur  eine  Kandcurve,  überdies 
auch  noch  vorausgesetzt,  dass  diese  eine  Randcurve  von  jedweder 
zur  y-Axe  parallelen  Linie  immer  nur  in  zwei  Punkten  getroffen 
werde.  Wie  nun  aber  die  Fläche  %  auch  beschaffen  sein  mag,  stets 
wird  man  sie  durch  irgend  welche  Linien  6  in  kleinere  Stücke  zer- 
legen können,  deren  jedes  jenen  Voraussetzungen  entspricht.  Dem- 
gemäss  wird  also  die  Formel  (5.)  correct  sein  für  jedes  dieser  ein- 
zelnen Flächenstücke.  Addirt  man  aber  alle  so  sich  ergebenden 
Formeln  zusammen,  so  wird  man,  weil  [zufolge  (3.)J  die  den  Curven 
6  zugehörigen  Integraltheile  sich  gegenseitig  zerstören,  wiederum 
zu  einer  Formel  gelangen  von  der  in  (5.)  angegebenen  Gestalt. 
Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  W  =  W{x,  y)  auf  einer  gegehenen  Fläche  % 
eindeutig  und  stetig,  so  gilt  die  Formel: 

(6-)  /ai^^^  =  -ff^W  ^""^^^ 

wo  die  Integration  links  über  sämmtliche  Randcurven  von  5t  und 
zwar  über  jede  in  ihrer  positiven  Richtung  erstrecJd  ist,  während  die 
Integration  rechts  über  sämmtliche  Flächenelemente  dxdy  der  Fläche 
%  sich  ausdehnt. 

In  ganz  analoger  Weise  ergiebt  sich  nun  ajidererseits  auch  fol- 
gende Formel: 

0-)  f^T^''y  =  +  ff^T^''^''y' 
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2Cohci   ühcr   die  Intcyralc  liuls  mid  rechts   dasselbe   zu    hcmcrloi   ist, 
tcie  hei  (6.). 

Bemerkung.     Das  Integral  linker  Hand   in  der    vorletzten  Formel  (6.) 
lautet: 

Dasselbe  ist  positiv  hinerstreckt  zu  denken  über  den  ganzen  Rand  der 
gegebenen  Fläche  91,  und  wird  also  eine 
Summe  von  n  Integralen  sein,  falls  %  im 
Ganzen  n  Randcurven  besitzt.  Versteht  man 
z.  B.  unter  91  die  schon  früher  besprochene 
ringförmige  Fläche,  welche  in  beistehender 
Figur  von  Neuem  dargestellt  ist,  so  wird 
jenes  J  eine  Summe  zioeier  Integrale  sein, 
deren  eines  über  die  äussere  Randcurve 
in  der  Richtung  s,  und  deren  anderes  über 
die  innere  Randcurve  in  der  zu  s'  entgegen- 
gesetzten Richtung  a  hinläuft. 

Genau  dasselbe  gilt  von   dem  Integral 
linker  Hand    in    der   letzten  Formel  (7.). 

Genügen   U  =  TJ{x,  y)    und   V  =  V{x,  y)  den   an    W  gestellten 
Anforderungen,  so  ist  nach  (6.)  und  (7.): 


und  folglich 


j^iVdx  +  Tay)  =  -//;  (f  -  1^)  ä.Ay. 

Demgemäss  erhalten  wir  folgenden  Zusatz: 

Sind  die  Functionen  U  =  U{x,  y)  und  V  =  V(x,  y)  auf  einer 
gegebenen  Fläche  St  eindeutig  und  stetig,  und  setzt  man  überdies 
voraus,  dass  der  Ausdruck 

(8.)  üdx  +  Vdy 

ein  vollständiges  Differential  sei,  dass  mithin  U  und  V  der  Bedingung 
g—  =  -g—  entsprechen,  so  tvird  das  über  sämmtliche  Randcurven  von 
S(  in  positiver  Richtung  erstreckte  Integral 

(9.) 


/  {üdx-\-  Vdy)  stets  =0 


sein. 


Wir  wollen   jetzt    annehmen    U=  ü{x,  y)    und    V=  V{x,  y) 
wären  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  nicht  nur  U,  V  selber,  son- 
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dern  auch   -7^-7  und   ^—  auf  %  eindeutig  und   stetig   sind.     Alsdann 
c  X  cy 

,  dV 

können  wir  die  Formel  (6.)  z.  B.  anwenden  auf  W  =  U  .-- ,  ebenso 

dV 
(7.)  auf   W=  U-^,  und  erhalten  hierdurch: 

/U-7K—  dx  = —  //     (-5— ö \- U  K — ^r-)  dx  dif , 
<^     ox                  '^^%\vy  vx  oxoyl  ^ 

f   jj^  fii  =  4-  Cf   (—  ^^  4-  U  ——]  dx  d 
J  %      dy     "^        '^  JJ  ^\dx   dy  "*"       dxdy)  "' 

mithin  durch  Addition: 

/UdV  =^  f  I    (3—  -Q ö—  ^— )  dx  dy. 
g{                 JJ  yi\ox    cy         oy    0x1  ^ 

Also  der  Satz: 

Sind  die  Functionen   U  =  U(x,  y)  und    V  =  V(x,  y)   anf  einer 

gegebenen  Fläche  %  eindeutig  und  stetig,  und  gilt  Gleiches  auf  % 

dV  dV 

auch  von  -^  und  -^ ,  so  findet  die  Formel  statt: 

(10.)  f^  UdV  -ff^{^^-^^^-^)dxdy, 

wobei  über  die  Integrationen  links  und  rechts  dasselbe  zu  wiederholen 
ist,  wie  bei  (6.). 

§  4. 
Die  complexen  Grössen. 

Sind  X,  y  reelle  Grössen  und  ist  i  =  ]/ —  1,  so  heisst  (x  -\-  iy) 
eine  complexe  Grösse.  Gleichzeitig  heissen  alsdann  x  und  y  die  bei- 
den Componeuten  dieser  complexen  Grösse.  Die  complexen  Grössen 
begreifen  als  specielle  Fälle  in  sich  sowohl  die  reellen,  wie  die  rein 
imaginären  Grössen.  In  der  That  reducirt  sich  der  Ausdruck  (x  -\-  iy) 
für  y  =  0  auf  das  reelle  x,  und  für  x  =  0  auf  das  rein  imaginäre  iy. 

Sind  irgend  zwei  complexe  Grössen  {x  +  iy)  und  {x^  -\-  iy^) 
einander  gleich,  so  folgt  daraus,  dass  ihre  Componenten  einzeln  ein- 
ander gleich  sind.     Denn  aus 

X  -]^  iy  =  x^  -]r  iyi 
ergiebt  sich:  (x  —  x^)  =  i{yi—  y),  oder,  falls  man  zum  Quadrat  erhebt: 

{x  -  x,f  +  (2/  -  y,y-  =  0. 
Und  hieraus  folgt,  weil  x,  y,  x^,  y^  reell  sein  sollen,  sofort: 
X  =  X]^  und  y  =  y^.     Q-  e.  d. 
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Zwei  complcxe  Grössen  köniioi  also  nur  dann  einander  gleich  sein, 
wenn  ihre  Componcntcn  einzeln  einander  gleich  sind.  Mit  andera 
Worten:  Ist  der  Werth  einer  conqüexcn  Grösse  0  =  (x  -\-  iy)  (jegehen, 
so  sind  hicrdureJt  die  Wxrthe  ilircr  beiden  Componenten  x  und  y  bereits 
mitbestimmt.  Umgekehrt  wird,  wenn  x  und  y  gegeben  sind,  hier- 
durch auch  der  Wertli  von  z  =  (x  -\-  iy)  bestimmt  sein.  Demgeniüfs 
kann  man  jede  complexe  Grösse  z  =  {x  -\-  iy)  geometrisch  durch 
einen  Punkt  darstellen,  dessen  Coordinateu  x  und  y  sind. 

§  5. 
Functionen  eines  eomplexen  Argumentes. 
Ist  irgend  eine  Function  zweier  Argumente: 
F=Fi:x,y) 
gegeben,  so  kann  dieselbe   stets  als   Function  eines  einzigen  Argu- 
mentes anjjesehen   werden.     8et/.t  man  nämlich 


Z  =^  X  -\-  iy,  wo  i  =  y —  1, 
so  werden  durch  Angabe  des  Werthes  von  z  die  Werthc  von  x  und  y, 
und  folglich  auch  der  Wei'th  von  F  bereits  mitbestimmt  sein;  sodass 
also  F  ledi«;lich  von  z  abhängt; 

Dabei  ist  indessen  stillschweigend  vorausgesetzt,  *•  und  y  seien 
reelle  Variablen.  Denn  denkt  man  sich  x  und  y  als  complexe  Grös- 
sen, so  sind  offenbar  durch  Angabe  des  Werthes  von  z  =  x  -\-  iy 
die  Werthe  von  x  und  y  noch  keineswegs  mitbestimmt. 

Wir  wollen  nun  in  der  That  für  x  und  y  irgendwelche  com- 
plexe  Grösse  ^  =  x  -\-  ix^  und  ri  =  y  -\-  iy^  substituiren  und  fol- 
gende Frage  uns  vorlegen:    Welche  Beschaffenheit  muss  die  Function 

F  =  F{i„  ri)  =  F {x  +  ix,,  y  +  iyi) 
besitzen,  -wenn  dieselbe  nur  von  dem  einen  Argument  (^  -|-  ivi)  ab- 
liängen  sollY 

Giebt  man  den  eomplexen  Variablen  |,  ri  irgend  welche  Zu- 
wüchse d^,  dfj,  so  lautet  der  correspondirende  Zuwachs  von  F: 

dF=j^di^~dri, 
oder,  ein  wenig  anders  geschrieben: 

IV  —  1"^'^  _L  ■  ^■^'^  ^^  ~  ^^^    I    {^^        ■  ^^'\  ^^  +  ^^'^ 

Soll  nun  F  nur  von  dem  liiuom  (^  +  l^)  abhängen,  so  muss  dF 
stets  =  0  sein,  so  lange  dieses  Binom  ungeändert  bleibt,  also  stets 
=  0  sein,   so  lange  idl  -j-  idri)  =  0  bleibt.     Dieser  Anforderung 
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aber  wird  offenbar,  wie  die  vorstehende  Formel  zeigt,  nur  dann  ent- 
sprochen werden,  wenn  F  der  Bedingung  Genüge  leistet: 

dF    .    .dF        ^ 

oi,  07} 

Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.   —   Sind  |  imd  rj  complexe    Variable,   so  wird  eine 

Function  von  der  Form: 

(1.)  F=F{l,ri) 

stets  und  nur  dann   eine  Function  von  (|  -|-  irj)   sein,  ivenn  sie  der 

Bedinguny  entspricht  : 

dF    ,     .dF         .. 

Solches  constatirt,  gehen  wir  jetzt  erst  zu  dem  Fall  zweier 
reellen  Argumente  x,  y  über,  indem  wir  dabei  folgende,  durch  ihre 
Einfachheit  sich  empfehlende  Definition  an  die  Spitze  stellen: 

Definition.  —  Sind  x  und  y  sivei  reelle    Variable,  so  soll  jede 
Function  von  der  Form 
(2.)  F^F(x,y) 

eine  Function  von  (x  -f-  iy)  genannt  iverden,  sobald  ihre  Beschaffen- 
heit von  solcher  Art  ist,  dass  sie  diesen  Namen  verdient  bei  unum- 
schränkfer,  d.  i.  complexer  Variabilität  von  x  und  y. 

Uebrigens  kann  man  dieser  Definition ,  auf  Grund  des  Theorems 
(1.),  auch  folgende  Fassung  geben: 

Dieselbe  Definition  in  etwas  anderer  Form.  —  Sind  x  und  y 
zivei  reelle  Variable,  so  soll  eine  Function  von  der  Form 

(3-)  F=F{x,y) 

stets  und  nur  dann  eine  FunMion  von  (x  -|-  i^J)  genannt  werden,  tvenn 
sie  der  Bedingung  Genüge  leistet: 

dx  ~^  dy 
Etwas  stärjicr  accentuirt  als  diese  Riemann'sclte  Ausdruchsweise  ist 
die  Üauchy'sehe,  von  der  hin  und  ivieder  ebenfalls  Gebrauch  gemacht 
werden  soll.  Cauchy  bezeichnet  nämlich  Functioneti  von  {x  -|-  iij),  genau 
in  demselben  Skine  ivie  sie  hier  deflnirt  sind,  als  monogene  Func- 
tionen von  (x  -\-  iy). 

Beispiele.  —  Dass  Ausdrücke,  wie 

sin  {x  -\-  iy),     cos  {x  -\-  iy),     e^'^"-' ,     log  (x  -\-  iy)  etc.  etc. 
als  Functionen  von  {x  -{-  iy),   oder  nach  Cauchy  als  monogene  Functionen 
von  {x  -\-  iy)  zu  bezeichnen  sind,  unterliegt  nach  diesen  Definitionen  [vgl. 
namentlich  (2.)]  keinem  Zweifel. 
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Uingegen  wird  ein  .Ausilruck  vou  clor  Form 

F  =  Ax''  4-  2Bxy  +  Cy\ 
wo  ^1,  2>,  C  Constixuto  sind,  im  Allgemeinen  keine  monogene  Function  von 
{x  -\-  iy)  sein.     Soll  der  Ausdruck  auf  diesen   Namen  Anspruch  erhalten, 
so  muss  noch  (8.)  die  Bedingung  erfüllt  sein: 


dF   ,    .dF      ^ 
dx    '       dy 

d.  i.  die  Bedingung: 
d.  h.  es  uiufs 

{Äx  -\-  Bij)  -\-  i  (Bx  4-  C?/)  =  0, 

mithin 

A  -i-  iB  =  0     und     B  +  iC  =  0, 

B  =  iA     und     G  =  iB  =  —  A 

sein.     Alsdann  aber  nimmt  F  die  Gestalt  an: 

F  =  A{x-'  +  2ixy  -  y\  d.  i.  =  ^  {x  +  iyf , 
also  in  der  That  die  Gestalt  einer  monogenen  Function. 

Es  sei  F  irgend  eine  gegebene  Function  von  {x  -\-  iy),  oder, 
uach  der  Cauchy'sclien  Nomeuelatiir,  eine  monogene  Function  von 
[x  -\-  iy)\  so  dass  also  [vgl.  (3.)]  die  Gleiclumg  stattfindet: 

oF    .     .dF       ^ 
(4.)  ä^  +  *  ^  =  ^- 

Wir  wollen  nun  annehmen,  es  sei  gelungen,  diese  Function  in  die 
Form  zu  versetzen: 

(5.)  F=U-^iV, 

vfo  U  =  U{x,y)  uüd  V  =  V{x,y)  irgend  welche  reelle  Functionen  der 
reellen  Variableu  x,  y  vorstellen,  Substituirt  man  diesen  Werth  (5.) 
in  (4),  so  folgt: 

(6.)  «-i^L+iD  +  ,■  oiü+jn  „  0, 

^    ^  dx  ^  dy  ^ 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(^■)         (i."-i-:)+Ki^i-r)=^- 

Und  hieraus  folgt  weiter 

(ü\  dU       dV       ^  ^     ^U    ,    dV       ,^ 

(o.)  -^ -—  ==  0     und     -5 \-  ——  =  0. 

^    ^  dx         dy  dy    '    dx 

Also  der  Satz:  Gelingt  es,  eine  von  (x  -\-  iy)   ahhüngende  Func- 
tion F,  oder,   scJiürfer   ausgcdriicJct,  eine   monogene  Function  F  von 
{x  -f-  iy)  in  die  Form  zu  versetzen: 
(9.)  F=U-\-lV, 

ivo  U  =  U{x,y)  und  V  =  V{x,y)  irgend  welche  reelle  Functionen  der 
reellen    Variablen   x,   y   vorstellen,   so   werden  diese    U,    V  stets   den 
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beiden  Differentialgleichimgen  Genüge  leisten: 

(9.a)  '        1^-1^  =  0    nnd    |^  + 1?  =  0. 

ox         oy  oy    '    dx 

Beispiele.  —  Setzt  man: 

(A.)  F  =  (;c  +  iyy,  d.  i.  =  [x'^  -  y-']  +  i  [2xy], 

so  ist  offenbar  U  =  x^  —  y^  und    V=2xy.     Und  diese  bei:len   Functio- 
nen entsprechen  in  der  That  den  beiden  Gleichungen  (9.a). 

Setzt  man  ferner,   indem  man  unter  a  und  b  irgend  zwei  reelle  Con- 
stanten versteht: 

(B.)  F  =  {a-\-  ih)  {X  +  iy)\  d.  i.  (a  +  ih)  {[x'^  -  y^]  +  i  [2xy-]), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

F  =  {a{x-  -y-)  -b  {2xy)]  +  i  [b{x^  -  y'')  +  a  {2xy)], 

so  ist  offenbar: 

U  =  a  {x'^  —  y-}  —  2bxy, 

F  =  &  (a;^  —  y^)  +  2axy. 

Und  man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dass  diese  Ausdrücke  U,  V  den 
Gleichungen  (9.  a)  entsprechen. 
Setzt  man  ferner 
(C.)  F  ^  sin  (x-^iy), 

so  erhält  man: 

U=\{e'-'  -\-e-'')sinx, 

V  =  \{ey  —e-y)  cosa;, 
d.  i.  Ausdrücke,  die  wiederum  den  Gleichungen  (9.)  entsprechen. 
Man  kann  den  letzten  Satz  auch  umJcehren.    Entsprechen  näm- 
lich irgend  zwei  Functionen   IJ  ==  ü{x,y)  und   V ^=V(x,'y)  den  bei- 
den Gleichungen  (8.),  so   folgt  hieraus,  indem   man   rückwärts   von 
(8.)  zu  (7.)  zu  (6.)  geht: 

dx         ^  dy  ' 

also,  falls  man  (?7-f-«F)  mit  F  bezeichnet: 

—  4-  »  —  =  0 

dx    ■"      dy 

Zufolge   der   Definition   (3.)   ist    daher  dieses   F  eine   Function  von 
(x  -\-  iy).     Also  der  Satz: 

Sind  U  =  ü(x,  y)  und  V  =  V(x,  y)  irgend  iveJche  reelle  Functio- 
nen der  reellen  Variablen  x,  y,  nnd  weiss  man,  dass  diese  Functio- 
nen den  beiden  Differentialgleichungen 

(lO.)  -^ ^~  =  0     und    ^ 1-  ^—  =  0 

^      ■'  ox        oy  oy    ^    ox 
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Geniüfc  leistm,  so  wird  das  Binom 

F=  U-\-iV 

eine  Function  von  {x  +  iy),  oder,  schärfer  ai(S(jedrücld,  eine  monogene 
Function  von  {.r  -\-  iy)  sein. 

Nachträgliches.  —  Abweichend  von  der  in  {2.),  (3.)  adoptirten 
Bezeichuuugsweise,  könnte  man,  falls  x,  y  reelle  Variable  sind,  jed- 
ivede  Function  derselben 
(11.)  F^F{x,y) 

als  eine  allein  von  {x  +  iy)  abhängende  Function  auffassen,  wie 
solches  sich  ergiebt  auf  Grund  der  zu  Anfang  dieses  Paragraphs 
angestellten  einfachen  Ueberlegung. 

Und  dies  ist  in  der  That  die  Catichy'sche  Auffassungsweise. 
Cauchy  nennt  nümlich  jedwede  Function  F{x,y),  von  welcher  BescMf- 
fenheit  sie  auch  sein  mag,  eine  Function  von  {x  +  iy),  wid  unterschei- 
det dabei,  je  nacMem  dieselbe  der  Bifferentialgleichmig 

(12.)  S  +  ^i  =  o 

Genüge  leistet  oder  nicht,  zwei  Fälle,  hn  erstem  Falle  nennt  er  die 
Function,  ivie  hei  (3.)  schon  hemerU  wurde,  monogen,  im  letztern 
nichtmonogen. 

Um  auf  die  betreffenden  Cauchy'schen  Betrachtungen  näher  ein- 
zugehen, markiren  wir  auf  der  Horizontalebene  den  Punkt  z  und 
irgend  einen  Nachbarpunkt  z  +  dz,  d.  i.  diejenigen  Punkte 

z  =  X  -\-  iy     und     z  -\-  dz  =-  {x  +  dx)  +  i  (y  +  dy), 

deren  Coordinaten  x,  y  und  {x  +  dx),  {y  +  dy)  sind,  und  bilden 
sodann  den  Differentialquotienten 

dF 

dz 

Der  Zähler  dF  dieses  Quotienten  repräsentirt  den  Unterschied  der- 
jenigen beiden  Werthe  F  und  F  -\-  dF,  welche  die  betrachtete 
Function  F(x,  y)  in  jenen  beiden  Punkten  z  und  z -\- dz  besitzt, 
und  drückt  sich  also  aus  durch  die  Formel: 

dF^f^dx-Jr^^ydy, 
oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Formel: 

''^  =  i  ('/:  - '  ai)  ("^ + "'^) + 1  (vr +■«■  %)  (-^^  -  '"y^- 


Allgemeine  Grundlafjen.  15 

Hieraus  folgt,  falls  man  tlurch  dz  =  {dx  -f-  idy)  dividirt: 

rfF  _  J^  /dF  _  .  dF\  l_  /dF         .  dF\  fdx  —  idyl 

dz  "  2  \dlc         *  dy)    '     2  \dx  "^  *   dy)  [_dx  -{-  idy] 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer   enthaltene    l>nirli    hat    aber   eine 
einfache   geometrische    Bedeutung.     Be- 
zeichnet man  nämlich  die  Polarcoordina- 
ten  des    Punktes  z  -\-  dz  in  Bezug   auf 
den  Punkt  z  mit  q  und  %• ,  so  ist 


7.+dx 


dx  =  Q  cos  -9", 

dy  =^  Q  sin  if. 


mithki 


dx  -\-  idy  ^  Qe'^, 
dx  —  idy  =  Qe~'''^, 
sodafs  also  jener  Bruch  =  e~^'''^  wird.     Somit  erhält  man: 

(13.)  ds~2\dx         '^  dy}'^   2\dx   '^'^  dy)^       ^' 

Der  Differentialquotient  -r^  dependirt   also  nicht  nur  von  dem 

eigentlich  betrachteten  Punkte  z  =  {x  -\-  iy),  sondern  hängt  überdies 
auch  von  dem  A^iimdh  ■0-  des  bei  seiner  Bildung  benutzten  Nach- 
harpimlites  ab,  und  wird  daher,  je  nach  der  zufälligen  Wahl  dieses 
Nachbarpunktes,  jedesmal  einen  andern,  im  Ganzen  also  unendlich 
viele  Werthe  besitzen;  es  sei  denn,  dass  der  in  (13.)  im  letzten  Gliede 
enthaltene  Ausdruck 

dx  "T"      dy 

=  0  wäre.    Denn  in  diesem  Falle  reducirt  sich  der  Ausdruck  (13.)  auf 

dF  _   1  /dF .  dF\ 

dz  ~  2\dx         '^JyJ' 

d.  i.  auf  euien  von  d-  unablmngigen  Ausdruck.     Man  gelangt  daher, 
mit  Rücksicht  auf  die  in  (12.)  gegebene  Definition,  zu  folgendem  Satz: 
Ist  die  vorgelegte  Function 

F=F{x,y) 

eine  monogene  Function  von  {x  -f-  iy)  und  setzt  man  (x  -f-  iy)  =  z, 
so  ivird  der  Differentialqu.otient 

dF 

dz 


(14.) 


(15.) 
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unabhängig  sein  ran  ilcr  Wahl  des  hei  seiner  Bildung  angewandten 
NacJtharpunlies  z  -j-  dz'*). 

Ist  hingegen  jene  Function  eine  nichtmonogene  Function  von 
{x  -\-  iy)  oder  z,  so  ivird  der  genannte  Dijferentialquotient  wesentlich 
abJuingen  von  dem  Äzimuth  des  NachharpunMes  z  -\-  dz,  also  von  der- 
selben unendlichen   Vieldeutigkeit  sein,  wie  dieses  Äzimuth. 

Man  kann  also,  falls  man  will,  die  Eintlieilung  der  Functio- 
nen F  =  F{x,  y)  in  monogene  und  nichtmonogene  basiren  auf  das 

Verhalten  des   Differentialquotienten  -,—  •     Und  tliut   man   dies ,   so 

erhält  man  die  eigentlicJie  Cauchy'sche  Definition  dieser  Begriffe. 

§  6. 

Ueber  Curven-Integrale  solclier  Functionen,  die  von  einem  com- 

plexen  Argument  abhängen. 

Unter  dem  über  eine  gegebene  Curve  AB  erstreckten  Integral 

ß 
fWdV 

A 

haben  wir  [pg.  5]  den  Ausdruck  verstanden : 

+  1^"«/*  (^1*  -  F«)  +  . . . . 

Demgemäss   wird,  falls  irgend   zwei   von 

^  =  (a;  +  iy) 
abhängende   Functionen   f{z)  und  (p{z)   ge- 
greben  sind,  unter    dem  über  die  Curve  AB 
erstreckten  Integral 

(1.)  Smd<p{z) 

A 

folgender  Ausdruck  zu  verstehen  sein: 

(2.)  /;.,  (9'2    -^y)-\-  L  {<P,-<P-^----+  taft  {(Pti     -   (fu)   +   ...., 

WO  die  Indices  dieselbe  Bedeutung  haben   sollen  wie   früher   [p.  5]. 


*)  Es  würde  nicht  correct  sein,  zu  sagen,  dass  -j-    (in  diesem   Falle  der 
monogenen  Function)  in  jedwedem  Punkte  z  immer  nur  einen  Werth  habe.    Denn 

es  kann  z.  B.  i/—  i — —        i/" 

F  =  yx  -{-  ly  =^  yz 

sein     Und  dann  wird  -.-  ,  ebenso  wie  F  selber,  in  jedem  Punkte  z  zwei  Werthe 
dz 

besitzen. 
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Pur  ein  solches  Integral  gilt  wiederum  [vgl.  CA.)  p.  GJ  die  Formel: 
ß  .1 

{^■)  Jf{z)dcp(z)  +  ff{z)d(p{z)  =  0. 

A  /; 

I).  h.  das  Integral  besitzt  entgegengesetzte  Werthe,  wenn  man  dasselbe 
über  eine  gegebene  Curve  AB  das  eine  Mal  von  A  nach  B,  das  andere 
Mal  umgekehrt  von  B  nach  A  erstreckt. 

Mau  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  ein  solches  Integral,  falls 
die  Functionen  f(z)  und  cp{z)  nebst  der  Curve  gegeben  sind,  wirk- 
lieh zu  berechnen.  Und  hierbei  wird  es  angemessen  sein,  mit  fol- 
gendem  einfachen  Beispiele  zu  beginnen. 

In  der  Horizontalebene  sei  eine  Kreisfläche  (£  gegeben  vom 
Radius  11  und  mit  dem  Mittelpunkt  c  =  (a  -f-  ib).  Die  peripheri- 
schen Punkte  derselben  mögen  mit  z  =  (x  -\-  iy)  bezeichnet  werden. 
Es  soll  das  in  positiver  Richtung  über  den  Rand  dieser  Kreisfläche 
erstreckte  Integral 

(4.)  j  =  f^(^,-cydz 

berechnet  werden.  Und  zwar  sei  n  eine  gegebene  positive  oder  ne- 
gative ganze  Zahl. 

Bezeichnet  man  die  Polarcoordiuaten  des  Punktes  z  =  {x  -\-  ig) 
in   Bezug   auf  den   Mittelpunkt 
c  =  (a  -|-  ib)  mit  R,  d-  [wo  R 
den  Radius  der  Kreisfläche  vor- 
stellt], so  ist  offenbar: 

X  —  a  =  R  cos  -rt, 

y  —  b  =^  R  sin  d-, 
folglich: 
:    (5.)  z  —  c  =  Re'^. 

Diese  Formel  fö.),  in  welcher 
c,  /t  gegebene  Constanten  sind, 
macht  die  Variable  z  abhängig 
von  dem  Ajimuth  d-,  und  ergiebt  durch  Differentiation: 

(5  a.)  dz  =  iRe'^d&. 

Substituirt  man  jetzt  die  Werthe  (5.),  (5a.)  in  (4.),  so  erhält  man: 

(0  j  J=iR"+ 1  Jc("  + 1)  '•  ^'^  dd-. 

0 

Denn  es  sollte  die  Integration  positiv  erstreckt  werden  über  den  gan- 

Xeamann:  Abel'sche  Integrale.  2  Aufl.  2 
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zen  Rand   der   Kreisfläche;   so   dass   also    die   dem   Azimuth  %•   ent- 

spreeheuden  Integrationsgreuzen  in  der  That  t^  =  0  und  d-  ='2jt  sind. 

Durch  wirkliche  Ausführung  der  Integration  ergiebt  sich  nun: 


(7.)  J=rx"+' 


g(»  +  i)^?ti  _  j 


n  -\-  1 

Hieraus  folgt   sofort,   dass  J  =  0  ist,  amser  für  n  =  —  1.     Denn 
für  n  =  —  1  nimmt  der  Ausdruck  (7.)  die  unbestimmte  Form  — -  an. 

Am  einfachsten  erledigt  sich   dieser  Ausnahmefall   mittelst  der 
frühereu  Formel  (6.).     Diese  nämlich  giebt  für  n  =  —  1 : 


(7  a.)  J=ijd^^     d.i.     J  =  27t 


Also  der  Satz:  Beschreibt  man  um  einen  Punkt  c  eine  KreisfUichc 
S  von  beliebigem  Badius,  bezeichnet  man  ferner  die  peripherischen  Vnnläe 
dieser  Fläche  mit  s,  und  versteht  man  endlich  unter  n  eine  beliebige 
positive  oder  negative  ganze  Zahl,  so  wird  das  über  den  Bund  der 
Kreisfläche  in  p>ositiver  Bichtung  erstreckte  Integral 

sein,  ausser  wenn  «  =  —  l  ist.  Für  diesen  Ausnahmefall  ergiebt 
sich  die  Formel: 

(8a.)  f^{z-c)-Uh  =  2ni,     d.i.    f^^^  =  2ni. 

Uebrigens  repräsentiren  diese  Formeln  nur  specielle  Fälle  von 
viel  allgemeineren  Formeln,  die  man  Cauchy  verdankt  und  zu  deren 
Ableitung  wir  im  folgenden  Paragraph  uns  hinwenden  wollen. 

§  7. 

Die  Cauchy'sehen  Theoreme. 

Es  sei  51  eine  in  der  Horizontalebene  beliebig  gegebene  Fläche, 
die  also  z.  B.  beliebig  viele  Randcurven  besitzen  kann.  Ferner  sei 
f  =  f{z)  eine  monogene  Function  von  z  =  {x  -}-  iy),  welche  auf  Sl 
allenthalben  eindeutig  und  stetig  ist.  Denkt  man  sich  also  diese 
Function  durch  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären  in  die  Form 
versetzt: 

f=f{z)=V+iV, 

so  werden  U  =  U(.r,  y)  und  V  =  V(x,  y)  Functionen  sein,  die  eben- 
falls auf  ?I  eindrut/g  und  stetig  sind.  Ueberdies  werden  dieselben 
[Satz  p.  121  ^Jcn  Gleichungen  Genüge  leisten: 
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dU        dV         ..  -cU        'öV        .^ 

-^ ^—  =  ()     und     -^ \-  -r—  =  K) 

ex         oy  dy     '     ex  ' 

so  dass  also  die  Ausdrücke 

Udy  -\-  Vdx     und     Udx  —  Vdtj 

vollständige  Differentiale  sind.  Demgemäss  sind  [Satz  p.  8]  die 
über  sämmtliche  Randcurven  von  21  in  positiver  Richtung  erstreck- 
ten Integrale 

/  {Udy  +  Vdx)     und    /  {Udx  —  Vdy) 

beide  =  0.     Nun  ist  aber  : 

f{p)dz  =  {U  +  iV){dx  +  idy)  =  {Udx  —  Vdy)  +  i{Udy  +  Vdx), 

mithin 

Jj{z)d0  S^iUdx  -  Vdy)  +  if^^iUdy  +  Vdx); 

und  die  hier  auf  der  rechten  Seite  befindlichen  Integrale  sind  die- 
jenigen, von  denen  soeben  nachgewiesen  wurde,  dass  sie  =  0  sind. 
Somit  folgt: 

f  f{z)dz  ==  0. 

Also  der  Satz:  Ist  eine  monogene  Fimctimi  f{s)  auf  einer  gege- 
benen Flüche  %  eindeutig  und  stetig,  so  wird  das  über  sämmtliche 
Fuindcurven  von  %  in  positiver  Richtung  erstreckte  Integral 

(9.)  f^f(.^^'^^    ^^^^^     =^^ 

sein.     Aus  diesetn  Satz  ergiebt  sich  z.  B.  als  ganz  specieller  Fall  die 
frühere  Formel  (8.),  vorausgesetzt,  dass  man  dem  dortigen  n  einen  der 
Werthe  0,  1,  2,  3  .  .  .  beilegt. 

Hält  man  fest  an  den  über  %  und  f{z)  gemachten  Voraus- 
setzungen und  versteht  man  überdies  unter  c  =  {a  -{-  ib)  irgend  einen 
festen  Punkt  innerlmlb  51,  so  wird  der  Satz  auf  die  Function 

(1.)  9'(^)  =  YZTc 

nicht  mehr  anwendbar  sein.  Denn  diese  Function  ist  im  Punkte  c 
unendlich  gross,  also  unstetig.  Beschreibt  man  aber  um  c  eine  kleine, 
völlig  innerhalb  %  liegende  Kreisfläche  (£,  und  bezeichnet  man  das 
von  %,  nach  Absonderung  dieser  Kreisfläche  (5,  noch  übrig  blei- 
bende Stück  mit  Sl': 

5('  =  21  —  e, 

so  wird  (p  {z)  auf  dieser  neuen  Fläche   Sl'  allenthalben  eindeutig  und 

2* 
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stetig  sein.     Auf  diese  neue    Flüche   51'   und   die   Function   q)(z)  ist 
daher  der  vorhergehende   Satz   sofort   anweiulbar,    wodurch  sich   er- 
giebt : 
(2.)"  f^^^,<p{z)dz  =  0, 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  sämmtliche  Randcurven  von  St'. 
Diese  Curven  bestehen  aber  aus  den  Randcurven  der  ursprünglichen 
Fläche  %  und  überdies  aus  dem  llande  von  ß.  Und  zwar  wird 
mau  bei  einer  positiven  Umlaufuug  von  51'  die  Randcurven  von  Sl 
in  ihren  positiven  Richtungen,  hingegen  die  Randcurve  der  Kreis- 
fläche 6  in  ihrer  negativen  Richtung  zu  durchwandern  haben.  Dem- 
gemäfs  nimmt  die  Formel  (2.) 'die  Gestalt  an: 

(3.)  J^<p{z)dz-J^q>{z)dz=^0, 

das  eine  Integral  positiv  erstreckt  gedacht  über  den  Rand  von  S(,  das 
andere  ebenfalls  positiv  über  den  von  6.  Dabei  ist  (Jebrauch  ge- 
macht von  dem  Satz  (3.)  p.  17. 

Substituirt  man  in  (3.)  für  (p{z)  seine  eigentliche  Bedeutung  (1.), 
so  erhält  man: 

r  rnd^j  r  mdz 


(4.) 


oder,  falls  man  den  Wertli  von  f{z).  wie  er  bei  Souderung  des  Reellen 
und  Imaginären  sich  herausstellt,  mit 


(5.)  f{,)^V  +  iV 

bezeichnet: 

rr.  ^  r  ^-^^^  =  C  --  I  iC   ^^' 

^  '  J  -^  z  —  c        J(^z  —  c^^JQ,z  —  ef 

oder,  falls  man  für  die  Punkte  z  der  Kreisperipherie   [ebenso  wie 
früher  pg.  17]  z  —  c  =  Ile'^,  mithin  ilz  =  iBc^^dd-  setzt: 

Diese  Formel  bleibt  richtig,  wie  klein  man  den  Radius  R  der 
um  c  beschriebenen  Kreisfläche  (£  auch  wählen  mag.  Lässt  man 
aber  diesen  Radius  zu  Null  herabshiken,  so  verwandeln  sich  die  bei- 
den Integrale  rechter  Hand  respective  in  2nUc  und  2nVc,  wo  Uc 
und  Vc  die  VVerthe  von  U  und  V  im  Punkte  c  vorstellen.  Somit 
erhält  man  also: 
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oder  mit  Rüaksicht  auf  (5.): 

Erläuterung.  —  Das  in  (7.)  enthaltene  Integral 

2n 
fUd» 

II 

erstreckt  sich  über  den  ßaud  der  Kreisfläche  CS  und  entspricht  also,  falls 
man  den  kleinsten  und  grüssten  Werth  von  U  längs  dieses  Randes  respec- 
tive  mit  V  und   U"  bezeichnet,  der  Formel: 

2  TT  2  /r  'in 

u'fdo-  <Jud^  <  irj'dd-, 

0  0  0 

d.  i.  der  Formel : 

27iU'  <  fud&  <  2nU". 

0 

Lässt  man  aber  den  Kreisradius  M  gegen  0  convergiren ,  so  convergiren 
27cU'  und  271  U"  beide  gegen  27c  U^.  Gleiches  gilt  daher  von  dem  zicischen 
diesen  beiden  Grössen  liegenden  Integral 

fud&. 

0 

Mit  andern  Worten:  Dieses  Integral  nimmt,  falls  man  B  zu  Null  werden 
lässt,  den  Werth  2tiU   an. 

In  analoger  Weise  wird  offenbar  andrerseits  auch  das  letzte  Integral 
in  (7.)  behandelt  werden  können.     U.  s.  w. 

Auf  Grund  der  Formel  (il)  <relaugen  wir  schliesslicli  zu  folgen- 
dem Satz,  der,  ebenso  wie  der  vorhergehende  Satz  [pg.  19],  von 
Cauchy  herrührt: 

Ist  eine  monogerm  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  % 
eindeutig  und  stetig,  so  lässt  sich  der  Werth  dieser  Function  in 
jedwedem  Ftmlde  c,  der  innerhctlh  31  liegt,  durch  folgendes  Integral 
darstellen: 

(10.)  f^')  =  J^iJ^,J^c^ 

die  Integration  positiv  erstrecht  über  sämmtliche  liandcurven  von  51. 
Dieser  Satz  ist  also  z.  B.  anivendbar  auf  f{£)  =  .:",  falls  n  eine  posi- 
tive ganze  Zahl  vorstellt,  ebeitso  auf  f{z)  =  5;^  =  1.  Im  letztern  Falle 
crgiebt  sich  die  Formel: 

1  =    ^-   r     ^i_ 

(■••I')  2x1  J  ^z  —  c 

Und  diese  ist  identisch  mit  der  früheren  Formel  (8a.),  pg.  18. 
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Beiläufige  Aufgabe.  —  Wir  stellen  uns  die  Aut'<^abe,  diejenige 
monogene  und  auf  51  eindeutige  und  stetige  Function  [{s)  zu  er- 
mitteln, welche  längs  des  Randes  von  %  constant,  etwa  =K  ist. 
Zufolge  des  Satzes  (10.)  wird  der  Wertli  dieser  Function  in  jed- 
wedem Punkte  c  innerhalb  51  lauten: 


/"('•)  =  -Li.L 


Kdz 

21  2  -  c  ' 

also  nach  (11.)  sich  so  schreiben  lassen: 

Also  der  Satz:  Ist  eine  monogene  Function  f{z)  auf  einer  ge- 
{\ '2. )  gvbenrn  Fläche  %  eindeutig  und  stetig,  und  ist  ihr  Wcrth  am  Bande 
von  21  constant,  etwa  =  K,  so  tvird  sie  auf  der  Fläche  51  allent- 
halben =  K  sein. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  (10.),  dass  zwei  Functionen  /(ä)  und 
fi{2),  die  auf  51  eindeutig  und  stetig  sind,  und  am  Ikmde  von  51 
einerlei  Werthe  haben,  auch  in  jedwedem  Punkte  innerhalh  51  gleiche 
Werthe  besitzen  werden. 

§  8. 
Ueber   die   Differentialquotienten   einer   Function   mit   complexena 

Argument. 

Durch  Vertauschung  der  Buchstaben  s  und  c  geht  die  Formel 
(10.)  über  in: 

rt  \  1       r  fic)dc 

(13.)  ^(^)=  2niJ^i:h-- 

Ist  mithin  f{z)  auf  der  Fläche  5(  eindeutig  und  stetig,  so  wird  diese 
Formel  (lo.)  gültig  sein  für  jedweden  FunJd  s  innerhalb  5(;  und 
hierbei  ist  die  Integration  ausgedehnt  zu  denken  über  sämmtliehe  lland- 
punlcte  c  der  Fläche  5(. 

Differenzirt  man  nun  die  Formel  (13.)  zu  wiederholten  Malen 
nach  z,  so  folgt: 

1  '  ^^         2ni  J  ^{e  —  zy 

1        r     f{c)dc 


(1^-)  r2f^'(^=2^J^ 


(c  ~  zY 


1.2-3'      ^'  'iniJ  <9i  (c  —  z)*  ' 


31  (t 
etc.     etc.     etc. 
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Diese  Formeln  (14.)  zeigen,  dass  f'{z),  f"{ß),  f" iz),  etc.  inner- 
halb 2(  cindeutüj  und  stetig  sind. 

Also  der  Satz:  Ist  eine  Function  f'{s)  auf  einer  (jcyehenen  Fläche 
(15.)  51  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  Gleiches  auf  %  auch  von  ihren 
sämmtlichen  Ableitungen  f  (2),  f'(z),  f"'{z),  etc.  etc. 

Sind  also  f{s)  und  cp  (z)  auf  5(  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  [zu- 
folge des  soeben  ausgesproehenen  Satzes]  Gleiches  auch  von  cp'  (2), 
mithin  z.  B.  auch  von  dem  Product: 

fiz)g>'(z). 

Demgemäss  ergiebt  sich  [Satz  p.  19]: 

f^f{z)cp'{z)dz  =  (),    d.i.    Jj{z)dq>{z)=0. 

Also  der  Satz :  Sind  f  =  f{z)  und  (p  ^  (p(z)  auf  einer  gegebenen 
FläcJie  eindeutig  und  stetig,  so  ist  das  über  sämnitliche  Bandcurven 
vmi  31  in  positiver  Bichtung  erstrecJcte  Integral: 

(IG.)  f  fd(p    stets    =  0. 

Dieser  Satz  kann  angesehen  werden  als  eine  Verallgemcinernng  des 
früheren  Satzes  pg.  19. 

§  9. 

Weitere  Anwendiing  der  Cauchy'schen  Sätze. 

Wir  stellen  uns  folgende  Aufgabe:  Eine  Function  f{z)  sei  auf 
der  unendliclten  Ebene  allenthalben  eindeutig  und  stetig.  Auch  sei 
bekannt,  dass  ihr  Modul  auf  der  unendlichen  Ebene  nirgends  grösser 
als  M  ist,  wo  31  eine  gegebene  endliche  (positive)  Constante  vorstellt; 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(1.)  mod  f(s)  ^  M. 

Ausserdem  sei  irgendwo  auf  der  unendlichen  Ebene  ein  Punkt  c  mar- 
kirt.  Es  soll  der  Werth  der  Function  im  Punkte  c  näher  unter- 
sucht werden. 

Wir  beschreiben  um  den  Anfangspunkt  z  =  0  eine  Kreisfläche 
51,  deren  Radius  R  beliebig  gross  sein  mag,  mindestens  aber  so  gross 
ist,  dass  der  gegebene  Punkt  c  innerhalb  5(  liegt.  Da  nun  unsere 
Function  f{z)  auf  der  ganzen  unendlichen  Ebene,  mithin  auch  auf 
2t  eindeutig  und  stetig  sein  soll,  so  wird  sich  ihr  Werth  im  Punkte  c, 
zufolge  des  Cauchy'schen  Satzes  [(10.)  pg.  21],  darstellen  lassen  durch 
die  Formel: 


21 


(2.) 
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fic)  =--  C   ^^' 


(3.) 


(4.) 


(M 


((.  > 


mod  c  •  mod  f{z)  -  mod  (<?£) 
mod  £•  •  mod  (2  —  c) 


iß.) 

(6.) 


31 

die  Integi'atiüii  über  den  Rand  von  5t  in  positiver  Ivielituiig"  hin- 
erstreekt  gedacht.  In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  mittelst  jenes 
Satzes  für  den  Werth  der  Function  im  Anfangspunkte  2  =  0,  d.  i. 
im  Mittelpunkte  der  Kreisfläche  %  die  Formel: 

Durch  Subtraction   der   beiden  Formeln   (2.).   (3.)   ergiebt  sich 
weiter: 

Hieraus  aber  folgt  (mittelst  des  bekannten  Satzes,  dass  der  Modul 
einer  Summe  kleiner  als  die  Summe  der  Moduln  ist): 

modl/(c)-A0)l<2'„X^' 

Nun  ist: 

mod  c  =  r. 

mod  2  =^  II. 

mod  (s  —  c)  =  Qj 

mod  (ds)  =  (h. 
wo  r,  JR,  Q  die  in  der  nebenstehenden  Figur 
angegebenen  FMtfcrnungen  vorstellen,  und 
w^o  ferner  ds  die  (jajcnscdigc  Entfernnny  der 
beiden  llandpunkte  4^^  und  z  -\-  dz  vorstellt; 
so  dass  also  dieses  ds  ein  Element  der 
Kreisperipherie  bezeichnet.     Ausserdem  ist  zufolge  (1.) 

mod  f{z)  <  M 
Mittelst  dieser  Relationen  (a.),  (ß.)  geht  die  Formel  (5.)  über  in 

1       r  vMds 


mod  |/-(c)-/(0;)|< 


TT     .  '   2(       1\Q 


Nach  der  geometrischen  Anschauung  [vgl.  die  Figur |  ist  aber: 

r-\-  Q>  11. 
d.  i. 

Q>  LI-  r- 

und  hieraus   folgt,    weil    sowohl   q   als   auch    (/i  —  r)    stets    positiv 
sind,  sofort: 


Q^  B  -r 
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Dieser  let/.teii  lielation  entsprechend,  kann  die  Formel  (6.)  auch  so 
gesehriehen  werden: 

(7.)  >"<"n/(o)-/-(0}]</,/^5^), 

oder,  weil  r,  IL  M  bei  Ausführung  der  Integration  constant  bleiben, 
auch  so: 

(8.)  u,o,i  1  /■(.)  -  fm  <  OT^)  ■  /« ''*• 

Das  hier  auftretende  Integral  repräsentirt  aber  die  Länge  der  Kreis- 
peripherie, und  ist  also  =  2 Till.     Somit  folgt: 

(9.)  niod[/(c)-/(0)]^/-^. 

Bei  der  hier  angestellten  Betrachtung  konnte  der  Kreisradius 
It  hdkhiij  (jross  gewählt  werden.  Die  Formel  (9.)  wird  somit  gültig 
bleiben-,  wenn  wir  das  1\  weiter  und  weiter,  ins  Unendliche  hin 
wachsen  lassen.     Demgemäss  ergiebt  sich: 

10.)  mod  [f(c)  -  /(0)J  =  0, 

und  folglich:  /(cj  —  /(O)  =  0,  d.  i.: 

11.)  f{c)=m. 

Nun  repräsentirt  aber  c  einen  zu  Anfang  unserer  Betrachtung 
auf  der  Ebene  f/anz  heJichig  markirten  Punkt.  Demgemäss  wird  die 
Formel  (11.)  gültig  sein,  welche  Lage  wir  diesem  Punkte  c  in  der 
Ebene  auch  zuertheileu  mögen;  und  wir  gelangen  somit  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  eine  Function  f'{z)  auf  der  unendliolien  Ehenc  üherall  ein- 
deutig und  stetig,  und  ist  ausserdem  heJiannt,  dass  ihr  3Iodul  eine 
hestimmte  endliche  Grösse  M  nirgends  übersteigt,  so  ivird  die  Function 
eine  Constante  sein. 

§   10. 
Aufstellung  eines  gewissen  später  erforderlichen  Hülfssatzes. 

Die  Function  f{z)  sei  auf  einer  gegebeneu  Fläche  %  eindeutig 
und  stetig]  so  dass  also  [Satz  pg.  23]  Gleiches  auch  gilt  von  ihren 
Ableitungen:  /'(^),  f'i/)^  etc.     Setzt  man  nun 

f{z)=U+iV. 

und  beachtet  zugleich   die   aus   dieser   Fgrmel   durch   Differentiation 
nach  X  und  y  entspringenden  Formeln: 
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I   ^-"^  ~  dx  "+"  *  öx  ' 

'   ^  ■'       cy    '      cy 
so  folgt  Ulis  joiier  Enulcuttglicit  und  Stctiglxcit  vou  /'(,s')  und  /"(*)  so- 
fort, dass  diese  beiden  Eigenschaften  den  Functionen 

U    V    —     —     ~     ~ 
'      '   dx'   dx^   dy  '   dy 

ebenfalls  anhaften,  und  zwar  in  allen  Punkten  der  gegebenen  Fläche  St. 

Zufolge  des  Satzes  pg.  9  ist  daher: 

J  2t  JJ  %^cx  oy        cy  oxl         ^ 

Beachtet  man  schliesslich  die  bekannten  Relationen 

^~?^^^'      dVj+d^^-^'     [Satz,  pg.   1J|. 
und  benutzt  man  dieselben,  um   im   Integrale   rechter  Hand  das   V 
zu  eliminireu,  so  gelaugt  man  zu  folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  f{ß)  eine  Function,  die  auf  einer  gegebenen 
Fläehe  %  eindeutig  und  stetig  ist,  und  heseichnet  man  den  Werth  dieser 
Funetion,  tvie  er  hei  Sonderung  des  lleellen  und  Imaginären  sich  lieraus- 
stellt,  mit 

fl,)=U+iV, 

so  ist  jederzeit 

ILO  die  Integration  links  über  die  Fläche,   und  die  Integration  rechts 
in  positiver  liiehtung  über  den  Rand  von  S(  hinerstrecJct  ist. 

Aus  diesem  Satz  folgt  sofort,  dass  der  Werth  des   Integrals 

f^UdV 

niemals  negativ  sein  kann,  dass  derselbe  nämlich  jederzeit  entweder 
positiv  oder  Nidl  ist. 

Wir  wollen  annehmen,  es  trete  der  letztere  Fall  ein,  es  wäre  also 

(1-)  f^UdV=0, 

und  es  wäre  demtfemäss  auch 


Dieses  letztere  Integral  ist,  weil  die  Werthe  von  5— ,  0—  reell  sind, 
eine  aus  unendlich  vielen,    und    zwar    aus    lauter  positiven  Gliedern 
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zusammengesetzte  Summe,  und  kanu  daher  nur  dann  verseh winden, 

wenn  alle  diese  Glieder  einsein  genommen  Null  sind.    Somit  ergiebt 

sich  aus  der  Clleichung  (2.),  dass 

,ox  du        ,    dU 

(o.)  ^      und   -^— 

^    ^  ex  öy 

auf  der  Fläche  2(  allenthalben  gleich  Nidl  sein  müssen.    Und  hieraus 

folgt  mit  Uücksicht  auf  die  bekannten  Relationen: 

dU        dV        ,^        ,  cU    ,    cV        „ 
ex        oy  oy        öx  ' 

dass  die  Grossen 

auf  der  Fläche  %  ebenfalls  überall  Null  sein  müssen.  Aus  dem 
Verschwinden  der  Grössen  (3.)  und  (4.)  ergiebt  sich  sodann  aber 
augenblicklich,  dass  U  und  V  auf  der  Fläche  21  allenthalben  con- 
stant  sind.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Satz: 

Ist  die  Funetion  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  21  eindeutig  und 
stetig,  und  hesciclmet  man  den  Werth  dieser  Function,  wie  er  hei  Son- 
derung des  Iteellen  und  Imaginären  sich  herausstellt,  mit 

m=u-j-iv, 

so  ist  das  in  positiver  liichtimg  um  den  Rand  von  21  herumerstreckte 
Integral 

(5.)  4  UdV 

jederzeit  positiv  oder  Null. 

Der  letztere  Fall,  dass  nämlich  dieses  Integral  gleich  Null  ist, 
haiin  nur  dann  eintreten,  ivenn  der  Werth  von  f{ß)  auf  der  Fläche  2t 
allentlialhen  c  anstaut  ist. 
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Entwicklung  «MIMT  Fiiiution  iijuli  den  Potenzen  ihres  Argumentes. 

§  1. 
Entwicklung  einer  Function  f{z)  nach  Potenzen  von  z. 

Die  Madanrin i^cXie  und  Taylor'ache  Entwicklung'  sind,  wie 
Caucliif  gezeigt  hat,  unter  gewissen  Bedingungen  und  innerhalb  ge- 
wisser Grenzen  anwendbar  auf  Functionen  eines  coniplexen  Argu- 
mentes. Die  bewundernswerth  einfachen  und  Epoche  machciuh^n 
»r^iitze,  zu  denen  Cauchij  in  dieser  Beziehung  gelaugt  ist,  sollen  im 
gegenwärtigen  und  folgenden  Paragraph  näher  dargelegt  werden. 

Die  Cauchy-Maclau- 
rin'sche  Reihe,  —  Die 
Function  f{z)  sei  ein- 
dcuti(j  und  stciuj  auf 
einer  um  den  Anfangs- 
punkt 2  =  0  beschrie- 
benen Kreisfläche  ß. 
Nach  den  früheren 
Sätzen  |  pg.  22  \  gelten 
alsdann  für  jedweden 
Funkt  z  innerhalb  S 
die  Formeln: 


(1.)  fu-)  _  A   r  tM3l 

(2)    ^ /w«^ _ _i_  r  -  ^^'^^'^'^ 


->ü? 


loa  I   y^J  «      •  f       /  N    _i_  1  >    wo    M  =  1  ,    2,    3, 

Und   hieraus    ergeben    sich   z.  B.  für   den    Mittelpunkt   der    1 
d.  i,  für  den  Punkt  z  =  0,  folgende  Formeln: 


^'läche, 


(la.) 


f^^-^J 


^  /\c)dc 


^2a.)        ,-A f'"\^')  =  ^-  /*  ^^tv ,  wo  n  =  1 ,  2,  3,  .  .  . 

^         1  -  2  •  3  •  ■  •  n'     ^  ''         2m,J  QC^  +  i  '  '      '      ' 

In  all  diesen  Formeln  ist  die  Integration  über  den  Hand  der 
fläche  (S  in  positiver  Richtung  zu  erstrecken,   also   im  Sinne 


Kreis- 
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der  Figur  angegebenen  Pfeiles.  Ferner  sind  daselbst  z  und  c  Ab- 
breviaturen für  die  Binome: 

z  =  X  -\-  iy,     c  =  a  -\-  ih, 
wo  X,  y   und  a,  h   die    rechkrmJdiycn    Coordinatcn    der    betreffenden 
beiden  Punkte  vorstellen. 

Führt  man,  statt  dieser  rechtwinkligen  Coordinaten,  die  Polnr- 
coonlinatcn  ein,  setzt  man  also: 

a;  =  r  cos  i)-,       a  =  B  cos  0, 
y  =  r  sin  d-,       h  =  li  sin   0, 
so  wird: 
(3.)  z  =  re^,      c  =  Be"^. 

Nun  ist  nach  dem  Binomischen  Satz: 

und  ebenso: 

also  mit  Rücksicht  auf  (3.): 

(«■)      ^=i[>+(f+(^r+(f+--]- 

Und  zwar  werden  diese  Entwicklungen  (4.),  (5.),  (6.)  convergent 
und  gültig  sein,  so  lange  r  <,  B  bleibt,  d,  i.  so  lange  der  innere 
Punkt  z  nicht  hart  cm  den   Band  der  Fläche   ß  heranrückt.     Sub- 

stituirt  man  aber  in  ( l.)  für  den  Quotienten  die  Entwicklung 

(6.),  so  ergiebt  sich: 

oder,  was  dasselbe  ist: 
(8.)  /•(^)  _  Ao  +  A,,^  +  A,z'  +  A,z'  +  .  .  ., 

wo  die  A  folgende  Werthe  haben: 


(8a.)  ^^  —  2niJ(s 


©      c- 

etc.  etc. 

Diese    Werthe    lassen    sich    nach    (la.),    (2  a.)    auch    so    dar- 
stellen: 
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Ao  =/lO). 
(8.b)  A,  =  ir(0), 

etc.  etc. 
Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  um  den  Anfangs- 
pinikt  2  =  0  hcscliricbencn  KreisflücJie  (5  eindeutig  und  stetig,  so 
wird  ihr  Werth  in  jedem  Punlte  z  innerlialh  ß  darstellbar  sein  durch 
eine  nach  steigaulen  Potenzen  von  z  fortschreitende  Reihe: 
(9.)  f(z)  =  Ao  +  A,^  +  A,z'  +  A3r*  +  •  •  •  • 

Die  Werthe  der  hier  auftretenden  Coefficienten  lassen  sich  in  doppelte^' 
Weise  ausdrücken,  nämlich  einerseits  durch  die  Integrale  (8.a),  anderer- 
seits durch  die  Differentialquotienten  (8.b).  Demgemäss  Icann  also 
z.  B.  die  Reihe  auch  so  geschrieben  werden: 

(10.)      f{z) = /(o)  +  { r(o)  +  ^  r'(0)  +  rr^  r"(o)  +  •  •  • 

oder  auch  so: 

(11.)     m  -  [«^)]==«  +  f  [^L„  +  T^  ["^'L»  +  ■  •  • 

Ob  diese  Formeln  (9.),  (10.),  (11.)  auch  noch  gültig  sind  für 
solche  Punkte  z,  die  nicht  innerhalb  6,  sondern  hart  am  Rande 
von  ß  liegen,  bleibt  ziveifelhaft. 

Bemerkung.  —  Die  Integrale  (8.a)  bleiben  in  ihren  Werthen  un- 
geändert,  wenn  man  sie  nicht  über  den  Rand  von  ©,  sondern  über  den 
Rand  irgend  einer  Fläche  '^  erstreckt,  die  den  Punkt  z  =  0  enthält,  und 
vollständig  innerhalb  6  liegt,  bezeichnet  man  nämlich  das  von  (£,  nach 
Absonderung  dieser  Fläche  g-,  noch  übrig  bleibende  ringfürmiye  Flächen- 
Stück  mit  3i: 

80  ist  die  Function 

— ;p,    (n  =  1,  -2,  3,  •  •  •) 

Z 

auf  31  überall  eindtndig  und  stetig^  und  folglich  [Satz  p.   1*»]: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  di.  Will  man  aber 
den  Rand  Ton  3i  positiv  umlaufen,  so  hat  man  erstens  den  Rand  von  6 
ebenfalls  positiv,  sodann  aber  den  Rand  von  5  negativ  zu  durchwandern. 
Somit  geht  die  letzte  Formel  über  in: 

az)dz 


Lr-L 


=  0.      Q.  e.  d. 
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Auch  das  Bcstgliccl  der  Reihe  (9.)  lässt  sich  auf  dem  hier  ein- 
geschlagenen Wege  leicht  finden,  in  folgender  Weise:  Für  jede 
ganze  Zahl  n  ist  bekanntlich: 

oder,  falls  man  durch  c"  dividirt: 


^'^^-^i  +  ^  +  ^-l (-  t- I 


3    .   z'   ,  ,    2"-^    ,    2"-^ 


c  —  z  c     '    c^    '    c 

oder,  ein  wenig  anders  geordnet: 

_i_ _  A 4- 1  _i- L' _j_ ... 4- f:iz_''i  .  Izl. 

Sabstituirt  man  diesen  Werth  des  Quotienten  im  Integral  (1.), 

C  —~'  z 

so  nimmt  jene  Formel  (1.)  folgende  Gestalt  an: 

'■^-'^  =  ^- j',  [(H  ?  +  f  +  ■  •  •  +  9')  +  ^^]  f^'^'^' 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (8.a),  folgende  Gestalt: 

(12.)  m=(\  +  \^  +  K^'  +  •  •  •  +  A„_i^»-i)  +  Q„, 

wo  Q„  die  Bedeutung  hat: 

Und  dieses  Q„  repräsentirt  also  das  aufzustellende  Restglied. 

Die  Laurent'sche  Betrachtung.  —  Es  seien  (5  und  ß'  zwei  con- 
centrische,  um  2  =  0  beschriebene  Kreisflächen ,  und  fö  grösser  als 
ß'-,  ferner  sei  ^  die  zwischen  den  beiden  Kreisperipherien  liegende 
ringf&rmige  Fläche: 

9i  =  g  _  £'. 

Versteht  mau  nun  unter  fiz)  eine  auf  9t  eindeutige  und  stetige 
Function,  so  wird  nach  dem  Cauchy 'sehen  Satz  [pg.  22]  der  Werth 
dieser  Function  für  jedweden  auf  fR  liegenden  Funkt  z  darstellbar 
sein  durch  die  Formel: 

(14.)  fy^)-¥;^iJ^7^z^ 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randj^unkte  c  der  Fläche 
9?.  Will  man  aber  den  Rand  von  SR  positiv  durchlaufen,  so  hat 
man  zuerst   den  Rand   von  ^  ebenfalls   positiv,    sodann    aber    den 
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Rand  von  ß'  negativ  zu  durchwanderu.  Die  Formel  (1.)  kann  daher 
so  geschrieben  werden: 

^       ^  '^^         •J7r(./(s,c  —  s         -2mJ  d'   c  —  z  ' 

das  eine  Integral  positiv  erstreckt  über  die  Randpunkte  c  der  Fläche 
S,  und  ebenso  das  andere  positiv  erstreckt  über  die  Randpunkte  c 
der  Fläche  CS'. 

Sind  nun  r,  li,  K  die  Abstände  der  Punkte  2,  c,  c  vom  Mittel- 
punkte s  =  0  der  beiden  Kreise  (mithin  7?  und  K  die  Radien  der 
Kreise),  so  ist  otteubar  K 'C  r  <C  IL  Mit  liücksieht  hierauf  crgiebt 
sich  [vergl.  (4.),  (5.),  (6.)|: 


b=4  ['+(:)'+ (or+(^r +•••]> 


c 
und  andererseits: 

.^7= i[i+(()'+(:r+(:r +•••]■ 

Dies  in  (lö.)  substituirt,  erhält  man: 
(IG.)  •    f(z)  =  [A.,  +  A,.^-  +  A,.r  +  A,,r'  +  •  •  -j 

+  [Ao-r-^  +  a;-^  +  a;,-^^  +  a;,--^  +  ...J, 

wo  dio  A,  A'  die  Bedeutungen  haben: 

.        1     r  f(c)(ic      .,       1    r   jv  '  1 ' 

"  2711    e/   (£  C         '  'JtTJ  c/    (£'   '  ^      '  ' 

■'  '  "2  TT  (  .  '    ^£  C*         '  -J  TT  <  .7    (5'  '  -^ 

A  1  /"       f(c)clc  .,  1  /'        w    ..     f.,   ■,    . 

etc.  etc.  etc.  etc. 

Also  der  Satz:  Ist  die  Ftmction  f{s)  eindeutig  und  stetig  auf 
einer  ringförmigen  Fläche  9?,  die  von  zivei  um  den  Änfangsimnlit 
z  =  0  beschriche)ien  Kreisperiplierien  begrenzt  ist,  so  ivird  ihr  Wcrth 
in  jedem  zwischen  diesen  heiden  Feiipherien  liegenden  PunJäe  z  dar- 
stellbar sein  durch  die  Beihe: 
(18.)  f{z)  =  I A,  +  A, ,.  +  A,/^  +  A^^^  +  .  •  .] 

+  [AoÄ-^  +  K,z-'  +  K,z-''  +  Kzz-'  +  •••]• 
Und  zwar  sind  die  Coefficienten  A,  A'  dargestellt  durch  die  Integrale 
(n.).  Von  diesen  Integralen  laufen  die  einen  positiv  herum  um  die 
von  der  grösseren  Peripherie  begrenzte  Kreisfläche  (5,  und  die  andern 
ebenfalls  positiv  um  die  von  der  Jcleinereti  Feripherie  begrenzte  Kreis- 
fläche e'. 
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Ob  die  Enhvickhmg  (18.)  noch  gültig  ist  für  solche  PnnJcte  r.j 
die  nicht  zwischen  den  hriden  PeripJienen,  sondern  immittetbar  auf 
einer  derselben  sich  befinden,  bleibt  zicrifelliaft. 

Bemerkung.  —  Jene  Integrale  (17.)  bleiben  übrigens,  ihren  Werthen 
nach,  nngc'ändert,  wenn  man  sie  nicht  über  den  Rand  von  G  oder  6',  son- 
dern statt  dessen  über  irgend  eine  zwischen  diesen  beiden  Rändern  sich 
hinziehende  geschlossene  Curve  hinerstreckt.  Der  Beweis  hierfür  ergiebt 
sich  in  ähnlicher  Art,  wie  der  Beweis  für  die  Bemerkung  pg.  .'JO. 

§  2. 
Entwicklung  einer  Function  f(z)  nach  Potenzen  von  {z  —  c). 

Die  Caucliy-Taylor'sclie  Reilie.  —  Die  Function  f{z)  sei  eindeu- 
tig und  stetig  auf  einer  um  deu  Punkt  c  =  a  -\-  ib  beschriebenen 
Kreisfläche  S.  Wir  führen  ein  neues  mit  x,  y  paralleles  Coordina- 
teusystem  |,  ?/  ein,  dessen  Anfangspunkt  in  c  liegt,  und  bezeichnen 
jeden  beliebigen  Punkt  in  Bezug  auf  das  eine  und  andere  Coordi- 
natensystem  respecti- 
ve  mit  z=  X  -\-  iy  und 
i,  =  h,-\-i »/.  Alsdann  ist: 

X  =  a  -\-  ^, 

V  =  b-\-ri, 
mithin: 
{x  +  i%j)  =  {a  -\-  ib) 

+  (I  +  in), 
d.  i.     z  =  c  -\-  l, 

und  folglich: 

f{z)  =  f{c  +  l). 
Die  linlce  Seite  dieser 
Formel   ist   nach  un- 
serer    Voraussetzung 
eindeutig    und    stetig  —^'X 

für  alle  Punkte  z  der  um  c  beschriebenen  Kreisfläche  (S.  Gleiches 
gilt  daher  von  ihrer  rechten  Seite.  D.  h.  die  Function  f{c  -f-  l)  ist 
eindeutig  und  stetig  für  alle  Punkte  t,  innerhalb  der  um  1  =  0  beschrie- 
benen Kreisfläche  S.     Somit  folgt  aus  dem  Satze  (11.)  sofort: 

f^c  +  ^)  =  U{c  +  m:=^+\['^^\^, 


'     1  •  2  L       dt'       Jc  =  o    •" 


d. 


dt' 
i.  f{c  +  e)  =  m  +  I  fic)  +  ^  f"ic)  +  • 

Nenmann,  Abel'sche  Integralp.     2.  Aufl. 
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oder,  falls  mau  für  ^  [vgl.  (11).)J  seinen  Werlli  (>  —  c)  einsetzt: 

a^) = f\c)  +  '-^  nc)  +  ^-^'^  r\c)  + . . . . 

Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  eindeutig  und  sfrlif/  anf 
einer  um  den  Punlt  c  beschriebenen  Kreisfläche  (5,  so  nird  ihr  Werth 
in  jedem  innerhalb  ß  liegenden  Fnnlde  z  darstellbar  sein  durch  dir 
TteiJie: 

(21.)     /•(.)  =  /•(.)  +  i^  f'ie)  +  "^^  r\c)  +  f  .7,  %  ric)  + .  •  •  • 

I)ed)ci  ist  vorausgesetzt,  dass  s  mrhlich  innerhalb  6,  nicht  etiva  hart 
am  Rande  von  S  sich  befindet. 

Erweiterung  der  Laurenfschen  BetracMung.  —  Ebenso  wie  hier 
ans  der  3laclaurin'^<i\\en  Reihe  (11.)  die  2ai/lor'sc\\e  Reihe  (21.)  ab- 
geleitet worden  ist  mittelst  einer  parallelen  Verschiebung  des  Coor- 
dinatensystems,  in  analoger  Weise  wird  sich  auch  aus  der  Laurent- 
schen  Reihe  (18.)  eine  gewisse  allgemeinere  Reihe  ableiten  lassen. 
Man  gelangt  dabei,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  folgendem  Satz: 

Ist  f{ß)  eindeutig  und  stetig  auf  einer  ringförmigen  Fläche  9i, 
die  von  zwei  um  den  Pimht  c  beschriebenen  Kreislinien  begrenzt  ist, 
so  gilt  für  jeden  zwischen  diesen  beiden  Kreislinien  befindlichen 
Punlt  0  folgende  Entivichlung : 

^(•-)  =  t^'^  +  ^'  ^'  -  "^  +  ^^'^^  -  c)'  +  •  •  •] 
<^-^^')  +  \K^{z  -  c)-^  +  A'xC?  -  f)-2  +  A',c^  -  e)--'  +  •  ■  •  | , 

wo  die  A.  A'  Constanten  bezeichnen, 

§  3. 

üeber  die  Constanz  einer  Function  fz)  auf  einem  kleinen  Linien- 

oder  Flächenelemeut. 

Von  ehier  Function  f(£)  sei  bekannt,  dass  sie  auf  einer  gege- 
benen Fläche  51  eindeutig  uml  stetig  ist.  Auch  befinde  sich  inner- 
halb 21  ein  kleines  Linien-  oder  Flächenelement  A,  auf  welchem  f(z) 
constant,  =  K  ist.  Es  soll  die  Beschaffenheit  dieser  Function  näher 
untersucht  werden. 

Sind  c  und  Cj  irgend  zwei  Punkte  des  Elementes  A,  so  ist 
f(c)  =  /"(cj  =  K,  mithin : 


/"(c.)  -  f(e) 


=  0. 


c,  —  c 
Hieraus  folgt,  falls  man  r,   auf  A  unendlich  nahe  an  e  heranrücken 
lässt: 

f'ic)  =  0. 
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Aus  der  gemachten  Voraussetzung,  flass  f  in  allen  Punkten  c 
des  Elementes  A  constant,  =  K  ist,  hat  sich  also  ergeben,  dass  der 
Differentialquotient  /"  in  all  diesen  Punkten  =  0  ist.  Hieraus  aber 
ergiebt  sich  nun  in  gleicher  Weise,  dass  der  zweite  Differential- 
quotient f"  in  all  diesen  Punkten  ebenfalls  =  0  ist.  U.  s.  f.  Dem- 
gemäss  gelten  für  jedweden  Punkt  c  des  Elementes  A  die  Formeln: 

(23.)  f{c)  =  K,  und  f\c)  =  fic)  =  r{c)  =••..  =  0. 

Beschreibt  man  jetzt  um  c  eine  innerhalb  31  liegende  Kreis- 
fläche ß,  so  ist  f{s)  auf  (5  (ebenso  wie  auf  SI)  eindeutig  und  stetig, 
mithin  in  jedwedem  Punkte  z  dieser  Fläche  ß  darstellbar  durch  die 
Reihe  (21.): 

(24.)       /■(.)  =  f{c)  +  ?^-^  nc)  +  (^j- f'  f"{c)  +  ^4  f"\c)  +  .  . ., 

woraus  mit  Rücksicht  auf  (23.)  folgt: 
(25.)  m  =  K 

Aus  der  zu  Anfang  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Function 
f(s)  auf  A  constant,  =  K  sei,  hat  sich  also  ergeben,  dass  sie  diesen 
Constanten  Werth  K  auch  besitzen  muss  auf  jeder  um  irgend  einen 
Punkt  c  des  Elementes  A  beschriebenen  Kreisfläche  ß,  falls  nur 
diese  letztere  vollständig  innerhalb  %  liegt.  In  gleicher  Weise 
weitergehend,  wird  man  jetzt  zeigen  können,  dass  sie  diesen  con- 
stanten  Werth  K  auch  besitzen  muss  auf  einer  um  irgend  welchen 
Punkt  Ci  der  Fläche  ©  beschriebeneu  Kreisfläche  ß^,  falls  nur  diese 
letztere  wiederum  vollständig  innerhalb  %  liegt.     U.  s.  f. 

Mittelst  einer  solchen  Kette  von  Kreisen  (J,  ©i,  ©2,  •  •  •?  deren 
jeder  sein  Centrum  im  Innern  des  vorhergehenden  hat,  und  die 
sämmtlich  innerhalb  51  liegen,  kann  man  aber  jediveden  innerhalb 
%  gelegenen  Punkt  erreichen,  also  nachweisen,  dass  f(z)  in  jedem 
solchen  Punkte  =  K  ist. 

Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 

Sl  eindeutig  Und  stetig,   und   ist  überdies   bekannt,   dass   sie  auf 

(ÄG.)  einem  inno'halb  %  befindlichen  Linien-   oder  Flächenelement  A  einen 

Constanten    Werth  hat,  so  wird  sie  diesen  selben  constanten   Werth 

auch  besitzen  in  sämmtlichen  Punkten  der  Fläche  %. 

Mit  andern  Worten:  Ist  die  Function  f(ß)  auf  einer  Fläche  % 
eindeutig  und  stetig,  so  kann  innerhalb  %  kein  auch  noch  so  klei- 
(27.)  ncs  Linien-  oder   Flächenclement  A  vorhanden  sein,  auf  welchem  die 
Function  constant  wäre;  —  es  sei  denn,  dass  sie  innerhalb  ^  allent- 
halben constant  ist. 

3* 
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§  4. 

Darstellung  einer  Function  /( r)  im  Bereich,  d.  i.  in  der  Umgebung 

eines  einzelnen  Punktes. 

Die  Function  f{z)  sei  auf  einer  gegebenen  Flüche  %  eindeutig 
und  stetig.  Ferner  sei  c  irgend  ein  Punkt  innerhalb  9(,  und  6  eine 
um  c  beschriebene  Kreisfläche,  die  ebenfalls  innerhalb  9(  liegt.  Als- 
dann ist  f{z)  in  jedem  Punkte  s  der  Fläche  C£  darstellbar  durch  die 
Cauehy- Taylor' sehe  Reihe  (21.): 

(28.)  f(s)  =  A,  +  A, ( ,r  -  c) -^  A,(z  —  cf- + ,     (auf  ^\ 

Möglicherweise  ist  A,,  gleich  Null,  vielleicht  auch  A^  und  A,, 
vielleicht  auch  A,^,  A^  uud  A^.  u,  s.  f.  Ein  Nullsein  säm nitl icher 
As  in  infiuitum.  ist  aber  offenbar  nicht  denkbar;  —  denn  sonst 
würde  f{z).  nach  (28.),  auf  (S;  also,  nach  (20.),  auch  auf  9t  allent- 
lialhen  Nnll  sein. 

Schliesst  mau  diesen  siuguläreu  Fall  also  aus,  so  wird  die 
Entwicklung  (28:)  stets  die  Form  haben: 

(29.)  a£)  =  (z-e)"  [A„  +  A„  +  i(.r-c)  +  A„  +  ,C?  — c)2  + J.    (auf©), 

wo  A„  eine  von  Ntdl  verschiedene  Coustante.  und  n  eine  endliche  ganze 
Zahl  vorstellt. 

Die  durch  die  Reihe 

A„  +  A„  +  i(^  -  c)  +  A„  +  o(,-  -  c)-  + 

dargestellte  Function  ist,  ebenso  wie  ihre  einzelnen  Glieder,  auf  der 
Fläche  ß  eindeutig  und  stetig.  Sie  besitzt  im  Centrum  c  dieser 
Fläche  den  von  Null  verschiedenen  Werth  A„,  und  wird  daher  in 
unmittelbarer  Nähe  des  Centrums  c  ebenfalls  von  Null  verschieden 
sein.  Man  wird  also  die  um  c  beschriebene  Kreisfläche  ©  so  weit 
zu  verkleinern  im  Stande  sein,  dass  jene  Function  auf  S  nirgends 
verschwindet. 

Also  der  Satz:  Ist  f(z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  51  eindeu- 
tig und  stetig,  und  marJcirt  man  innerhalb  21  irgend  einen  PunJä  c, 
so  tverden  die  Werthe,  welche  f(z)  auf  einer  um  c  beschriebenen  hin- 
reichend kleinen  Kreisflä^^lie  S  besitzt,  in  folgemler  Weise  darstell- 
bar sein: 

(?/).)  M  =  (-^  -  c)"  E(z). 

Dabei  bezeichnet  n  eine  endliche  Zahl  aus  der  ReiJie  0,  1,  2,  3,  .  .  ., 
und  E(z)  eine  Function,  die  auf  ß  eindeutiy,  stetig  und  nichtver- 
schwindend  ist. 
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Man  hat  hiuzuzut'ügeu:  Dieser  Sah  (jUt  unter  allen  Umständen, 
ausser  wenn  f{z)  auf  31  allentlmTben  =  0  ist. 

Bemerkung.  —  Functionen,  die  eindeutig,  btdig  und  nichtverschwin- 
dcnd  sind,  werde  ich  stets  mit  E  oder  E  oder  H,  oder  auch  wohl  mit  den 
entsprechenden  kleinen  Buchstaben  bezeichnen;  wobei  bemerkt  sein  mag, 
dass  derartige  Functionen  ihren  Charakter  behalten,  wenn  mau  sie  mit 
einander  multiplicirt  oder  dividirt.     Sind  z.  B. 

E{z),    E,{z),    E,{z),     E,(z),     E,{z) 
Functionen,  die  auf  einer   gegebenen  Fläche  2(  eindeutig ,  stetig  und  niclit- 
verschivindcnd  sind,  so  gilt  Gleiches  auf  2t  auch  von  der  Function 

1 

eljenso  von  dem  Product: 

E{z)E,{z)E,{z), 
und  ebenso  von  dem  (Quotienten 

E{z)E,{z)E^{z) 
E,{z)E,{z) 

§   5. 
Die  Pole  oder  polaren  Unstetigkeiten  einer  Function. 

Gegeben  sei  im  Räume  irgend  welche  Fläche,  gleichgültig,  ob 
chvn  oder  krumm]  und  auf  dieser  Fläche  irgend  ein  Punkt  c.  Um 
c  herum  denke  man  sich  auf  jener  Fläche  ein  kleines  Flächenstück 
abgegrenzt;  c  selber  mag  gewissermassen  als  der  MittelpunM  dieses 
Flächenstückes  angesehen  werden;  und  demgemäss  mögen  die  von 
6"  nach  dem  Rande  des  Flächenstücks  hinlaufenden  kürzesten  Linien 
als  die  Radü  vectores  des  Flächenstücks  betrachtet  werden. 

Deünition:  Ein  solches  um  den  gegebenen  Punlct  c  herum  abge- 
grenztes FlächenstücJc  soll  in  Zukunft  für  den  Fall,  dass  seine  Badii 
1.)  vectores  hinreichend  klein,  dabei  aber  sämmtlich  von  Null  ver- 
schieden sind,  mit  einem  besonderen  Namen  bezeichnet,  nämlich  das 
Bereich  des  Punktes  c  genannt  werden. 

Was  dabei  in  jedem  einzelnen  Fall  unter  hinreichend  klein 
zu  verstellen  ist,  imrd  abhängen  von  jedesmaligen  näheren   Umständen. 

Liegt  der  Punkt  c  auf  der  Horizontalebene,  so  wird  sein  Be- 
reich dargestellt  sein  durch  eine  kleine  ebene  Fläche  von  beliebi- 
ger Gestalt,  die  z.  B.  kreisförmig,  ellipsenförmig,  quadratförmig. 
trapezförmig  u.  s.  w.  sein  kann. 

Denkt  man  sich  nun  ferner  auf  der  gegebeneu  ebenen  oder 
krummen  Fläche  die  Werthe  irgend  welcher  Function  /'  ausgebreitet, 
so  mag  folgende  Bezeichnungsweise  eintreten: 
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Definition:  Ist  die  Function  f  in  injcnd  einem  Funkte  e  nnstetig, 
jedoch   der   Art    unstetiij,    dds^    ihr  reciitrolcr    ]Verfh    -.  im  Bereich 

(2.)  des  Ptodites  stetig  bleibt,  so  soll  der  Funkt  c  ein  Fol  der  Function 
/■,  und  die  Unstctigkeit,  mit  welcher  die  Function  in  diesem  Funkte  be- 
haftet ist,  eine  ])olarc  Unstetigkcit  geruinnt  iverden. 

Es  sind  sehr  verschiedene  Arten  von  Uustetigkeitspunkten  denk- 
bar. Wie  nun  aber  die  Unstetigkeit,  welche  eine  Function  /"  in 
einem  Punkte  c  besitzt,  auch  immer  beschaffen  sein  möge,  jederzeit 
wird  dieselbe  entweder  darin  ihren  Grund  haben,  dass  der  AVerth 
von  /'  bei  e  einen  endlichen  Sprung  macht,  oder  darin,  dass  jener 
Wertli  bei  c  ins  Unendliche  aufspringt.  Gehört  die  bei  c  vorhan- 
dene Unstetigkeit  zur  ersten  Kategorie,  so  wird  sie  nicht  nur  bei 
der  Function  seiher,  sondern,  wie  man  augenblicklich  übersieht,  auch 
bei  ihrem  reciproken  Werth  bemerkbar,  folglich  keine  polare  Unste- 
tifrkeit  sein.  Innerhalb  der  ersten  Kategorie  kann  sich  demnach 
kein  polarer  Unstetigkeitspunkt  befinden.  Daraus  folgt  mit  Notli- 
wendigkeit,  dass  sämmtliche  polare  Unstetigkeitspunkte  zur  zweiten 
Kategorie  geh('»ren,  d.  h.  in  einem  Aufspringen  des  Functionswerthes 
ins  Unendliche  ihren  Grund  haben.  Somit  ergiebt  sich  folgender  Satz: 
Ist  der  Funkt  c  ein  Fol  der  Function  f,  so  tvird  der  Werth  von 

i^3.)  /■  in  c  jederzeit  unendlich  gross  sein. 

Oder   mit  andern    Worten:   Ist  der   Funkt  c   ein   Fol  für   die 

Function  f,  so  ivird  er  jederzeit  ein  Nullpunkt  für  die  Function  -:.  sein. 

Es  sei  %  eine  in  der  Horizontalebene  abgegrenzte  Fläche,  fer- 
ner f  =z  f(z)  eine  Function,  die  auf  51  eindeutig,  und,  mit  Ausnahme 
einzelner  Fole  a^,  a.^,  ■  . .,  stetig  ist.  Ueberdiess  existire  innerhalb 
Sl  ein  kleines  Linien-  oder  Flächenelement  A,  auf  welchem  /'  consfant, 
=  K  ist.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Beschalfenheit  dieser 
Function  näher  zu  untersuchen. 

Um   die   Pole   «j,  «.,,  .  .  .   lassen   sich    [vgl.   (2.)J    Kreisflächen 

(S^,  (S.,,  ...  von  solcher  Kleinheit  beschreiben,  dass  —.  auf  denselben 

eindcidig  und  stetig  ist.  Gleichzeitig  wird  alsdann  f  selber  eindeutig 
und  stetig  sein  auf  der  Fläche 

d.  i.  auf  demjenigen  Flächenstück  <S,  welches  von  %,  nach  Abson- 
derung der  Kreise  Sj,  S^,  •  •  •,  noch  übrig  bleibt.  Auch  kann  man 
jene  Kreise  so  klein  sich  vorstellen,  dass  das  Element  A  oder  wenig- 
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stens  fiii  TJieil  dcssclbcii  auf  3  liegt.  Alsdaiui  aber  ergiebt  .sieh 
sofort  [Satz  pg.  35],  dass  /'  auf  ©  allentlialhcn  =  K  ist,  also  z.  B. 
auch  am  Rande  von  (S^,  wo  CS;  irgend  eine  der  Kreisflächen  G,,  6_,, 
(S.(  ...  vorstellt. 

Die  auf  der  Kreisfläche  (5y  eindeutige  und  stetige  Function  -^ 

hat  daher  am   Kaude   von   (5;  den  constanten   Werth   ^  •      Hieraus 

folgt  [Satz  pg.  22J,  dass  sie  diesen  constanten  Werth  ^  auch  inner- 
halb (S,  besitzt,  dass  mithin  /'  selber  innerhalb  (5^  überall   =  K  ist. 

Alles  zusammeugefasst  ergiebt  sich  also,  dass  die  Function  /" 
einerseits  auf  ©  und  andererseits  auch  auf  6, ,  ß^,,  ....  allenthalben 
=  K  ist.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f{s)  auf  einer  gegebenen  Fläche  %  eindeutig,  uml 

mit  etivaigcr  Ausnahme  einzelner  Pole  daselbst  auch  iiberall  stetig, 

(4.)  so  liann  auf  %  Icein  auch  noch  so  Meines  Curven-  oder  Flächenelement 

cxistircn,  auf  welchem  die  Function  constant  iväre;  —   es  sei  denn, 

dass  sie  auf  %  allenthalben  constant  ist. 

Die  Punkte,  in  denen  eine  solche  Function  f{z)  einen  gegebe- 
nen Werth  K  hat,  können  also  nur  vereinzelt  vorkommen,  ebenso 
z.  B.  auch  diejenigen  Punkte,  in  denen  sie  Null  wird.    Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f(z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  51  eindeutig,  fer- 
ner mit  etivaigcr  Ausnahme  einzelner  Pole  cc^,  a.^,  .  .  .  daselbst 
(5.)  stetig,  und  bezeichnet  man  ihre  Niül]yunMe  auf  der  Fläche  %  mit  ß^, 
ß^,  .  .  •  ,  so  werden  alle  diese  Punkte 

«1,  «2  •  •  •    ßi,  ß2,  ••• 
vereinzelt  liegen.    D.h.:  Je  zwei  derselben  tverdeu  stets  durch  irgend 
welchen  (ivenn  auch  noch  so  Ideinen)  Zwischenraum  von  einander  ge- 
trennt sein. 

Erläuterung.  —  Dass  die  Pole  a  discret  liegen,  wird  vorausfjesetzt 
[vgl.  den  Wortlaut  des  vorstehenden  Satzesj.  Dass  alsdann  aber  die  Null- 
punkte ß  ebenfalls  discret  liegen,  ist  soeben  beiciesen  worden.  Und  dass 
endlich  auch  je  zwei  Punkte  a  und  ß  durch  irgend  welchen  Zwischenraum 
getrennt  sein  werden,  ist  leicht  zu  übersehen.   Um  jeden  Pol  a  kann  man 

nämlich   eine  Kreisfläche  c    von  solcher  Kleinheit  besehreiben,    dass  yr^ 

innerhalb  c  eindeutig  und  stetig  ist.  Alsdann  wird  innerhalb  dieser  Fläche 
c  die  Function  f{s)  nirgends  verschwinden  können,  so  dass  also  innerhalb 
c  keiner  der  Punkte  ß  anzutreffen  ist.     Q.  e.  d. 
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§  6. 
Dio  Ordnungszahlen  einer  Function  f{z). 

Die  Function  f{z)  sei  mit'  einer  «gegebenen  Fläche  %  eindeutig 
und  mit  etwaiger  Ausnahme  einzelner  VoJc  «, ,  a^,  .  .  .  daselbst  auch 
überall  stetig.  Ihre  Nnllimnktc  auf  51  mögen  bezeichnet  sein  mit 
/3i ,  ß^  ...  Endlich  mag  jedweder  Punkt  dieser  Fläche,  welcher 
weder  zu  den  a's  noch  zu  den  ^'s  gehört,  mit  y  benannt  werden.  — 
Wir  wollen  die  Function  im  Bereich  eines  jeden  solchen  l'unktes 
«.  ß  oder  y  näher  untersuchen. 

Zufolge  (2.)  ist  die  Function  jr^  eindeutig  und  stetig  im  Bereich 
des  Poles  a,  also  [Satz  pg.  36J  auf  einer  um  a  mit  hinreichend  kleinem 
Radius  beschriebenen  Kreisfläche  6„,  darstellbar  durch  die  Formel: 

^^  =  i0-ayi<J(0),     (auf©.), 

wo  2^  eiiie  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellt. 
Hieraus  folgt  sofort: 

(ß.)  /  (2)  =  {s  —  a)-P  E(^),     (ebenfalls  auf  ß«), 

wo  EU)  =  -^i=r,-^  eine  Function  vorstellt,  die,   ebenso  wie  E(z)  sel- 

her,  auf  der  Kreisfläche  6«  eindeutig,  stetig  und  uichtverschwindend 

ist.    Aus  dieser  Formel  (6.)  folgt  übrigens  sofort,  dass  p  nicht  =  0 

sein  kann.     Denn  wäre  p  =  0,    so  würde  [{z),  zufolge  (0.).  auf  S„ 

stetig  sein.    Dies  aber  ist  nicht  möglich,  weil  der  Mittelpunkt  a  der 

Fläche  ß„  nach  unserer  Voraussetzung  ein  Pol,  d.  i.  ein  polarer  IJn- 

stctiglieitspunlit  der  Function  f{z)  sein  soll. 

Die  Function  f{ß)   ist   also  im  Bereich  (5„  eines   Poles  «   stets 

durch  eine  Formel  (6.)  darstellbar,  in  welcher  p  eine  endliche  Zahl 

aus  der  Reihe 
(ßa.)  1,  2,  3,  4,  .... 

vorstellt.    Und  hieraus  folgt,  dafs  f{z)  im  Pole  a  nothwendiger  Weise 
unendlich  tvird;  was  in  Einklang  steht  mit  dem  Satze  (3.) 

Weiter:  Der  Punkt  ß  ist  [vgl.(r).)]  von  allen  Punkten  a  durch  irgend 
welche  Entfernungen  getrennt.  Die  Function  f(z)  ist  daher  im  Bereich 
des  Punktes  ß  eindeutig  und  stetig,  also  [Satz  pg.  36J  auf  einer  um  ß 
mit  hinreichend  kleinem  Radius  beschriebenen  Kreisfläche  (5^  darstell- 
bar durch  die  Formel: 
(7.)  flz)  =  (2-ß)''E{z),     (auf(£,0- 

wo  {/  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe  0,   1.  2.  3,  ....    vorstellt. 
Nun  kann  aber  q  nicht  =  0  sein.     Denn    sonst   würde   die  Formel 
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(7.)  übergeheu  in  f(z)  =^  £(0),  mithin*)  f{ß)  im  Punkte  ^  niclü  ver- 
schwinden; —  was  der  Definition  von  ^  widerspricht.    Es  repräsen- 
tirt  somit  q  eine  endliche  Zahl  der  Reihe    • 
(7a.)  1,  2,  3,  4,  .... 

Weiter:  Unter  y  sollte  irgend  ein  von  den  «'s  und  /3's  verschiedener 
Punkt  verstunden  sein,  also  ein  Punkt,  der  von  sämmtlicheu  «'s  und  ß'a 
duroll  irgend  welche  Entfernungen  getrennt  ist.  Demgemäss  wird 
sich  um  y  als  Mittelj)unkt  eine  Kreisfläche  tSj,  beschreiben  lassen 
von  solcher  Kleinheit,  dass  alle  a  und  alle  ß  ausserhalb  6j,  liegen. 
Auf  dieser  Fläche  ßj,  ist  daher  die  Function  f\0)  eindeutig,  stetig 
und  nicht  verschwindend;  was  angedeutet  werden  kann  durch  die 
Formel : 
(8.)  f{^)  =  E{z),     (auf©,). 

Wir  können  schliesslich  die  Formeln  (6.),  (7),  (8.)  zu  einer  ein- 
zigen Formel  zusammenfassen  und  gelangen  alsdann  mit  Rücksicht 
auf  (6a.)  und  (7a.)  zu  folgendem  Resultat: 

Istfiz)  auf  einer  gegebenen  Flüche  %  citideutig  und  mit  etwaiger 
Ausnahme  einzelner  Pole  stetig,  und  markirt  man  irgendivo  auf 
der  Fläche  %  einen  Funkt  c,  so  uird  die  Function  f{z)  auf  einer  um 
c  beschriebenen  hinreichend  kleinen  Kreisfläche  6  stets  darstellbar  sein 
durch  die  Formel 
(9.)  f{z)  =  {z-cyE{z),     iauf^), 

wo  ^  eine  endliche  Zahl  aus  der  Reihe 

...  —3,  —2,  —  1,  0,  1,  2,  3, 

vorstellt,  ivährend  E(^)  eine  Function  bezeichnet,  die  auf  d  eindeutig, 
stetig  und  nichtverschwindend  ist. 

Jene  Zahl  ^,  die  sogenannte  Ordnungszahl  der  Function  f{z) 
im  Funkte  c,  ist  negativ,  positiv  oder  Null,  jenachdcm  c  ein  Funkt 
a,  ß  oder  y  ist.  Dabei  sind  unter  den  a  die  Pole,  unter  den  ß  die 
Nidlpunkte  der  Function  f(z),  und  unter  den  y  alle  übrigen  Punkte 
zu  verstehen. 

Auf  Grund  dieser  Definition  der  Ordnungszahlen  lassen  sich  dieselben 
für  rationale  Functionen  von  z  sofort  angeben.  Sind  z.  B.  Ä,  B,  C  be- 
liebig gegebene  complexe  Constanten  (jedoch  von  einander  verschieden), 
so  wird  die  Function 

{z  —  Af  {z  —  Bf 


m  = 


{s  —  C)i« 


*)  Es  ist  beständig  im  Auge  zu  behalten,  dass  mit  E{z),  E{z)  oder  H{z) 
Functionen  bezeichnet  werden,  die  eindeutig,  stetig  und  nichtverschivindend  sind. 
Vgl.  die  Bemerkung  auf  pg.  37. 
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in  den  ruiiktiJii  A,  B  und  C  rcsp.  clii-  •  »nliiiinf^szahlfn  3,  4  und  (-  10),  in 
allen  übrigen  I'unkk-u  aber  die  Ordnungszahl  0  besitzen.  Auch  übersieht 
man  sofort,  dass  diese  Function  f{z)  auf  der  llorizontalebeue  überall  ein- 
deutig und  mit  Ausnahme  eines  einzigen,  in  C  liegenden  Poles  daselbst 
auch  überall  stetig  ist. 

Aus  der  auf  ©  gültigen  Formel  (1>.)  folgt  durch  logarithmisclie 

Differeutiatioii : 

df\z)  ^    (ids     ,dE(z) 

oder,  falls  man   positiv  über  deu  Kaiid  von  (S  iutegrirt: 
f  ff  „  ^  f  J±.  +  /'  H(.)rfE(.), 

wo  H{s)  =  YPi '  ebenso  wie  E(^')  selber  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  37] 

auf  der  Kreisfläche  6  eindeutig,  stetig  und  nichtverschtvindcnd  ist.  Dem- 
gemiiss  ist  [Satz  pg.  23]  das  letzte  Integral  ==  0,  während  das  vor- 
letzte [nach  (8a.)  pg.   18]  =  27ti  ist.     Man  erhält  daher: 


10,  X7f  =  ''-2-- 


Bezeichnet  man  also  die  T?ole  und  Nnllpmikte  der  Function  f{z^  auf 

der   gegebenen   Fläche  5t  promiscue   mit  c, ,  c, c,j,   und  denkt 

man  sich  um  diese  Punkte  hinreichend  kleine  Kreisflächen  (S^ ,  (5^, 
. . .  .  (£^  beschrieben,  so  wii'd  für  jede  solche  Fläche  6^  die  Formel 
gelten: 

wo  ^ly.  die  Ordnungszahl  von  f{z)  im  Punkte  Cy.  vorstellt. 

Repräsentirt  nun  @  dasjenige  Flächenstück,  welches  von  der 
gegebenen  Fläche  51,  nach  Absonderung  der  kleinen  Kreisflächen 
©i,  ©2»  •  •  •  ^3'  noch  übrig  bleibt: 

@  =  St  -  (ß,  +  C£,  +  . . . .  +  e,), 
so  werden  auf  S  weder  Pole   noch  Nullpunkte  von  f\z)  vorhanden 
sein.     Folglich   ist  f{/)   auf   S   eindeutig,  stetig  und  nichtverschvin- 
doid.     Gleiclies  gilt  daher  auf  ©  [vgl.  Bemerkung  pg.  37]  auch  von 

-rrr--     Somit  folgt  [Satz  pg.  23]: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  ganzen  liand  von  ©.  Will 
man  aber  den  ganzen  Uand  von  S  iwsitiv  durchwandern,  so  hat 
man  zuerst  die  Randcurveu  der  ursprünglichen  Fläche  %  positiv,  so- 
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dann  aber  die  luiiiclcurveu  der  Flächen  ß^,  ß^, (5^  negativ  zu  durch- 
laufen.    Die  Formel  (12.)  kann  daher  so  geschrieben  werden: 

oder  mit  Rücksicht  auf  (11.)  auch  so: 

^^^•^         AlW  -  (^^ + ^^ + •  •  •  +  ^■")  2^* = ^- 

Also  der  Satz:  Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche 
31  eindeutig  nnd  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  besciehnet  man  ihre 
auf  %  vorimndencn  Pole  und  NidljninJdc  iinnniscuc  mit  c^,  c^,  .  .  .  Cy, 
ferner  ihre  in  diesen  Ftudctcn  vorhandenen  Ordnungszahlen  mit  /*, ,  ii.^-, 
Hj,  so  ist  stets: 

(15.)  ^,  +  ^, .  .  . .  +  ^,  =  ^^.  f^  1§  -  ^.  /^  ä  log  /•(.) , 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  sämmtliche  Randcurven  der 
Fläche  51. 

Da  übrigens  unter  c^,  Cj,  ...  Cg  sämmtliche  Pole  und  Nullpunkte 
der  Function  f{z)  verstanden  sind,  so  wird  sie  in  jcdivedcm  andern 
auf  %[  befindlichen  Funkte  die  Ordnungszahl  0  haben  [Satz  (0.)]; 
so  dass  also  die  linke  Seite  der  Formel  (15.)  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen  repräsentirt,  welche /'(^^)  auf  51  überhaupt  be- 
sitzt.    Man  kann  daher  den  vorstehenden   Satz  auch  so  ausdrücken: 

Ist  die  Function  f(z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  %  eindeidig  und 
bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  ivird  die  Summe  M  ihrer  sämmtlichen 
auf  %  vorhandenen  Ordnungszahlen  den   Werth  besitzen: 

(16.)  M  =  -^.  r  d\o^f(z), 

^       ■'  2  7r^Jg{  o/v/' 

die  Integration  positiv  crstrecld  über  den  Hand  von  51. 

Dieser  allgemeinen  Formel  (16.)  subsumiren  sich,  beiläutig  be- 
merkt, die  früheren  Formeln  (10.),  (11.)  als  specielle  Fälle. 

§  7. 

Ueber  Ausdrücke ,  die  aus  meh.reren  Functionen  f{z)  auf  rationale 

Weise  zusammengesetzt  sind. 

Es  seien  f  =  f{z)  und  f^  =  /^  (z)  irgend  zwei  Functionen,  die 
auf  einer  gegebenen  Fläche  %  eindeidig  und  bis  auf  einzelne  Pole 
stetig  sind.  Es  sollen  die  aus  /"  und  /j  zusammengesetzten  Func- 
tionen 
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Kf-\-Kj\     uiul     /■/;     uiul     j. 

lüiliei-  uutcisucht  worden,  wo  K,  h\  bcliebij^c  (.'onstantcn  vorstellen. 
Zunächst  ist  klar,  dass  diese  drei  neuen  Functionen,  ebenso 
wie  /'und/j  .selber,  auf  der  Flüche  "iH  überall  cbulcutijj  sein  werden. 
Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  ersten  nur  in  denjeni<^en 
Punkten  unstetig  sein  können,  wo  /'  und  /j  unstetig  sind,  und  dass 
andererseits  die  dritte  nur  in  denjenigen  Punkten  unstetig  sein  kann, 

wo  /'  und        unstetig  sind;  dass  also  all'  jene  drei  Functionen,  ebenso 

/i 

wie  /'  und  /',  selber,  auf  der  Fläche  Sl  immer  nur  in  einzelnen  Punk- 
ten unstetig  sein  können.  Zu  untersuchen  bleibt  nun  aber,  welcher 
Art  diese  Unstetigkeiten  sind,  ob  dieselben  polarer,  oder  oh  sie 
irgend  welcher  anderer  Natur  sind. 

Markirt  man  innerhalb  %  einen  beliebigen  Punkt  c,  so  sind  /' 
und  t\  [Satz  (0.)J  auf  einer  um  c  beschriebenen  hinreichend  kleinen 
Kreisfläche  (5  darstellbar  durch: 

(18.)  f  =  {z~eyE,      ^^^^^-^ 

wo  fi  und  ^1  endliche  ganze  Zahlen,  die  Ordnungszahlen  von  /'  und 
/j  in  e  vorstellen,  während  E  und  E^  Functionen  bezeichnen,  die 
auf  (S  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  sind.  Demgemäss 
ist  die  Function 

auf  G  darstellbar  durch  die  Formel: 

0  =  K(z  —  c}"E  +  K,  {z  -  c)f'^E, ,     (auf  S), 
woraus  durch  Multiplication  mit  (z  —  c)'^  sich  ergiebt: 
(19.)      (ß  —  c)-^'0  =  \K{z  —  cy+-"  E  +  K,{z  -  cY+'"^  E,],     (auf  ß). 

Nimmt  man  nun  für  N  eine  positive  ganze  Zahl  von  solcher 
Höhe,  dass  {N -\-  ^)  und  (N  -\-  fij)  beide  positiv  sind,  so  repräsen- 
tirt  der  hier  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Ausdruck  eine  Func- 
tion von  z,  die  auf  ß  eindeutig  und  stetig  ist,  also  eine  Function, 
die  l'nach  Satz  (9.)]  innerhalb  eines  um  c  beschriebenen  hinreichend 
kleinen  Kreises  c  darstellbar  ist  durch 

{z-cYE, 
wo  (j  eine  endliche  positive  ganze  Zahl  vorstellt,   und  E   eine  Func- 
tion bezeichnet,  die  auf  c  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  ist. 
Diese  neue  um  c  beschriebene  Kreisfläche  C  wird  je  nach  Umständen 
bald  identisch  mit  (£,  bald  kleiner  als  (S  sein. 
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Denigemäss  nimmt  die  Formel  (19.)  für  diese  neufi  Fläche  c 
die  Gestalt  an: 

{z  —  cY<^  =  {2  —  cyE,     (gültig-  auf  c). 
Hieraus  folgt  sofort: 
(20.)  0  =  (^  _  c)'^-^'  E,     (auf  c), 

mithin 

(21.)  ^  =  {z-cY-"H,     (aufc), 

wo  H  =  ^,  ebenso  wie  E  selber,  auf  c  eindeutig,  stetig  und  nicld- 
vei-schwindend  ist.  Zufolge  (20.),  (21.)  ist  also  auf  c  entweder  O 
oder  -^  stetig,  jenachdem  {c  —  N)  positiv  oder  negativ.  Die  Func- 
tion 0  ist  somit  im  Bereich  C  des  zu  Aufang  hclichig  markirten 
Punktes  c  entweder  stetig,  oder  doch  nur  der  Art  unstetig,  dass 
wenigstens  ihr  reciproker  Werth  daselbst  stetig  bleibt.  Mit  andern 
Worten:  Sie  wird  in  c  entweder  stetig  sein,  oder  daselbst  doch  nur 
mit  einer  polaren  ünstetigkeit  behaftet  sein.     Also  der  Satz: 

Sind  f  =  f{s)  lind  f^  =  f^  {z)  auf  einer  gegebenen  Flüche  %  ein- 
deutig und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  dei-  Function 
(22.)  <\>  =  Kf-\-KJ,, 

voi'ausgesetzt ,  dass  man  unter  K  und  K^  irgend  welche  Constanten  vei'steht. 
Was  ferner  die  Functionen 

betrifft,  so  ergiebt  sich  durch  Substitution  der  Werthe  (1<S.): 
(23.)  P  =(.-./.+.".£, 

C  =  (2 -«>-''■  H, 

wo  E  =  EEy  und  H  =  ^  Functionen   vorstellen,  die,   ebenso  wie 

E  und  E^  selber,  auf  der  Fläche  (S  eindeutig,  stetig  und  nichtver- 
schwindend  sind.  Aus  diesen  Formeln  (23.)  folgt  sofort,  dass  P 
und  Q  im  Mittelpunkte  c  der  Fläche  6  nur  mit  einer  polaren  Ün- 
stetigkeit behaftet  sein  können.  In  der  That  wird  z.  B.,  zufolge 
(23.),  entweder  P  oder  -p  auf  ß  stetig  sein,  jenachdem  {^  -f"  i^i)  posi- 
tiv oder  negativ  ist.    U.  s.  w. 

Auch  folgt  aus  (23.),  dass  die  Ordnungszahlen  von  P  und  Q 
im  Punkte  c  respective  =  (^  -\-  fi,)  und  =  {(i  —  (ii)  sind.  Also 
der  Satz: 
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Sind  f  ^  f{z)  und  j\  =  f\{s)  auf  einer  (jcgehcnen  Flüehc  51  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  gilt  Gleichem  auch  von  den 
Functionen 

(24.)  P  =  /'/,     mnl     Q  =  ^' 

i\ 

Sind  ferne)'  ;i  und  fi^  die  Ordnungszahlen  der  Functionen  f  und  fi  in 
irgeiul  einem  PimMe  c  der  Fläche  5t ,  so  werden  die  dortigen  Ordnungs- 
zahlen von  F  und  Q  die   Werthe  (ft  -f~  i^^i)  *<*^'^  (V'  ~  ^i)  besitzen. 

Haben  z.  B.  f  und  f^  auf  21  überall  dieselben  Ordnungszahlen, 
so  wird  Q  überall  die  Ordnungszahl  0  besitzen,  mithin  im  l^ereicli 
eines  jeden  Punktes  c  der  Flüclie  9(  [Satz  (9.)]  darstellbar  sein  durch 

Q  =  {z~cyF{z)  =  E{z). 

Mit  andern  Worten:  Es  wird  alsdann  Q  in  jedwedem  Punkte  c  der 
Fläche  %  eindeutig,  stetig  nnd  nichtvo'schwindend  sein.  Also  der  Satz: 
Sind  die  Functionen  f  =  f{z)  und  /i  =  /,  (z)  auf  einer  gegebenen 
Flache  2t  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  besitzen  über- 
dies diese  beiden  Functionen  auf  5t  überall  dieselben  Ordnungszahlen, 
so  ivird  ihr  Quotient 

(25.)  Q  =  L 

auf  der  Fläche  5t  üiberall  eindeutig,  stetig  und  nichtverschivin- 
dend  sein. 

Die  Sätze  (22.),  (24.)  lassen  sich  übrigens  sofort  verallgemei- 
nern, und  führen  alsdann  zu  folgendem  Resultat: 

Sind  die  Functionen  f  =  fi{z),  /"o  =  /^(^)>  •  •  •  •  fn  =  fn{^)  auf 
einer  gegebenen  Fläche  51  eindeutig  iind  bis  auf  einzelne  Pole  stetig, 
so  gilt  Gleiclies  von  jedtvedem  Ausdrucke: 

{2Q-)  M^  =  Ratf.  (/„  /;„  ....  /;), 

der  aus  f^,  fj,  . .  . .  f„  auf  rationale  Weise  zusammengesetzt,  ist,  also 
z.  B.  auch  von  den  Ausdrücken: 

(21.)  P=fJ,...f.     und     Q  =  pp"'^;  , 

falls  man  nur  über  Fi,  F^, .  . .  Fj,  dieselben  Voraussetzungen  macht, 
ivie  über  fi,f^,...fn' 

Sind  ferner  ^i,  [i,^,  ...  fi,,  und  M,,  M^,,  ...  M^,  die  Ordnungszahlen 
der  Functionen  f^f^, .  .  .  fn  und  F^,  P\,  .  .  .  Fp  in  irgend  einem  Punkte 
c  der  Fläche  5t,  so  werden  die  dortigen  Ordnungszahlen  von  P  und 
Q  laufen: 

(28.)  (^,  +  M..  •  • .  +  F«)  «W(Z  [(^,  +  .a,  .  .  .  +  ^„)  -  (M,  +  M,  . .  .  +  M^)]. 
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Zu  den  Functionen  f,  F ,  auf  welche  diese  Sätze  anivcndtmr  sind, 
gehört  selhstverständlieh  auch  diejenige,  deren  Werth  auf  %  ollenihaTbcn 
=  1 ,  deren  Ordmtngszahl  also  daselbst  überall  =  0  ist. 

Ferner  gehört  zu  diesen  Functionen  f,  F,  auf  welche  die  Sätze 
anwendbar  sind,  /.  B.  auch  diejenige,  welche  durch  das  Argument  0 
selber  dargestellt  ist.  Denn  die  Function  f(^s)  =  s  ist  eindeiäig  und 
stetig  auf  jedweder  Fläche  %,  falls  nur  alle  Punkte  derselben  im 
Endlichen  liegen.  Somit  ist  dem  Satz  (26.)  folgender  Zusatz  bei- 
zufügen : 

Ve^'steht  man  unter 
(29.)  Y  =  Ratf.  {z) 

irgend  eine  rationale  Function  von  z,  so  tvird  V  auf  der  Fläche  % 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.  Dabei  ist  vorausgesetzt, 
dass  die  Fläche'^  mit  all'  ihren  FunMen  im  Endlichen  liegt,  —  eine 
Voraussetzung ,  die  wir  übrigens  stillschiveigend  bei  den  mit  %  bezeich- 
neten Flächen  stets  supponirt  haben. 

Es  sei  jetzt  /'  =  f(z)  eine  beliebig  gegebene  Function,  die  auf 
einer  Fläche  ?l  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist.  Ihre 
Pole  und  Nullpunkte  auf  der  Fläche  3t  seien  bezeichnet  mit  a^,  a.,, 
.  .  .  Ua  und  ß^,  ß.,,  ...  ß,,,  ferner  ihre  dortigen  Ordnungszahlen  mit 
(— |)j),  (—p-i),  '  '  '  {—  Po)  und  q^,  q.,,  .  .  .  q/,;  sodass  also  die  p 
und  q  [vgl.   den  Satz  (9.])   lauter  positive  ganze   Zahlen   vorstellen. 

Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  oifenbar  auch  die  ratio- 
nale Function: 

Nach  dem  Satze  (29.)  ist  nämlich  H'(^)  auf  %  eindeutig  und  bis  auf 
einzelne  Pole  stetig.  Auch  erkennt  mau  aus  der  Beschaffenheit  des 
Ausdrucks  (30.)  sofort,  dass  die  Pole  und  Nullpunkte  von  ^iz)  re- 
spective  in  cc^,a.2,  ...  cCa  und  ß^,  ß.^.  .  .  .  ßb  gelegen  sind.  Und  über- 
dies erkennt  man  [mittelst  des  Satzes  (9.)],  dass  die  in  diesen  Punk- 
ten vorhandenen  Ordnungszahlen  der  Function  ^{z)  respective  durch 
{—Pi}^  (—P^)}  ■•  •  (— Pa)  und  q^,  q.2,  ...  qi,  dargestellt  sind. 

Da  nun,  aber  f{z)  und  W(z)  auf  31  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
zelne Pole  stetig,  ferner  überall  mit  denselben  Ordnungszahlen  ver- 
sehen sind,  so  folgt  aus  dem  Satze  (25.)  sofort,   dass  der  Quotient 

m 

^'iz) 
auf  31  eindeutig,  stetig  und  nichtverschunndcnd  ist.    Mau  gelangt  daher 
zu  folo'endem  Resultat: 
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7^/  dir  FiDiitio)!  /\z)  <inf  rlurr  (fCf/rhoioi  Flärlic  VI  cinditii'uj  und 
hi.^  auf  riii~('bir  Pole  sfcfi;/.  loid  h(\:nclnui  ni<ni  ihre  diif  ""}[  liogcnäen 
Pole  loul  XiiUpu)ilif  rcspcdivc  mit  «, ,  a.^,  ...  a„  mul  ßi,  ß.,,  .  .  .  ß,,, 
ferner  ihre  dortiffcn  Orduungszaldcn  rcspcdive  mit  {—  Pi),  ( —  p.^),  .  ■  ■ 
( —  Pa)  i*nd  fjx,  q-,,  .  .  .  qb,  so  wird  sie  auf  der  Flüche  ?t  dnrstellbfir 
sein  durch  dir  Formel: 

(31.)  ^(.)  =  (i^-^^.)----(^-j^  j,^^^ 

iro  E(s)  eine  Function  vorstrUt,  die  auf '^l  eindeutig,  stetig  und  nirht- 
rerschwindend  ist. 

Versteht  man  insbesondere  unter  $t  eino  um  dou  AnfangsjnmJit 
/?  =  0  bescliriebene  Kreisfläche ,  so  wird  di(>  ;int'  %  oindiMitiü;»'  und 
stetige  Function 

(z  -  ß,y'  (z  -  ß.^'^^-  ...{s-  ß,r'E{z) 
innerhalb  51  entwickelbar  sein  [Satz  pg.  30]  in  eine  Maclaurin'sche 
Reihe 

A-^Bs-\-Cz-  -\-Bs^  -^  ...; 

so  dass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  um  den  Punl't  2  =  0  heschrie- 
hmen  Kreisfläclie  5t  eindeutig  und  Ins  auf  einzelne  Pole  a^ ,«.,....  «„ 
stetig j  und  bezeichnet  man  ihre  Ordnungszahlen  in  diesen  Polen  mit 
( — p^,  ( — p^,  ...  ( — Pc),  so  wird  dieselbe  innerhalb  %  darstellbar 
sein  durch  die  Formel: 

.39  \  f(A  =         A-]-Bz  +  Cz^  -].'Bz^  +  .  .  . 

^    '^'^  ^^         {Z-  a,f^  {z  -  a,f^  ...{Z-  ajPa        ' 

tvo  A,  B,  C,  D,  .  .  .  Constanten  sind,  während  die  p's  (ihrer  Befini- 
tion  zufolge)  positive  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Besitzt  insbesondere  die  Function  f{z)  auf  der  Kreisfläche  31  nur 
einen  einzigen  Pol,  und  liegt  dieser  im  3Uttdpunide  von  %,  d.  i.  in 
z  =  0,  so  nimmt  der  Satz  die  speciellere  Gestalt  an: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  um  ^  =  0  besehriebr)ien  Kreisfläche 
%  eindeutig,  und  bis  auf  einen  in  z  ==  0  gelegenen  Pol  stetig,  so  wird 
dieselbe  innerhalb  %  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

d.  i.  durch  die  Formel: 
(34.)  f(z)  =  Az-p  +  Bz-p+^  +  6'^^+2  -f-  Dr-^+3  +  . . . , 

iro  A,  B.  C,  I),  .  .  .  .  Constantc  sind,  währemd  pt  eine  positive  ganze 
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Zahl  vorstellt.  Es  repräsentirt  nämlich  ( — p)  die  Ordnungszahl  von 
t\z)  in  jenem  Pole  z  =  0. 

§  8. 
Ueber  die  Diflferentialquotienten  einer  Function  /(^f). 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  Sl  eindeutig 
(1.)  und  stetig,  so  gilt  Gleiches  daselbst  auch  von  ihren  sämmtlichen  Dif- 
ferentialquotienten -j~-,  ~(r^ '  ^^^'  ^^^' 

So  lautet  der  früher  [pg.  23J  erhaltene  Satz.  Wir  wollen  jetzt 
nun  aber  das  Verhalten  der  Differentialquotienten  für  den  Fall  unter- 
suchen, dass  die  ursprüngliche  Function  mit  irgend  welchen  Folen 
behaftet  ist. 

Die  Function  f(s)  sei  also  auf  21  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig.  Markirt  man  alsdann  auf  2t  einen  beliebigen  Punkt  c> 
so  ist  [Satz  pg.  41]  f(z)  innerhalb  einer  um  c  beschriebenen  hin- 
reichend kleinen  Kreisfläche  (S  darstellbar  durch  die  Formel: 

(2.)  f{z)  =  (z-cyE{z),     (auf©), 

wo  ft  die  Ordnungszahl  von  f(z)  in  c  vorstellt,  während  E(^z)  eine 
Function  bezeichnet,  die  auf  ß  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwin- 
dend  ist.  In  Folge  dieser  Eigenschaften  ist  E{z)  innerhalb  der  Kreis- 
fläche ß  entwickelbar  in  die  Cauchy-Taylor'sche  Reihe: 

E{z)  =  A  +  A,{z  -  c)  +  A,{z  -cf  +  ...., 

wo  Aq  verschieden  von  0  ist.     Denn  andernfalls  würde  E{z)  im  Cen- 
trum c  der  Kreisfläche  (S  verschwinden,   was  dem  Charakter  dieser 
Function  widerspricht. 
Man  erhält  also: 

(3.)     f(,z)  ={z-  ey  [Ä,  -\-Ä,{z-c)-{-  Mz  -cf -{-...],     (auf  ß), 

und  hieraus  durch  Differentiation: 

i'^-)^^^-(^-cy-'[liÄ,-\-ifi+l)Mz-c)  +  i^-\-2)Ä,(z-cf-\-...l 

(auf  (S). 
Ist  nun  fi  von  0  verschieden,  so  hat  diese  Formel  die  Gestalt: 
(5.)  im  =  (^  _  c),"-i  [B,  -^B,(z-c)-\-JB,iz-cy-^...],-  (auf  (5), 

wo  Bq  (ebenso  wie  das  frühere  ^y)  von  0  verschieden  ist. 

Ist  hingegen  ^  =  0,    so  verschwindet  in  (4.)   der  erste  Coeffi- 
cient:  ^Äq.   Möglicherweise  verschwinden  aber  gleichzeitig  auch  noch 

Neu  mann,  Abel'sche  Integrale.     2.  Aufl.  4 
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einige  der  folgenden  Coefficienten.  Denn  die  ^j,  Ä.,,  A.^,  ...  sind 
unbekannte  Constanten,  die  ebensogut  Null,  wie  von  Null  verschieden 
sein  können.  Im  Falle  fi  =  0  besitzt  daher  die  Formel  (4.)  die  Gestalt: 

(C.)    '^  =  (^  -  oy  [Co  +  C,(z  -c)-{-a(z-cf -{-...],     (auf  6), 

wo  p  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellt,  und  O,,  eine  von  0 
verschiedene  Constante  bezeichnet. 

Die  in  (5.)  in  der  eckigen  Klammer  stehende  Function  ist  auf 
ß  eindeutig  und  stetig.  Sie  besitzt  im  Mittelpunkt  c  dieser  Fläche 
den  von  0  verschiedenen  Werth  JB^,  folglich  in  unmittelbarer  Nach- 
barschaft von  c  ebenfalls  von  0  verschiedene  Werthe.  Man  kann 
daher  S  zu  einer  concentrischen  Kreisfläche  c  von  solcher  Klein- 
heit zusammenschrumpfen  lassen,  dass  jene  Function  innerhalb  c 
nicht  bloss  eindeutig  und  stetig,  sondern  auch  niehtverschivindend  ist. 
'Analoges  gilt  von  der  in  (G.)  in  der  eckigen  Klammer  stehenden 
Function. 

Innerhalb  einer  um  c  beschriebenen,  hinreichend  kleinen  Kreis- 
fläche c  nehmen  daher  die  für  ft  ^  0,  respective  für  /t*  ==  0  gelten- 
den Formeln  (5.)  und  (6.)  folgende  Gestalt  an: 

(7.)  ^  $  0:  %f  =  (^  -  cy-^  E{z) ,     (auf  c), 

(8.)  •  /^  =  0:  ^£i^  =  (.•  -  cy  H  (^) ,         (auf  c), 

wo  p  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  3,  ...  vorstellt,  während  E{z)  und 
H(ß)  Functionen  bezeichnen,  die  auf  c  eindeutig,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  sind. 

Diese  Formeln  (7.),  (8.)  zeigen,  dass  die  Function  ^A^  im  Funlcte 

c  entweder  stetig  oder  aber  polarunstetig  ist;  sie  zeigen  ferner,  dass 
die  Ordnungszahl  dieser  Function  im  Punkte  c  entweder  =  (ft  —  1) 
oder  =p  ist.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f{z)  auf  einer  gegebenen  Fläche  %  eindeutig  und 
bis  auf  einzelne  Fole  stetig,  so  g^ilt  GleicJies  auf  %  auch  von  dem  Dif- 
ferentialquotienten 

dm 
dz 

Sind  fcfrtwr  ^  und  /i'  die  Ordnungszahlen  von  f{z)  und  —~  in 

irgend  einem  Punkte  c  der  Fläche  31,  so  ist: 

(9.)  ii=ii-\,    falls     /[i50, 

hingegen: 
(10.)  ft'  =  0,  1,  2,  3,  4,  ....,     falls     fi  =  0. 


Entwicklung  nach  Potenzen.  51 

Oder  mit  andern   Worten:  Besitzt  die  Ordnungszahl  ^  im  FunJäe  c 
einen  der  Werthe:  , 


^  =  . . . .  _  3,  -  2,  -  1 ,  +  0,  +  1,  +  2,  + 


so  wird  der  zugehörige   Werth  von  fi   respedive  dargestellt  sein  durch: 

^'=  .  . .  .  _  4,  -  3,  -  2,  ^-p,  +  0,  +  1,  +  2,  . . .  . 
ivo  das  p  eine  unheJcannte  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  ....  rr- 
präsentiH. 

Demgemäss  hat  also      ,—  der  Lage  nach  genau  dieselben  Pole 

wie  die  ursprünglicJie  Function  f\z);  während  hinsichtlich  der   Null- 
punkte eine  derartige  Uebereinstimmung  im  Allgemeinen  nicht  existirt. 
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Die  Horizontalebene  und  die  Kugelfläche  als  Träger  gegebener 

Functions  werthe . 

Soll  irgend  eine  Function  f\z)  in  ihrem  ganzen  Umfange  unter- 
sucht werden,  so  wird  man  als  Träger  ihrer  Werthe  die  ganze  im- 
enclliche  Horizontalebene  anzuwenden  haben.  Die  bisher  gefundenen 
Sätze  beziehen  sich  aber  nur  auf  endliche  Flächenstücke  2(.  Und 
man  wird  daher  mittelst  dieser  Sätze  die  Werthe  der  Function 
in  den  uneMllich  fernen  Punkten  der  Horizontalebene  nicht  mehr  zu 
untersuchen  im  Stande  sein.  Wie  sich  dieser  Uebelstand  beseitigen 
lässt,  soll  in  diesem  und  dem  folgenden  Paragraph  gezeigt  werden. 

Es  sei  0  der  höchstgelegene    ^^^  q  ^  ^ 

und  (7  der  tiefstgelegene  Punkt 
einer  Kugeljläclie  vom  Durchmesser 
1 ;  femer  sei  MN  die  die  Kugel- 
fläche in  0  berührende  Horizontal- 
chene-^  und  in  dieser  Ebene  befinde 
sich  (wie  bisher)  ein  rechtwink- 
liges Axensystem  xOy,  dessen  0 
Anfangspunkt  in  0  liegt.  Die  nebenstehende  Zeichnung  repräsentirt 
ir<»-end  welchen  durch  die  Linie  00'  gehenden  Durchschnitt  der 
räumlichen  Figur. 

Wir  denken  uns  zuvörderst  die  Werthe  der  gegebenen  Function 
f{i2)  in  gewölinlicher  Weise  auf  der  Horizontalebene  3IN  ausgebrei- 
tet, und  verpflanzen  sodann  diese  Werthe  von  jener  Ebene  nach  der 
Kugelfläche  hin,  indem  wir  dieselben  auf  geradlinigen,  gegen  0'  con- 
vorgirenden  Bahnen  nach  der  Kugelfläche  hingleiten  lassen.  In  sol- 
cher Weise  wird  z.  B.  auf  den  Kugelflächenpunkt  Z  [vgl  die  Figur] 
derjenige  Werth  f{z)  fallen,  welcher  ursprünglich  in  2  sich  befand. 
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Durch  dieses  Verlahreii  verwaudelt  sieli  die  ursprüngliche  Aus- 
breitung der  Function  auf  der  Horizontalebene  in  eine  Aushrcitumj 
derselben  auf  der  Kugelfläche. 

Beispiele.  —  Die  Function  f  ==  (—)  ist  auf  der  Horizontalebene  ein- 
deutig^ und  in  den  unendlich  fernen  Punkten  durchweg  =  0.  Projicirt 
man  nun  die  Werthe  dieser  Function  in  der  angegebenen  Weise  auf  die 
Kugelfläche,  so  fällt  auf  den  tiefsten  Punkt  0'  derselben  von  allen  Seiten 
her  ein  und  derselbe  Werth,  nämlich  der  Werth  0.  Es  wird  daher  diese 
Function  auf  der  Kugelfläche  im  Punkte  0'  eindeutig  sein,  und  selbstver- 
ständlich auch  in  jedwedem  andern  Punkte  der  Kugelfläche. 

Analoges  gilt  von  der  Function  f  =  z^ ,  welche  in  den  unendlich  fer- 
nen Punkten  der  Horizontalebene  durchweg  =  oo  ist.  Verpflanzt  man  also 
die  Werthe  dieser  Function  nach  der  Kugelfläche,  so  wird  auf  den  Punkt 
(/  von  allen  Seiten  her  ein  und  derselbe  Werth,  nämlich  der  Werth  oo 
fallen.  Es  ist  mithin  diese  Function  f  =  z^  wiederum  auf  der  Kugelfläche 
überall  eindeutig. 

Was  wir  bei  diesen  beiden  Beispielen  sehen,  gilt  aber  nicht  allge- 
mein für  jede  Function.     So  ist  z.  B.  die  Function 

r        ■              w      I     •  N        f  ■        e^'  +  e-A    ,    .  /■          eV-, 
f  =  am  z  =  sm  (•«-}-  ^y)  =  l  sin  x /    i    *  l  ^^^  ^ 

auf  der  Horizontalebene  überall  eindeutig.  Und  trotzdem  wird  sie  bei 
ihrer  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläche  im  Punkte  O'  unendlichvieldeutig 
sein.  Denn  diese  Function  besitzt,  wie  man  leicht  übersieht,  in  den  un- 
endlich fernen  Punkten  der  Horizontalebene  oder  (anschaulicher  ausge- 
drückt) in  den  einzelnen  Punkten  einer  in  der  Horizontalebene  um  0  mit 
unendlich  grossem  Radius  beschriebenen  Kreisperipherie  verschiedene  Werthe. 
Und  all'  diese  verschiedenen  Werthe  fallen,  beim  Uebergange  zur  Kugel- 
fläche, auf  den  Punkt  0'. 

§  2. 
Die  Antipodenebene  als  Träger  der  runctions werthe. 

Durch  Ausbreitung  der  Werthe  einer  Function  auf  der  Kugel- 
fläche wird  erreicht,  dass  wir  alsdann  all'  diese  Werthe  im  End- 
lichen vor  uns  ha- 
ben ;  wobei  aber  der 
Nachtheil  eintritt, 
dass  als  Träger  die- 
ser Werthe  nicht 
mehr     eine     ehem, 

sondern  eine  krum- . 

me  Fläche  dient.        ^'  ^'  '^^'         ^' 

Um  diesen  Nachtheil  zu  beseitigen,  construiren  wir  eine  zweite 
Horizontalebene  M'  N',  welche  die  Kugel  in  0'  berührt,  und  welche 
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zur  bequemeveu  Unterscheiduug  die  Äntijwdcnebenc  heissen  mag. 
Projicirt  man  mm  die  auf  der  Kugelfläcbe  ausgebreiteten  Functions- 
wertbe  auf  geradlinigen,  von  0  auslaufenden  Babnen  nach  der  Anti- 
podenebene, z.  B.  [vgl.  die  Figur  pg.  53]  von  Z  nacb  /,  so  sind  alsdann 
sämmtlicbe  Funetionswerthe  auf  dieser  Antipodenebene  ausgebreitet. 
Diese  Antipodenebene  erstreckt  sieb  aber  nacb  allen  Seiten  ins 
Uncndliclic,  sodass  wir  jetzt  scbiesslich  denselben  Uebelstand  haben, 
der  mit  der  ursprünglichen  Ausbreitung  der  Function  auf  der  Hori- 
zontalebeue  verbunden  war. 

Bei  jeder  der  drei  Ausbreitungsmethoden  (auf  der  Horizontal- 
ebene, auf  der  Kugeltläche  und  auf  der  Antipodenebene)  ist  also 
der  störende  Umstand  vorhanden,  dass  die  angewandte  Fläche  ent- 
weder eine  unendliche  oder  aber  eine  hrumme  ist.  Um  beide  Uebel- 
stände  zu  vermeiden,  zerlegen  wir  die  Kugelfläche  durch  irgend  eine 
o-eschlossene  Curve  ^v  (z.  B,  durch  ihren  Aequator  oder  durch  einen 
Parallelkreis)  in  zwei  Teile  @  und  ©',  von  welchen  der  eine  den 
Punkt  0,  der  andere  den  Punkt  0'  enthält,  und  projiciren  sodann 
die  Funetionswerthe  des  Theiles  ©  von  0'  aus  nach  der  Horizon- 
tal-, und  die  des  Theiles  @'  von  0  aus  auf  die  Antipodenebene. 
SolcJies  ausgeführt  ge- 
dacht, sind  alsdann 
sämmtliche  Werthe  der 
gegebenen  Function  aus- 
gebreitet auf  zwei  ebe- 
nen endlichen  Flü- 
chenstücken %,  31',  von 
denen  das  eine  in  der 
Horizontal-,  das  andere 
in  der  Antipodenebene  liegt.  Die  Werthe,  welche  auf  der  Kugelfläcbe 
längs  der  Curve  ^v  vorhanden  waren,  kommen  bei  dieser  Ausbrei- 
tung doppelt  vor,  indem  sie  sowohl  auf  den  Rand  von  31,  wie  auf  den 
von  3('  fallen;  so  dass  also  die  Randwerthe  von  St  identisch  sind  mit 
denen  von  %'. 

§  3. 
Die  Horizontalebene,  die  Kugelfläche  und  die  Antipodenebene  sind 
anzusehen  als  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben  Fläche. 
Man  kann  die  Horizontalebeue,  die  Kugelfläche  und  die  Anti- 
podenebene als  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben  biegsamen, 
dehnbaren  und  zusammenziehbaren  Fläche  auffassen.  Auch  kann 
man  die  Uebergänge  dieser  Fläche  aus  dem   ersten  in   den  zweiten 
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uud  dritten  Zustand  in  sulclier  Weise  sich  vorstellen,  dass  je  drei 
Punkte,  wie  z,  Z,  z  [vgl. 
die  Figur  pg.  53]  nichts 
anderes  sind  als  drei  ver- 
schiedene Lagen  ein  und 
desselben  Flächenpunktes. 

Die  [in  der  nebenstehen- 
den Figur]  mit  a,  a,  a  be- 
zeichneten Seiten  der  drei 
Flächen  sind  alsdann  unter- 
einander identisch,  und  ebenso  andererseits  auch  h,  ß,  b'.  Da  mau 
nun  bei  der  Horizontalebene  a  als  die  obere  und  b  als  die  untere 
Seite  zu  bezeichnen  hat,  so  erscheint  es  notwendig,  mit  dem  erstem 
Namen  auch  a  und  a,  mit  dem  letztern  ß  und  b'  zu  belegen. 

Bei  der  Antipodenebene  ivird  also,  ebenso  ivie  bei  der  Horizontal- 
ebene, unter  der  obern  Seite  die  der  Kugelfläche  abgewendete  zu  ver- 
stehen sein.  Und  andererseits  wird  bei  der  Kugelflüche  selber  unter 
der  obern  Seite  ihre  Äussenseite  zu  verstellen  sein. 

Bei  der  Untersuchung  der  auf  der  Horizontalebene  ausgebrei- 
teten Functionswerthe  haben  wir  [in  den  vorhergehenden  Capiteln] 
häufig  die  Worte  linlcs  und  rechts  gebraucht.  Und  zwar  haben  wir 
bei  Anwendung  dieser  Worte  unsern  Standj)unkt  stets  auf  der  obern 
Seite  der  Horizontalebene  gewählt.  Demgemäss  wird  es  für  den 
stetigen  Fortgang  unserer  Betrachtungen  geboten  sein,  unsern  Stand- 
punkt auf  dieser  obern  Seite  auch  dann  noch  beizubehalten,  wenn 
jene  Ebene  im  Verlauf  der  Untersuchung  in  die  Kugelfläche  oder  in 
die  Antipodenebene  übergeht. 

Nehmen  wir  also  an,  die  Kugelfläche  sei  ein  Bild  unserer  Erd- 
kugel, und  unser  Wohnort  auf  der  Erdkugel  sei  in  0.  JDann  werden 
tvir  selber  denjenigen  Standpunkt  hohen,  ivelcJier  zur  Beurtheilung  der 
auf  der  Horizontalebene  ausgebreiteten  Functionsiverthe  geboten  ist. 
Und  gleichseitig  werden  unsere  bei  0'  tvohnenden  Antipoden  einen 
Standpunkt  haben,  ivie  er  erforderlich  ist  zur  BeiirtJieilung  der  auf  der 
Antipodenebene  ausgebreiteten  Functionsiverthe.  Dies  ist  für  die 
Zukunft  unveränderlich  festzuhalten.  Und  hierin  liegt  auch  der 
Grund  für  die  Wahl  des  Namens  Antipodenebene. 

Nachdem  in  solcher  Weise  die  obern  Seiten  der  betrachteten 
Flächen  fixirt  sind,  können  solche  Ausdrücke  wie  positive  oder  nega- 
tive Umlauf ung  sofort  angewendet  werden,  ohne  dass  dabei  irgend 
ein  Missverständniss  zu  befürchten  wäre. 


56 


Drittes  Capitel. 


^^'ill  uiau  uümlich  ein  beliebig  gegebenes  Fläelienstück  in  luisi- 
tivcr  Richtung  umlaufen,  so  muss  man  [vgl.  die  Regel  [)g.  3]  auf 
der  obern  Seite  des  Fläebenstücks  längs  seiner  Randes  in  solcher 
Richtung  fortschreiten,  dass  man  dabei  das  Flächeustück  selber  zur 
Linien  hat. 

Die  obere  Seite  der  Kugellläche  ist  aber  ihre  Äussenseite.  Will 
man  also  z.  B.  das 
Flächeustück  ©  längs 
seiner  Randcurve  juv 
positiv  umlaufen ,  so 
hat  man  längs  dieser 
Curve  von  Westen  nach 
Osten  zu  wandern,  falls 
man  nämlich  für  den 
Augenblick  0  als 
Nordpol  und  0'  als  Südpol  der  Kugel  bezeichnet.  Will  mau  hin- 
gegen das  andere  Flächenstück  ©'  positiv  umlaufen,  so  hat  man 
längs  fiv  in  entgegengesetzter  Richtung,  nämlich  von  Osten  nach  Westen 
fortzuschreiten. 

Ferner  bemerkt  man,  dass  die  positiven  Umlaufungen  der  bei- 
den Flächenstücke  ©  und  51  unter  einander  harmoniren.  Denken 
wir  uns  z.  B.  in  0'  einen  leuchtenden  Punkt,  so  wird,  falls  wir  sel- 
ber das  Flächenstück  @  positiv  umlaufen,  gleichzeitig  unser  auf  die 
Horizontalebene  geworfener  Schatten  in  positiver  Richtung  um  % 
herumlaufen. 

In  ähnlicher  Weise  harmoniren  unter  einander  die  positiven 
Umlaufungen  von  ©'  und  21',  wobei  ein  leuchtender  Punkt  in  0  an- 
zubringen sein  würde. 


§  4. 
Die  Coordinatensysteme  xOy  und  x'O'y    in  der  Horizontal-  und 

Antipodenebene. 

Ebenso  wie  wir  das  Axensystem  in  der  Horizontalebene  mit 
xOy  bezeichnet  haben,  ebenso  wollen  wir  (Jas  in  der  Antipoden- 
ebene  festzusetzende  Axensystem  x'O'y  nennen.  Und  zwar  mögen 
die  Axen  Ox  und  0'  x  parallel  und  von  gleicher  Richtung  sein.  Sie 
mögen  beide  liegen  in  der  Ebene  der  nebenstehenden  Zeichnung. 

Der  in  0  auf  der  ohern  Seite  der  Horizontalebene  Stehende  und 
in   der  Richtung  Ox   Fortsehende   'wird   alsdann   die   Richtung   Oy 
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(!•) 


(2.) 


markiren  mit  ausgestreckter  Linken  [Satz  (3.)  pg.  4J.     Daraus  folgt, 
dass  der  Punkt  y  hinter  der  Ebene  der  Zeichnung  liegt. 

Andererseits  wird 
[zufolge  desselben  Sa- 
tzes] der  auf  der  ohern 
Seite  der  Antipoden- 
ebene in  0'  Stehende 
und  in  der  Richtung 
0' x  Fortsehende  die 
Richtung  O'y  mit  aus- 
gestreckter Linken 
markiren.  Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  y  vor  der  Ebene  der  Zeich- 
nung liegt,  dass  mithin  O'y  und  Oy  entgegengesetzte  Richtungen  sind. 
Sind  also  xOy  und  x'O'y  die  in  der  Horizontal-  und  Antipoden- 
ebene festgesetzten  Axensysteme,  so  haben  Ox  und  0'  x  gleiche  Rieh- 
tung ,  hingegen  Oy  und  O'y    entgegengesetzte  Pachtungen. 

Es  mag  dabei  noch  auf  folgenden  Umstand  aufmerksam  gemacht 
werden.  Die  Ebenen  xOy  und  x  0' y  sind  zwei  Tangentialebenen  der 
Kugelfläche,  üenkt  man  sich  die  eine  derselben  als  eine  hewe(jliche  Tan- 
gentialebene, so  wird  man  dieselbe  durch  Verschiebung  ihres  Contact- 
punktes  stets  in  eine  solche  Lage  versetzen  können,  dass  0  mit  O',  ferner 
Ox  mit  0' x    und  gleichzeitig  Oy  mit  O'y    zur  Deckung  gelangt. 

Es  seien  z,  Z,  z'  irgend  drei  einander  correspondirende  Punkte. 
Alsdann  sind  die  beiden  Dreiecke  00' z  und  00' z  ähnlich  dem  Drei- 
eck 00'  Z,  also  auch  unter  einander  ähnlich.     Hieraus  folgt: 

{Oz)  ^  (00') 
{0  0')         {O'zY 

d.  i. 

{Oz){o'z)  =  {ooy. 

Bezeichnet  man  also  die  Entfernungen  "  o  « 

{Oz)  und  (0'/)  mit  r  und  r',  und 
setzt  nian  ausserdem  fest,  dass  der  Kugel- 
durchmesser (00')  =  1  sein  solle,  so 
erhält  man: 

rr'  =  1, 

Es  seien  nun  z  und  /  zugleich  die  Abbreviaturen  für  die  die- 
sen Punkten  s  und  /  zugehörigen  Binome;  also 

z  =  x-i-  iy, 

z'=x'-\-  iy, 
wo  X,  y  die  Coordiuaten  des  Punktes  z  im  Coordinateusystem  a;Oy, 
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uikI  X ,  y    die  Coortliiiateu  von  /  im  Cooriliiiateusystom  x'ü'y    vor- 
stellen.    Alsdann  ergiebt  sich: 

x  =  r  cos  ^, 

y  =  r  sin  &, 
wo  O'  das  in  beistehender 
Figur*}    angegebene   Azi- 
muth  repräsentirt.     Hier- 
aus folcft  weiter: 


(4.) 


ty  =  re'^ , 
X  -f-  iy  =  r' e~'^ y 
also  mit  Rücksicht  auf  (1.) : 
(5-)    {x  +  iy)  {x'  +  iy)  =  1. 

Also    der    Satz:    Ztvischai   je    sivei    einander    corrcspondirendeii 
Punläen   z  =  x  -{-  iy   und  z  =  x  -f-  iy    der  Horizontal-  und  Anti- 
poderwbmic  findet  stets  die  Eelation  statt: 
(6-)  (x  +  iy)  (x'  -f-  iy)  =  1 ,     d.  i.     sz  =  1. 

Dabei  ist  vorausyesetzt,  dass  der  Durchmesser  der  Kugel  =  1  sei, 
dass  ferner  in  jenen  beiden  Ebenen  die  x-Axen  gleiche  llichtiing,  und 
die  y-Axen  entgegengesetzte  Riclitung  haben,  tvie  solches  näher  an- 
gegeben unirde  im  vorhergehenden  Satz  [pg.  57]. 


0) 


§  5. 
Eine  rationale  Function  von  z  in  ihrer  Ausbreitung  auf  der 

Kugelfläche. 

Die  Werthe  irgend  welcher  Function  f{z)  erleiden,  falls  mau 
die  Horizontalebene  in  die  Kugelfläche,  und  diese  wieder  in  die  Anti- 
podenebene übergehen  lässt,  keine  Grössen -Veränderung,  sondern  nur 
eine  Or/6- -Veränderung.  Derselbe  Werth  nämlich,  welcher  ursprüng- 
lich in  z  war,  kommt  später  nach  Z,  und  schliesslich  nach  s ,  falls  man 
nämlich  unter  z,  Z,  z  irgend  drei  einander  correspondirende  Punkte 
versteht  [Figur  pg.  57]. 

Demsiemäss  wird  also  z.  B.  auch  die  rationale  Function 

{z  -A){z-  B) 


0  = 


z  -  C 


in  je  drei  solchen  Funkten  z,  Z,  z   ein  und  denselben  Werth  haben. 


*)  Diese  Figur  soll    die   vorhergehende    von   Neuem   darstellen,    dieselbe 
betrachtet  aus  der  Vogelperspective. 
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Dabei  sollen  Ä,  B,  G  beliebig  gegebene  reelle  oder  complexe  Con- 
stanteu  vorstellen. 

Nun  kann  man  aber,  weil  bei  je  drei  correspondirenden  Punkten 
Zj  Zj  z  die  Relation  (6.)  stattfindet:  5/  =  !,  hiervon  Gebrauch 
machen,  um  jenem  in  z,  Z,  z    vorhandenem  Wertli  (7.)  eine  andere 

Form  zu  geben,  indem  man  z^—    substituirt.     In    solcher    Weise 

ergiebt  sich: 

.         (1  —  Az)  (1  —  Bz) 
(8.)  ^=         z'^X-Gz)        • 

Auch  wird  es  bequem  sein,  diesen  den  drei  Punkten  z,  Z,  z 
gemeinschaftlichen  Werth  O  bei  z  in  der  Form  (7.),  hingegen  bei  / 
in  der  Form  (8.)  zu  verwenden. 

Thut  man  dies,  und  berücksichtigt  man  dabei  den  Satz  (29.) 
pg.  47,  so  ergiebt  sich  aus  (7.),  dass  die  Function  0  auf  jedem 
endlichen  Stück  der  Horizontalebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Fole  stetig  ist.  Und  ebenso  ergiebt  sich  alsdann  aus  (8.),  dass  O 
dieselben  Eigenschaften  besitzt  auf  jedem  emllichen  Stück  der  Anti- 
podenebene. 

Denkt  man  sich  also,  wie  früher,  die  Kugelfläche  durch  eine 
Curve  [IV  in  zwei 
Theile  @  und  @'  zer- 
legt, und  die  mit  diesen 
Theilen  correspondi- 
renden Theile  der  Ho- 
rizontal- und  Antipo- 
deuebene  mit  St  und 
SC  bezeichnet,  so  wird 
<t)  eindeutig  und  his  auf  ^ 

einzelne  Pole  stetig  sein  sowohl  auf  2t  wie  auf  Sl',  mithiu  diese  Eigen- 
schaften auch  besitzen  auf  ©  und  ©'  [vgl.  die  folgende  Erläuterung]. 
Demgemäss  wird  also  0  diese  Eigenschaften  besitzen  auf  der  ganzen 
Kugelfläche. 

Man  übersieht  nun  sofort,  dass  man  in  genau  derselben  Weise 
verfahren  kann  bei  jeder  hdiehigen  rationalen  Function  von  z^  und 
gelangt  also  zu  folgendem 

Satz.  —  Eine  rationale  Function  von  z  ivird  hei  ihrer  Aiishrei- 
(9.)  tung  auf  der  Kugelfläehe  daselbst  überall  eituleutig,  und  bis  auf  einzelne 
Pole  daselbst  auch  überall  stetig  sein. 

Erläuterung  der  vorhergehenden  Schlussfolge.  —  Sind  z  und  Z  zwei 
auf  2t  und  ©  einander  correspondirende  Punkte,  so  wird  eine  in  z  stetige 
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Function   <t>   offenbar  in  Z  ebenfalls  stetig  sein,     hi    unileierseits  O   in   ^ 
mit  einem  Pul  behaftet,  also  daselbst  unstetig,  jedoch  in  solcher  Weise, 

dass  der  reciproke  Werth        im    Bereich   des  Punktes  z  stetig  bleibt,  so 

wird  dieses        auch    stetig   sein    in    dem    Bereich    des    correspondirenden 
Punktes  Z.     Folglich  wird  O  in  Z  ebenfalls  einen  Pol  haben.     Q.  e.  d. 
Nimmt  man  insbesondere  eine  ganze  rationale,  z.  B.  die  Function 
(10.)  <^  =  {s-Ä){z  -  B)  {s  -  C), 

so  Ijlsst  ^cli  dieser  den  drei  Punkten  z,  Z,  z  (jemcinschaftliclic  Werth 
mittelst  der  Substitution  z  =  —.  auch  so  darstellen : 
(11.)  ^^(i-^/)a-j;.-)(i-C7/)_ 

Aus  (10.)  ersieht  man,  dass  0  eindeutig  und  stetig  ist  auf  91,  mithin 
auch  auf  <B.  Andererseits  ersieht  man  aus  (11.),  dass  O  auf  51' 
eindeutig  und  his  auf  einen  in  0'  liegenden  Pol  stetig  ist,  dass  mithin 
0  diese  Eigenschaften  auch  auf  @'  besitzt.  Demgemäss  ist  also 
die  Function  <t>  auf  der  KugelfläcJw  eindeutig,  und  bis  auf  einen  in  0' 
liegenden  Pol  stetig.  Genau  dasselbe  Aviederholt  sich  offenbar  bei 
jeder  hcliehigen  ganzen  rationalen  Function.     Also  der 

Satz.  —  Eine  ganze  rationale  Funetion  von  z  ivird  hei  ihrer 

(12.)  Ausbreitung  auf  der  Kugelfläelie  überall  eindeutig,  und,  bis  auf  einen 

bei  0'  d.  i.  bei  z  =  oo  liegenden  Pol,  daselbst  überall  stetig  sein.    Man 

kann  nämlich  die  Punkte  0  und  0'  nach  den  zugehörigen  Werthen 

von  z  respective  mit  z  =  0  und  mit  ^;  =  oo  bezeichnen. 

§  6. 

Ueber  die  ümkehrbarkeit  der  Sätze  des  vorhergehenden 

Paragraphs. 

Ist  eine  nicht  näher  bekannte  Function  f(z)  auf  der  Kugel- 
fläche überall  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  offenbar  Gleiches  auch  von 
ihrem  Modul.  Es  wird  also  dieser  Modul  auf  der  Kugelfläche  überall 
stetig,  mithin  auch  überall  endlieh  sein.  Ist  mithin  M  der  grösste 
Werth  dieses  Moduls,  so  repräsentirt  M  eine  bestimmte  endliche 
Constante  von  positivem  Werth. 

Demgemäss  ist  also  f{z)  auf  der  Horizontalebene  überall  eindeu- 
tig und  stetig,  und  gleichzeitig  ist  der  Modul  von  f(z)  daselbst 
überall  <  31.  Hieraus  aber  folgt  [Satz  pg.  25],  dass  f{z)  eine  Con- 
stante ist.     Also  der 
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Satz.  —  Ist  eine  Function  f(z)  hei  ihrer  Äusbreituny  auf  der  Kugel- 
^     v  fläche  allenthalben  eindeutig  und  stetig,  so  tvird  sie  eine  Constante  sein. 

Wir  wollen  jetzt  annehmeD,  die  Function  f(2)  sei  auf  der  Kugel- 
fläche  überall  eindeutig,  und  bis  auf  einen  bei  ^=00  (d.  i.  in  (/) 
liegenden  Pol  daselbst  auch  überall  stetig.  Es  soll  die  Beschaffen- 
heit dieser  Function  näher  untersucht  werden. 

Zerlegt  man  die  Kugelfläche  durch  irgend  einen  Parallelkreis 
fiv  in  zwei  Theile  ®  und  ©',  und  bezeichnet  man  die  correspon- 
direnden  Theile  der  Horizontal-  und  Antipodenebene  mit  %  und  %', 

21 


(14.) 


so  ist  f(s)  auf  ©',  mithin  auch  auf  St'  eindeutig,  und  bis  auf  den 
Pol  0'  stetig.  Folglich  ist  f(2)  [Satz  (34.)  pg.  48]  innerhalb  dieser 
Kreisfläche  W  darstellbar  durch  die  Formel: 

f{2)  =  As'-i'  +  Bz'-P-^"-  +  C/--P+2 1-  P/-1 

+  g  +  i^/  -f  5/2  -f-  r/3  -1- ,  (gültig  auf  SC), 

wo  A,  B,  C,  •  •  •  P,  Q,  R,  S,  T,  •  •  •  ■  Constanten  sind,  während  p  eine 
positive  ganze  Zahl  repräsentirt. 

Solches  constatirt,   soll  jetzt   die  Differenz   untersucht    werden: 

(15.)       (p(2)  =  f{z)  —  [Ä/-P  +  .B/--P+1  -f  6V-^+2 1-  P/-1], 

welche,  da  22'  =  1  ist,  auch  so  sich  darstellen  lässt: 

(IG.)  (p{z)  =  f{s)  —  [Ä2P  +  BzP-'  +  CsP-'' h  P^l 

Nimmt  man  diese  neue  Function  (p(z)  in  der  Gestalt  (15.),  so  folgt 
aus  der  Formel  (14.)  sofort,  dass  sie  auf  21'  identisch  ist  mit 

dass  sie  also  auf  %',  mithin  auch  auf  ©'  überall  eindeutig  und  stetig 
ist.  Und  nimmt  man  andererseits  die  neue  Function  q>[z)  in  der 
Gestalt  (16.),  so  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  über  f(s)  gemachten 
Voraussetzungen,  dass  q)(ß)  auf  2(,  mithin  auch  auf  @  überall  ein- 
deutig und  stetig  ist. 
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Beides  zusammen  genommen,  ergiebt  sich  also,  dass  (p[2)  die 
Eigenschaften  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  auf  der  ganzen  Ku- 
(/clflüchc  besitzt,  dass  also  [zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  (13.)] 
<p{z)  eine  Constantc  ist.     Demgemäss  erhalten  wir  aus  (16.): 

,^17.)  f(s)  =  Const.  +  Ä2P  +  BsP-"^  +  C2P-'' [-  Pz, 

und  gelangen  daher  zu  folgendem 

Satz.  —  Ist  die  Function  f{£)  auf  der  Kugelflüchc  üherall  ein- 
(18.)  deutig,  und  bis  auf  einen  hei  z  =  oo  (d.  i.  in  0')  gelegenen  Pol  daselbst 
auch  üherall  stetig,  so  ivird  sie  stets  eine  ganze  rationale  Function 
von  0  sein. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  allgemeinsten  Aufgabe  über,  die  sich 
hier  darbietet.  Es  sei  nämlich  f(z)  eine  Function,  die  auf  der  Kugel- 
jlüche  eindeutig,  und  his  auf  einzelne  unhcJcannte  Pole  stetig  ist.  Es 
soll  die  Beschaffenheit  von  f{z)  näher  untersucht  werden. 

Möglicherweise  liegt  einer  der  unbekannten  Pole  in  0'.  All' 
diejenigen  Pole  aber,  die  iiiclit  in  0'  liegen,  mögen  mit  a^,  «gj*"""« 
benannt  werden.  Und  zur  Zerlegung  der  Kugelfläche  in  zwei  Theile 
©  und  <S'  [vgl.  die  vorhergehende  Figur]  mag  ein  Parallelkreis  ^v 
benutzt  werden,  der  so  nahe  an  0'  liegt,  dass  all'  jene  mit  a^,  a.^,--  ■  «a 
bezeichneten  Pole  innerhalb  ©  liegen.  Sind  nun  wieder  91  und  W 
die  mit  S  und  @'  correspondirenden  Theile  der  Horizontal-  und 
Antipodenebene,  so  wird  f{z)  auf  ©,  mithin  auch  auf  31  eindeutig, 
und  bis  auf  die  Pole  «^,  «g,  •  •  •  «„  stetig  sein,  also  [Satz  (32.)  pg.  48] 
auf  der  Kreisfläche  %  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(19.)         /w  =  (,_V(.-..)P.... (.-„„).,'  (^»f«^' 

wo  Ä,  B,  C,  D,  •  •  •  Constanten  vorstellen,  während  die  ^s  positive 
ganze  Zahlen  sind. 

Solches   constatirt   wollen  wir  jetzt  das   Product   untersuchen: 

(20.)  <Pi^)  =  fi^)  •  [(^  -   «l)'^'    (^  -   «2)^^   -'-(Z  —  CCaYu]. 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  ist  eine 
rationale  Function  von  z,  also  [nach  Satz  (9.)]  auf  der  Kugelfläche 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Gleiches  gilt  aber,  nach 
unserer  Voraussetzung,  auf  der  Kugelfläche  auch  von  f{z),  und  daher 
[Satz  pg.  46]  auch  von  dem  Product  (p{z). 

Diese  neu  eingeführte  Function  (p{z)   ist  mithin  auf  der  Kugel- 

(21.)  fläche  eindeutig   und   his  auf  einzelne  Pole   stetig.     Es   handelt    sich 

darum,  diese  noch  unbekannten  Pole  zu  ermitteln.     Und  zu    diesem 
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Zwecke  sind  nacheinander  die  beiden  Theile  ©  und  ©'  der  Kugel- 
fläche zu  durchmustern. 

Zuvörderst  folgt  aus  der  Gleichung  (19.),  dass  die  neue  Function 
(p{s),  (20.),  auf  51  darstellbar  ist  durch 

A  +  Bz-^Cz^-\-Bz^-\ , 

dass  sie  also  auf  %,  mithin  auch  auf  @  überall  stetig  ist.    Sie  Jcann 

(22.)  somit  auf  51  oder  <B  keinen  Pol  Jiahen. 

Was  ferner  51'  oder  ©'  betrifft,  so  besteht  (p{z),  nach  (20.), 
aus  zwei  Factoren.  Der  erste  Factor  f[s)  kann  [zufolge  unserer 
ConstructionJ  auf  ©'  nirgends  einen  Pol  haben,  also  auch  nirgends 
unendlich  werden,  —  ausser  vielleicht  in  (/.  Und  der  ziveite  Factor, 
der  in  (20.)  in  eckige  Klammern  eingeschlossen  ist,  kann,  wie  sein 
Anblick  zeigt,  auf  @'  ebenfalls  nirgends  unendlich  werden,  ausser 
für  z  =  oo,  d.  i.  in  0' .  Demgemäss  wird  also  auch  das  Product 
(p{z)  dieser  beiden  Factoren  auf  @'  nirgends  unendlich  sein  können, 

(23.)  ausser  in   0' .     Und  hieraus  folgt  weiter,  dass  (p(z)  auf  ©'  keinen 
Pol  besitzen  kann,  ausser  in  0'. 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Ergebnisse  (22.),  (23.)  wird  jetzt  also 
der  Satz  (21.)  dahin  auszusprechen  sein,  dass  die  Function  (p{z)  auf 
der  ganzen  Kugelfläche  eindeutig  und  mit  etwaiger  Ausnahme  eines  in 
0'  liegenden  Poles  daselbst  auch  überall  stetig  ist.  Hieraus  aber  folgt 
[mittelst  des  Satzes  (18.)],  dass  (p(z)  eine  ganze  rationale  Function 
von  z  ist.  Solches  constatirt,  ergiebt  sich  jetzt  aus  (20.),  dass  f{z) 
eine  gebrocJiene  rationale  Function  von  z  ist.     Also  der 

Satz.  —  Ist  die  Function  f{z)  auf  der  Kugelßiche  eindeutig  und 

(24.)  ^^s  ^^'f  einzelne  Pole  stetig,  so  ivird  sie  stets  eine  rationale  Function 
von  z  sein. 

Genauer  genommen,  ist  übrigens  offenbar  hinzuzufügen,  dass 
der  Satz  nur  dann  Giltigkeit  hat,  wenn  die  Anzahl  jener  einzelnen 
Pole  eine  endlicJw  ist. 
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Eiiifülirniig  der  Riemaiin  scheu  ebenen  Flächen  nnd  der 
Riemann'schen  Kngelllächen. 

§  1. 

Ueber  die  Riemann'schen  "Windungsflächen. 

Ein  Strahl,  welcher  von  einem  festen  Punkte  c  ausgeht,  um  c 
drehbar  ist,  und  nun  längs  irgend  einer  im  Räume  gegebenen  Leit- 
curve  fortgleitet,  wird  einen  Kegelmantel  beschreiben.  Ist  die  Leit- 
curve  eine  in  sich  zurücklaufende,  so  gilt  Gleiches  auch  von  dem 
Kegelmantel. 

Befindet  sich  die  Leitcurve  auf  einer  um  den  Punkt  c  mit  dem 
Radius  1  beschriebenen  Kugel,  so  heisst  bekanntlich  derjenige  Ober- 
flächentheil  dieser  Kugel,  welcher  von  der  Leitcurve  umschlossen 
wird,  die  Oeffnung  des  Kegelmantels. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  der  um  c  beschriebenen  Kugel  eine 
Leitcurve  denken,  welche  etwa  die  Form  einer  8  besitzt,  nämlich 
annehmen,  dass  diese  Curve,  ebenso  wie  es  bei  der  8  der  Fall  ist, 
durch  einen  Zug  entsteht,  welcher  zuerst  nach  Ausführung  einer 
Wendung  sich  selber  durchschneidet,  und  welcher  sodann  nach  Aus- 
führung einer  zweiten,  entgegengesetzten  Wendung  in  seinen  Anfang 
zurückläuft.  Der  Punkt,  in  welchem  jene  8  förmige  Curve  sich  sel- 
ber durchschneidet,  mag  der  Do2)peIpimJit  der  Curve  genannt  und 
mit  d  bezeichnet  werden. 

Lassen  wir  den  von  c  ausgehenden  Strahl  dem  Zuge  dieser 
Leitcurve  folgen,  so  wird  der  von  ihm  beschriebene  Kegelmantel, 
ähnlich  Avie  jene  Curve  selber,  zuerst  nach  Ausführung  einer  Wen- 
dung (in  der  Linie  ed)  sich  selber  durchsetzen,  und  sodann  nach 
Ausführung  einer  zweiten,  entgegengesetzten  Wendung  in  seinen  An- 
fang zurücklaufen.  Es  wird  demnach  dieser  Kegelmantel  zwei  Oeff- 
nuugen  besitzen,  von  welchen  die  eine  dem  unteren,  die  andere  dem 
oberen  Theile  der  8  entspricht. 
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Wir  haben  hier  eine  Flüche  vor  uns,  welche  in  einer  gewissen 
Linie  sich  selber  durchsetzt.  Mit  Flächen  solcher  Art  werden  wir  in 
Zukunft  häufig  zu  thun  haben;  und  es  wird  daher  zweckmässig  sein, 
wenn  wir  uns  hier  zu  Anfang  sogleich  mit  einer  gewissen  Grund- 
vorstellung bekannt  machen,  welche  —  wie  gezwungen  sie  im  ersten 
Augenblick  vielleicht  auch  erscheinen  mag  —  bei  jenen  Flächen  in 
Zukunft  beständig  festgehalten  werden  muss. 

Wir  setzen  nämlich  ein  für  allemal  fest,  dass  ztvischen  ztvei  Flä- 
chentheilen,  welcJie  einander  in  irgend  einer  Linie  durchsetzen,  längs 
(1.)  dieser  Linie  hin  Jcein  Zusammenhang,  also  auch  keine  Nach- 
barschaft stattfinden  soll. 

Denkt  man  sich  z.  B.  im  Räume  zwei  gleich  grosse  Kreisflächen, 
welche  einander  längs  eines  Durchmessers  durchsetzen  und  unter 
irgend  welchem  Winkel  gegen  einander  geneigt  sind,  so  werden 
diese  beiden  Kreisflächen  als  zwei  von  einander  völlig  getrennte 
Flächenstücke  anzusehen  sein;  nämlich  als  zwei  Flächenstücke  an- 
zusehen sein,  welche  unabhängig  von  einander  ihre  Lage  im  Räume 
ändern  können,  mithin  an  beliebige  und  beliebig  weit  von  einander 
entfernte  Stellen  des  Raumes  versetzt  werden  können. 

Sobald  von  einem  Punkte  die  Rede  ist,  welcher  auf  einer  ge- 
gebenen Fläche  fortgeht,  oder  fortschreitet,  oder  fortläuft,  so  versteht 
mau  darunter  bekanntlich  jederzeit  einen  Punkt,  welcher  seine  Lage 
auf  der  Fläche  stetig  ändert,  also  einen  Punkt,  der  von  jedweder 
Stelle  der  Fläche  immer  nur  zu  einer  benachbarten  Stelle  sich  fort- 
bewegt. Die  aufeinander  folgenden  Lagen  eines  solchen  Punktes 
werden  demnach  in  ihrer  Gesammtheit  eine  Curve  bilden,  welche 
aus  lauter  zusammenhängenden  Punkten  der  Fläche  besteht. 

Zwei  Flächentheile  können  als  zwei  Systeme  von  Punkten  ange- 
sehen werden;  die  Punkte  des  einen  Systems  sind  alle  unter  ein- 
ander zusammenhängend,  ebenso  auch  die  des  andern.  Durchsetzen 
aber  die  beiden  Flächentheile  einander,  so  findet  —  nach  der  von 
uns  angenommenen  Vorstellung  —  zwischen  den  Punkten  des  einen 
und  denen  des  andern  Systems  längs  der  Durch setzungslinie  kein 
Zusammenhang  statt. 

Der  auf  einer  gegebenen  Fläche  fortlaufende  Punkt  wird  daher, 
weil  seine  Bahn  aus  lauter  zusammenhängenden  Punkten  bestehen 
muss,  sobald  er  auf  seinem  Wege  zu  einer  Linie  gelangt,  in  welcher 
der  Flächentheil,  auf  dem  er  sich  gerade  befindet,  von  einem  andern 
Flächentheile  durchsetzt  wird,  niemals  in  diesen  andern  Flächentheil 
hinübergehen  können.     Oder  mit  andern  Worten: 

Neumanu,  AbcVsche  Integrale.  2.  Aufl.  5 
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Bei  einer  Linif,  in  ncJcher  sivei  Thcile  einer  Fläche  einander 
durchsetzen,  ist  die  Bewegung  eines  auf  der  Fläche  fortlaufoiden  Pmdc- 
(2.)  tes  nothwendig  immer  der  Art,  als  iväre  der  eine  von  diesen  beiden 
Flächentheilen  gar  nicht  vorhanden. 

Wir  haben  früher,  um  die  Werthe  irgend  einer  Function  räum- 
lich auszubreiten,  bald  eine  ebene  Fläche,  bald  eine  Km/elflächr  be- 
nutzt. Unter  Umständen  wird  es  zweckmässig  sein,  zu  diesem  Be- 
huf irgend  welche  andere  Flächen  in  Anwendung  zu  bringen.  Jeder 
Punkt  der  gerade  gewählten  Fläche  wird  alsdann  der  Träger  eines 
gewissen  Functionswerthes  werden.  Trifft  es  sich,  dass  hierbei  zu- 
sammenhängende Flächeupunkte  auch  jederzeit  mit  stetig  zusammen- 
liängeitden  Functionswerthen  belastet  sind,  so  wird  die  Function  eine 
auf  jener  Fläche  überall  stetige  zu  nennen  sein. 

Wiederum  wird  hierbei,  falls  zwei  Theile  der  iu  Anwendung  ge- 
brachten Fläche  einander  durchsetzen,  wohl  zu  beachten  sein,  dass 
zwischen  den  Punkten  des  einen  und  denen  des  andern  Theiles  längs 
ihrer  Durehsetzungslinie  kein  Zusammenhang  stattfindet. 

Soll  demnach  irge)ul  eine  Function  auf  einer  solchen  Fläche  ste- 
tig sein,  so  ivird  dazu,  was  ihre  WertJie  auf  jenen  beiden  einande>' 
durchsetzenden  Flächentheilen  anbelangt,  mir  erforderlich  sein,  dass  jeder 
(3.)  vooi  diesen  beiden  Theilcn  für  sich  allein  betrachtet  mit  lauter 
stetig  zusammenJUingenden  Werthen  belastet  ist  —  gleichgültig,  ob 
die  Werthe,  welche  der  eine,  und  ivelche  der  andere  Theil  in  der  Nähe 
ihrer  Burelisetzungslinie  besitzen,  unter  einander  gleich  ode)-  verschie- 
den sind. 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  kehren  wir  zu  dem  zu 
Anfang  betrachteten  Kegelmantel  zurück.  W^ir  wollen  uns  diesen 
Ket^elmantel  als  eine  materielle  Fläche  denken,  und  wiederum  an- 
nehmen,  sein  Scheitelpunkt  befinde  sich  im  Mittelpunld ,  und  seine 
8  förmige  Leitcurve  auf  der  Oberfläche  irgend  einer  Kugel.  Der  Kreis, 
iu  welchem  die  Kugel  von  einer  durch  ihren  Mittelpunkt  gelegten 
Horizoutalebene  geschnitten  wird,  mag  der  Aequator  genannt  wer- 
den; und  jene  8  förmige  Leitcurve  mag  auf  der  Kugel  eine  solche 
Lage  haben,  dass  die  eine  Schleife  derselben  oberhalb,  die  andere 
unterhalb  des  Aequators,  dass  mithin  ihr  Doppelpunkt  d  gerade  im 
Aequator  liegt.  Während  nun  der  Doppelpunkt  jener  Curve  im 
Aequator  ungeändert  liegen  bleibt,  mag  sich  die  eine  Schleife  auf 
der  obern,  die  andere  auf  der  unteni  Halbkugel  mehr  und  mehr 
ausdehnen;  die  Ausdehnung  mag  so  weit  fortschreiten,  bis  zuletzt 
die  eine  Schleife  von  oben,  die  andere  von  unten  her  dem  Aequator 
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imcndlich  nahe  kommt.  Gleichzeitig  werden  sich  alsdann  die  den 
beiden  Schleifen  entsprechenden  Theile  des  Kegelmantels  mehr  und 
mehr  abplatten,  und  zwar  so  weit 
abplatten,  bis  zuletzt  beide  Theile,  der 
eine  von  oben,  der  andere  von  unten 
her,  fast  vollständig  in  die  Horizontal- 
ebene  hineinfallen. 

Tn  dem  gegenwärtigen  Zustande 
wird  alsdann  der  Kegelmantel  eine 
Fläche  repräsentiren,  von  welcher  die 
Horizontalebeue  überall  doppelt  be- 
deckt ist,  es  mag  diese  Fläche  eine 
Windungsfläche,  und  ihr  Scheitelpunkt 
ein    Witidungspunkt  ^Qua-nnt  werden. 

Die  Windungsfläche  kann  auf  beliebige  Weise  begrenzt,  oder 
auch  ««begrenzt  sein.  Denken  wir  uns  z.  B,  unsere  Windungsfläche 
von  ihrem  Scheitelpunkte  aus  nur  bis  zu  der  um  c  beschriebenen 
Kugelfläche  hin  fortgesetzt,  so  wird  die  Begrenzungslinie  derselben 
eine  kreisförmige  Gestalt  besitzen.  Und  zwar  wird,  weil  längs  der 
Linie  cd  hin  zwischen  den  beiden  daselbst  einander  durchsetzenden 
Flächentheilen  Icein  Zusammenhang  stattfindet,  zwischen  den  beiden 
im  Punkte  (/  einander  durchkreuzenden  Theileu  der  Begrenzungs- 
linie ebenfalls  kein  Zusammenhang  vorhanden  sein.  Es  wird  dem- 
nach die  Begrenzung  der  Windungsfläche  aus  einer  einzigen  Curve 
bestehen,  welche  nach  zwei  vollen  Kreisumläufen  in  sich  selber 
zurückkehrt. 

Wir  würden  übrigens,  wie  wir  sofort  übersehen,  eine  solche 
kreisförmig  begrenzte  Windungsfläche  auch  dadurch  erhalten  kön- 
nen, dass  wir  zwei  ebene  Kreis- 
flächen übereinanderlegen,  diesel- 
ben längs  zweier  übereinanderlie- 
genden Radien  aufschlitzen,  und 
sodann  die  entgegengesetzt  liegen- 
den Ränder  des  oberen  und  des 
unteren  Schlitzes  mit  einander  zusammenheften,  nämlich  den  Rand 
a  mit  /3',  und  a    mit  ß. 

Ein  auf  der  Windungsfläche  fortgehender  Punkt  wird,  sobald 
er  die  Linie  cd  passirt,  aus  dem  imteren  Blatt  der  Fläche  in  das 
obere,  oder  auch  umgekehrt  aus  dem  oberen  in  das  untere  gelangen. 
Aus   diesem   Grunde  wird   es   zweckmässig   sein,   die   Linie  cd  eine 
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Ucbergangslinie  zu  nennen.  Ein  Uebergang  aus  dem  unteren  Blatt 
in  das  obere  hinein  kann  übrigens  auf  doppelte  Weise  bewerkstelligt 
werden.  Denkt  man  sich  nämlich  einen  Beobachter,  welcher  in  c 
auf  der  horizontal  liegenden  Windungsfläche  steht  und  nach  d  hin 
fortsieht,  so  kann  dieser  Uebergang  entweder  von  linJcs  unten  nach 
rechts  oben,  oder  auch  umgekehrt  von  rechts  unten  nach  linJcs  oben 
erfolgen.  Charakteristisch  für  die  hier  betrachtete  Fläche  ist  es, 
dass  ein  auf  derselben  fortlaufender  Punkt  den  Windungspunkt  sivci- 
mal  umkreisen  muss,  ehe  er  in  seine  Anfangslage  zurückkommt. 

Durchaus  unwesentlich  ist  es,  dass  wir  uns  bis  jetzt  die  Ueber- 
gangslinie  geradlinig  gedacht  haben;  es  kann  dieselbe  eine  Curve 
von  beliebiger  Krümmung  sein.  Wir  brauchen  nämlich  die  beiden 
ebenen  Kreisflächen,  welche  zuletzt  zur  Construction  der  Windungs- 
fläche in  Anwendung  gebracht  wurden,  nicht  gerade  längs  eines 
Hadius  hin  aufzuschlitzen,  sondern  können  dieselben  auch  längs 
irgend  einer  andern  vom  Mittelpunkt  nach  dem  Rande  hingehenden 
Curve  aufschlitzen.  Wenn  wir  alsdann  wiederum  die  entgegengesetzt 
liegenden  Ränder  des  oberen  und  unteren  Schlitzes  zusammenheften, 
so  haben  wir  eine  Windungsfläche,  in  welcher  die  Ucbergangslinie 
durch  eine  Curve  von  beliebiger  Gestalt  repräsentirt  ist. 

Zur  Construction  einer  Winduugsfläche  sind  bis  jetzt  swei  Me- 
thoden angegeben  worden.  Eine  dritte  Methode  zur  Construction 
einer  solchen  Fläche  ist  folgende: 

Man  markire  in  der  Horizontalebene  einen  Punkt  c,  und  construire 
sodann  in  dieser  Ebene  eine  zweimal  um  c  herum-  und  schliesslich 
in  sich  zurücklaufende  Curve,  und  bezeichne  den 
Doppelpunkt  derselben  mit  d.  Diese  Curve  be- 
trachte man  als  die  Leitcurve  eines  Kegels,  des- 
sen Scheitelpunkt  irgendwo  im  Räume  liegt;  und 
denke  sich  sodann  diesen  Scheitelpunkt  auf  irgend 
welchem  Wege  näher  und  näher  an  den  Punkt  c 
herankommend;  dann  wird  sich  die  Mantelfläche 
des  Kegels  mehr  und  mehr  abplatten,  bis  sie  zu- 
letzt vollständig  mit  der  Ebene  der  Leitcurve  zu- 
sammenfällt. In  diesem  Endzustande  wird  dann  die  Mantelfläche 
des  Kegels  wiederum  eine  Windungsfläche  sein.  Der  Punkt  c  wird 
den  Windungspunkt,  und  die  Linie  cd  die  Ucbergangslinie  vorstellen. 

Es  wird  zweckmässig  sein,  hier  zugleich  andere  Windungs- 
flächen, nämlich  Windungsflächeu  höherer  Ordnung,  mit  in  unsere 
Betrachtung  hineinzuziehen. 
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Die  letzterwähnte  Leitcurve  lief  nach  zwei  vollen  Umdrehungen 
in  ihren  Anfang  zurück.  Nimmt  man  statt  dieser  eine  Curve,  die  nach 
m  vollen  Umdrehungen  in  ihren  Anfang  zurückläuft,  so  erhält  man : 

für  m  ==  1  eine  ycivölmliche  einhlättrige  Fläche  (VVindungsHäche 
Qter  Oi-Jiiung;  bei  einer  solchen  Fläche  wird  irgend  ein  heliehiyer 
Punkt  als  der  Windungspunkt  derselben  zu  bezeichnen  sein), 

für  m  =  2  die  soeben  betrachtete,  der  letzten  Figur  entspre- 
chende swcihlättrige  Windunc/s/ lache  {n-äch  Riemaun's  Ausdrucks  weise: 
eine    Windungsfläche  1*®''  Ordnung), 

ferner  für  m  =  3  eine  dreiblättrige  Windungs fläche  (nach  Rie- 
mann:  eine    Windnngs/läche  2**^''  Ordnimg).    U.  s.  w.    U.  s.  w. 

Bemerkungen,  —  Man  ersieht  hieraus,  dass  eine  emblättrige  Win- 
dungsfläche nichts  anderes  ist,  als  eine  geivöhnliche  einblättrige  Fläche 
(z.  B.  eine  Kreisfläche),  und  also  gar  Iceine  Uehergangslinie  besitzt. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  den  angestellten  Betrachtungen  sofort, 
dass  eine  ^tmblättrige  Windungsfläche  mindestens  eine  Uehergangs- 
linie besitzt.     Doch  kann   sie  deren  auch 

mehr  haben.    In  der  That  kann  man  eine  ^ o.-""'^'  ^ 

solche  zweiblättrige  Fläche  z.  B.  erhalten       /      ^^ ;  \  j 

unter     Anwendung    der     nebenstehenden     /  y^         ;       |  / 

Curve,  welche    [ebenso    wie   die   der  vor-     [/  /       /  / 

hergehenden  Figur]  nach  zwei  vollen  Um-     fy  ^-'   '  /      / 

laufen  in  sich  zurückkehrt.    Diese  besitzt     ^\^^  ^^^   y"^ 
alsdann   offenbar   aber   drei    Uebergangs- 
liuien,  welche  in  der  Figur  durch  Punktirung  angegeben  sind. 

Eine  ^mblättrige  Windungsfläche  besitzt,  wie  man  leicht  über- 
sieht, mindestens  zwei  Uebei'gangslinien.  Diese  beiden  können  ent- 
weder irgend  welchen  Winkel  mit  einander  bilden,  oder  auch  dicht 
neben  einander,  respective  über  einander  liegen,  wie  solches  leicht 
zu  übersehen  ist.    U.  s.  w.  U.  s.  w. 

§  2. 

Ueber  die  stetige  Umformung  einer  ■Windungsfläche  in  eine 

gewöhnliche  einblättrige  Fläche. 

Liegt  auf  der  Horizontalehene  ein  in  sich  zurücklaufender  Faden 
(etwa  ein  Gummifaden),  dessen  einzelne  Elemente  biegsam,  dehnbar 
und  auf  der  Ebene  verschiebbar  sind,  so  kann  man  diesen  Faden  in 
stetiger  Weise  aus  der  Gestalt  1.  in  die  Gestalt  2.,  sodann  in  die 
Gestalt  3.,  endlich  in  die  Gestalt  4.  übergehen  lassen;  [vergl.  die 
folgende  Figur]. 
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Denkt  uiiiu  sich  den  betrachteten  Faden  als  die  Leitcurve  eines 
Kegels,  dessen  Spitze  irgendwo  im  liaume,   etwa  gerade  über   dem 
Mittelpunkt  der  Curve  liegt,   so  werden  den   verschiedeneu  Zustün- 
1.  2.  3.  4. 
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den  1.,  2.,  3.,  4.  der  Curve  ebenso  viele  verschiedene  Zustände  des 
Kegels  entsjjrechen.  Und  ebenso,  wie  jene  vier  Zustlhide  der  Curve 
stetig  in  einander  übergehen,  ebenso  wird  Gleiches  zu  sagen  sein 
von  den  vier  entsprechenden  Zuständen  des  Kegelmantels. 

Es  soll  nämlich  jede  Umformung,  bei  welcher  Zerreissungeu  und  Zu- 
sammenheftungen  vermieden  werden,   eine  stetige  heissen.     Wenn  wir  den 
hier  betrachteten  Kegelmantel  aus  dem  Zustande  1.  in  die  Zustände  2.,  3.,  4. 
übergehen  lassen,   so  müssen  wir  dabei  zwei  Flächentheile  dieses  Mantels 
in  einer  gewissen   Linie  einander  durchsetzen   lassen.     Eine   solche  Durch- 
setzung geht  nun    aber  [zufolge  unserer   Vorstellungen  pg.  65]    vor  sich, 
ohne  dass  dabei  die  Punkte  des  einen  Flächentheiles  mit  denen  des  andern 
längs  jener  Linie  hin  in  irgend  welchen  Zusammenhang  treten,  geht  also 
vor  sich,    ohne   dass   dabei    irgend   welche  Zusammenheftungen  eintreten. 
Ebenso  wenig  finden  dabei  Zerreissungen  irgend  welcher  Art  statt.     Dem- 
nach ist  die  Umformung  unseres   Kegels   aus  dem   Zustande  1.  in  die  Zu- 
stände 2.,  3.,  4  in  der  That  eine  stetige  zu  nennen. 
Die   Umformung  des   Kegels    1.  in   die   Gestalten  2.,  3.,  4.   ist 
eiue  stetige  zu  nennen,  an  welchem  Ort  des  Raumes  die  Spitze  des 
Kegels  auch  liegen  mag.     Sie   wird  also   auch   dann  noch  eiue  ste- 
tige bleiben,  wenn  wir  uns  jene  Spitze  in  der  Ebene  der  Curve,   oder 
wenigstens  dieser  Ebene  unendlich  nahe  gelegen  denken.     Thun  wir 
aber  dies,  und  verfügen  wir  im  Uebrigeii  über  die  Lage  jeuer  Spitze 
in  geeigneter  Weise,  so  ist  der  Kegel  1.  eine  geiüöhnliehe  einblättrige 
Fläche,  und  der  Kegel  4.  eine  ztveihlättrige  Wmdungsf lache, 
f  \ .)  Also  der*Satz:  Eine  gewöhnliche  ei)iblüttrige  Flüche  Icann  mittelst  ste- 

tiger Umformung  in  eine  ziveihlättrigeWindnngsfläche  verwandelt iverden. 
Man  sieht  bereits,  dass  man  durch  die  angegebene  Operations- 
methode sofort  auch  zu  folgendem  allgemeineren  Satz  gelangt: 

Eine  gewöhnliche  einblättrige  Fläche  kann  durch  stetige  Umfor- 
mung in  eine  m-blüttrige    Windungsfläche  verwandelt  tverden,   wo  m 
(2.)  eine  beliebig  gegebene   Zahl  aus  der  Beilie   1,   2,  3,  4  .  .  .  vorstellt. 
Selbstverständlich  ist  dieser  Frocess  auch  rüchivärts  ausführbar,    so 
dass  man  also  eine  beliebig  gegebene  m- blättrige   Windungsfläche  mit- 
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telst  stethjer  Umformun^f  in  eine  (jewölmliche  einhlättriye  FlücJte  zu 
verivamleln  vermag. 

§.  3. 

Analytische  Einkleidung  des  in  Rede  stehenden  Umformungs- 

processes. 

Man  kann  eine  Linie  durch  die  Bewegung  eines   Punktes,   und 
ebenso  eine  Fläche  durch  die  Bewegung  einer  Linie  entstehen  lassen. 

Wir  denken  uns  in  der  a;?/-Ebene  einen  Radius,  welcher  um 
seinen  Ausgangspunkt  c  in  positiver  Richtung  und  mit  beliebiger  Ge- 
schwindigkeit  rotirt,  und  dessen  Länge  sich  y 
von  Augenblick  zu  Augenblick  auf  ganz  be- 
liebige Weise  ändert.  Durch  die  Rotations- 
bewegung des  Radius  wird  eine  ebene  Fläche 
erzeugt  werden,  welche,  so  lange  jene  Be- 
wegung andauert,  fortwährend  im  Wach- 
sen begriö'en  ist.  Diese  Fläche  ist  in  jedem 
Augenblick  begrenzt  von  denjenigen  beiden 
geraden  Linien  R^^  und  li,  durch  welche 
die  Änfangs[a.^e  und  die  augenUicIdiche  Lage  des  Radius  dargestellt 
sind,  und  überdies  von  derjenigen  krummen  Linie  S,  auf  welcher 
der  Endpunkt  des  Radius  sich  inzwischen  fortbewegt  hat.  Von 
diesen  drei  Begrenzuugslinien  ist  es  die  Linie  R,  welche,  während 
sie  in  ihrer  Rotationsbewegung  weiter  und  weiter  fortschreitet,  ein 
fortwährendes  Wachsen  der  Fläche  bewirkt. 

.  Neben  der  Fläche  (RqBS)  denken  wip  uns  gleichzeitig  eine 
zweite,  und  ebenfalls  noch  im  Wachsen  begriffene  Fläche  (P„PZ). 
Diese  letztere  mag   au    irgend  einer  andern 

OD  ^ 

Stelle  des  Raumes,  etwa  in  der  |j^- Ebene, 
auf  ganz  analoge  Weise  entstehen,  nämlich 
erzeugt  werden  durch  einen  Radius,  der  in 
jener  Ebene  in  xjositiver  Richtung  um  seinen 
Ausgangspunkt  y  rotirt,  und  dessen  Länge 
sich  ebenfalls  von  Augenblick  zu  Augenblick 
ändert. 

Bei  der  Fläche  (RqIIS)   waren  die  Ge- 
schwindigkeit,  mit  welcher   der   erzeugende 

Radius  rotirt,  und  die  Schnelligkeit,  mit  welcher  die  Länge  des  Radius 
zu-  oder  abnimmt,  durchaus  ivillkilrUch.  Anders  soll  es  sich  bei 
der  Fläche  iP^^PY.)  verhalten.    Sind  nämlich  in  irgend  einem  Augen- 
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hlick  R  und  P  die  Lätigcn  der  beiden  crzeugcndeti  Badien,  und  w  und 
a  die  vo)i  ilnien  heschrichcnen  RotationswinJcel,  so  soll  bestund i(j 

p  =  yli     und     CO  =  - 
m 

scin^  wo  m  eine  beliebig  gegebene  positive  ganze  Zahl  vorstellt.   Liisst  man 
nun  das  Azimut h  ^v  von  0^  bis  m  .  SöO*^,  mithin  das  Azimutli  o)  von 
0^  bis  oGO"  auwach^;cn,  so  wird  sich,  auf  diese  Weise  und  unter  sonst 
geeigneten  Dispositionen,  die  eine  Fläche  in  eine  m-blüttrige  Windungs- 
fläclw,  die  andere  in  eine  gewöhnlich  einblättrige  Fläche  verwandeln. 
Erläuterung.  —  Die  Flächen  (B^BS)  und  (P{,PZ)  entstehen  und  wach- 
sen gleichzeitig.     Während  aber  das  Wachsen  der  ersteren  auf  cülliy  freie 
und  willkürliche  Weise  vor  sich  geht,    ist  das  Wachsen  der  letztern  auf 
bestimmte  Weise  gebunden  an  das  der  erstem. 

■  Wir  wollen  uns  beide  Flächen  materiell  denken.  Die  Fläche  (B^BS) 
wird  in  dem  Augenblick,  wo  ihr  erzeugender  Radius  eitien  Rotationswinkel 
von  360'^  beschrieben  hat,  zwei  Randgebiete  B^  und  B  besitzen,  welche 
dicht  neben  einander  liegen.  Zwischen  diesen  beiden  Randgebieten  mag 
aber  keine  Vereinigung  eintreten.  Wir  wollen  nämlich  den  erzeugenden 
Radius,  sobald  er  nach  einer  Drehung  von  360°  zu  seiner  Anfangslage  B^ 
zurückgekehrt  ist,  in  seiner  Rotationsbewegung  weiter  fortfahren  lassen, 
und  gleichzeitig  wollen  wir  das  von  ihm  nachgeschleppte,  neu  entstehende 
Flächengebiet,  ohne  mit  dem  bei  i?,,  schon  vorhandenen  in  Zusammenhang 
zu  treten,  über  dieses  hinweg  sich  fortschieben  lassen.  Die  Fläche  (B^BS) 
wird  alsdann  die  Gestalt  einer  Schraubenfläche  annehmen,  in  welcher  die 
Anzahl  der  über  einander  liegenden  Blätter  mit  jeder  Umdrehung  des  er- 
zeugenden Radius  um  Eins  zunimmt ,  und  bei  welcher  eine  Vereinigung 
der  bei  B^  und  B  liegenden  Randgebiete  nun  weiterhin  völlig  unmög- 
lich ist. 

Wir  ändern  gegenwärtig  unsere  Vorstellungen.  Die  Fläche  (B^I^S) 
mag  nicht  geradezu  wie  eine  Schraubenfläche,  sondern  in  etwas  anderer 
Art  wachsen.  Während  nämlich  bei  Entstehung  einer  Schraubenfläche  das 
im  Wachsen  begrift'ene  obere  Blatt  der  Fläche  beständig  auf  dem  schon 
vorhandenen  darunter  liegenden  Blatt  sich  fortschiebt,  nehmen  wir  an,  dass 
bei  Entstehung  der  Fläche  (B^BS)  das  im  Wachsen  begriffene  Blatt  die 
schon  vorhandenen  Blätter  beliebig  oft,  und  an  beliebigen  Stellen  durch- 
setzen dürfe,  dass  also  die  voranschreitende  Begrenzungslinie  B  des  neu 
entstehenden  Blattes  sich  gewissermassen  wie  eine  scharfe  Kante  oder 
Schneide  verhalte,  welche  die  schon  fertigen  Blätter  nach  Belieben  durch- 
dringen kann. 

Wir  lassen  nun  die  voranschreitende  Kante  B  von  ihrer  Anfangs- 
lage Bg  aus  im  Ganzen  vi  volle  Umdrehungen  machen,  und  lassen  die- 
selbe im  Verlaufe  dieser  Umdrehungen  in  jedem  Augenblick  nach  Belie- 
ben entweder  das  schon  früher  entstandene  Flächengebiet  durchschneiden, 
oder  ohne  dasselbe  zu  verletzen  ruhig  darüber  hingleiten;  jedoch  so,  dass 
sie  schliesslich  nach  Ablauf  jener  in  Umdrehungen  in  ihre  Anfangslage  J^^ 
hineinfällt.     Ihre    Länge  mag  sich   während  jener   m  Umdrehungen   von 
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Augenblick  zu  Augenblick  beliebig  geändert  haben,  zuletzt  aber  wiederum 
ebenso  gross  geworden  sein,  als  sie  zu  Anfaug  war.  Die  in  solcher  Weise 
entstandene  Fläche  (B^,IiS)  wird  alsdann  zwei  bei  M^  und  li  unmittelbar 
neben  einander  liegende  Randgebiete  haben.  Lassen  wir  zwischen  diesen 
beiden  Randgebieten  eine  Zusammcnschmelzung  eintreten,  und  setzen  wir 
ferner  [in  Uebereinstimmung  mit  den  von  uns  angenommenen  Grundvor- 
stellungen ;  pg.  65j  fest,  dass  in  jeder  Linie,  wo  zwei  Theile  der  Fläche 
einander  durchsetzen,  zwischen  diesen  beiden  Theilen  kein  Zusammenhang 
vorhanden  sein  soll,  so  haben  wir  eine  Fläche  vor  uns,  die  nichts  Anderes 
ist,  als  ciue  m-hlättrige  Windungsßüche,  deren  Windungspunkt  in  c  liegt, 
und  deren  Rand  durch  eine  einzige  nach  m  vollen  Umgängen  in  sich  sel- 
ber zurücklaufende  Curve  -S'  dargestellt  wird. 

Während  nun  die  Fläche  (7?„  B  S)  in  solcher  Weise  anwächst  und 
schliesslich  in  eine  »«-blättrige  Windungsfläche  übergeht,  nimmt  gleich- 
zeitig die  von  ihr  abhängende  Fläche  (PoP51)  eine  sehr  viel  einfachere  Ge- 
stalt an.  Da  nämlich  die  von  den  Radien  B,  und  P  gleichzeitig  beschrie- 
benen Rotations winkel  w  und  w  in  jedem  Augenblick  durch  die  Gleichung 

w 

ta  =  — 

m 

mit  einander  verbunden  sind,  der  Radius  B  aber  m  volle  Umdrehungen 
gemacht  hat,  so  wird  gleichzeitig  der  Radius  P  nur  eine  Umdrehung  aus- 
geführt haben.  Und  da  ferner  die  Längen  jener  beiden  Radien  in  jedem 
Augenblick  durch  die  Gleichung 

P  =  "]/B 

verbunden  sind,  der  Radius  B  aber  nach  Ablauf  seiner  m  Umdrehungen 
wieder  seine  ursprüngliche  Länge  B^  angenommen  hat,  so  wird  auch  der 
Radius  P  nach  Ausführung  seiner  einen  Umdrehung  wiederum  zu  seiner 
anfänglichen  Länge  P^  zurückgekehrt  sein. 

Nach  Ablauf  des  ganzen  Processes  haben  wir  also  in  der 
a;?/- Ebene  eine  m-hlättrige  Windungs fläche,  mit  dem  Centnmi  oder 
WindungspunJct  c,  andererseits  in  der  |ij- Ebene  eine  geivöhnliche  ein- 
blättrige Fläche  mit  dem  Centrum  y.  Zerlegt  man  die  erstere  in 
360  Sectoren  von  je  1  Grad,  so  besitzen  die  correspondirenden  Sec- 

toren  der  letztern  ie  —  Grad.    Dabei  wird  die  geffenseitige  Laseruns 

benachbarter  Sectoren  auf  der  einen  Fläche  genau  dieselbe  sein,  wie  die 
gegenseitige  Lagerung  der  correspondirenden  Sectoren  auf  der  andern. 
Durch  geeignete  Biegungen  und  Dehnungen  wird  man  daher  die  eine 
Fläche  mit  der  andern,  und  zwar  jeden  Sector  der  einen  mit  dem  cor- 
respondirenden  der  andern  zur  Deckung  bringen  können.  Bemgemäss  ist 
die  eine  Fläche  als  eine  stetige  Umformung  der  andern  zu  bezeichnen  [wie 
solches  auf  anderm  Wege  schon  früher  erkannt  wurde,  Satz  (2.)  pg.  70]. 
Versteht  man  jetzt  unter  correspondirenden  Fmikten  der  beiden 
Flächen  solche,  die  auf  corresjoondirenden  Badien  liegen,  deren  Azi- 
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mutbe  also  der  Relation   entsprechen:  co  =    \    und   deren    Ceutral- 

distanzeu  überdies  der  Gleichung"  Genüge  leisten:  q=  )/;•,  so  hat 
man  für  je  zwei  solehe  einander  correspuudirendc  Punkte  (>•,  w)  und 
{q,  a)  die  Formeln:  r  =  q'"  und  \v  =  niG},  mithin: 

(3-)  re'^  =  (9  e' "')'",     wo     i  =  Y^l.  . 

Bezeichnet  man  die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieser  corre- 
spondireuden  Punkte  (;•,  w)  und  {q,  co)  respective  mit  (.*;,  y)  und 
(^,  }]),  und  setzt  mau  x  -{-  iy  =  z,  ebenso  ^  -f  /»^  =  ^,  so  ergiebt 
sich  sofort  [vgl.  die  Figuren  p.  71]: 

(^K.)  s  —  c  =  r&^     und     t,  —  y  =  qc'"'. 

Dabei  steht  c  für  a  -\-  ib  und  7  für  a  -\-  iß,  wo  {a,  h)  und  {a,  ß) 
die  rechtwinkligen  Coordinaten  dieser  Punkte  c  und  y  vorstellen. 
Mittelst  dieser  Relationen  (R.)  geht  aber  die  Formel  (3.)  über  in 

(4.)  ^;  _  C  =  (g  —  7)'". 

Also  der  iSatz:  Ist  m  der  2 -Ebene  eine  m -blättrige  Windungs- 
fläche mit  dem  Windungspunld  c,  ferner  in  der  ^- Ebene  eine  geivöhn- 
liche  einblättrige  Fläche  mit  dem  Windungsj}nnlit  y  gegeben,  und  seist 
mau  zwischen  den  Punktoi  2  und  t,  dieser  beiden  Flädien  die  Corrc- 
spondenz  fest: 
(5.)  s  —  c  =  {^-  y)"% 

so  icird  man  durch  stetige  Umformung  die  eine  Fläche  in  die  andere, 
und  zivar  jedtveden  Punlt  z  der  einen  in  den  correspondirenden 
Funkt  t,  der  andern  zu  verwandeln  im  Stande  sein. 

Bemerkung.  —  Die  Einrichtung  der  in  unsern  Figuren  pg.  71  gezeich- 
neten Axensysteme  zeigt  sofort,  dass  als  obere  Seite  der  xy-Eheue  und 
|jj- Ebene  diejenigen  zu  bezeichnen  sind,  die  in  jenen  Figuren  wirklich 
nach  oben  gewendet  sind.  Lässt  man  nun  den  Punkt  z  den  Kand  der  w-blätt- 
rigen  Windnngsliüche  umlaufen,  so  wird  gleichzeitig  der  correspondirende 
Punkt  ^  den  Rand  der  einblättrigen  Fläche  durchwandern.  Und  diese  bei- 
den einander  correspondirenden  Umlaufsbewegungen  sind,  wie  man  sieht, 
entweder  beide  positiv,  oder  aber  beide  negativ. 

§   4. 


Betrachtiing  der  Function  ^{z  —  Cj)  {z  —  c.,)  [z  —  Cg). 
Wir  wollen  die  Function 


(1.)  /    =  f\^)    =   Vi^   —   Cl)    {2    -    C2)   (Z    -     Cg) 

untersuchen,  indem  Avir  die  Variable  z  imd  die  Constanten  q,  c,,  63 
als  Punkte  in  der  llorizontalebene  uns  vorstellen.  Sind  r^,  r^^  r^ 
die  Entfernungen  des  variablen  Punktes  z  von  den  festen  Punkten 
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^i;  ^2>  ^3'  ^'"^^  "^i'  ^2)  ^i  ^i^  Azimutlie  dieser  Eiitferiiimgen  gegen 
die  it;-Axe  des  zu  Grunde  gelegten  Coordiuatensysteuis,  so  ist 

^  —  Ci  =  >\ä^', 

g  —  0^  =  r^e^^^, 

folglich:  i(9i  +  9^  +  »,) 

(2.)  f  =  Vr,r,r,-e 

oder  was  dasselbe  ist: 
^2a.)  /  =  yr,  r,  r,    cos  (^  '  ^  g  ^— j  +  *  ^"i  (^  2  jj  ' 

wobei  unter  ]/»'x*'2*'3  stets  der  positive  Wertli  dieser  Wurzel  zu  ver- 
stehen ist.  Aus  (1.)  wie  aus  (2.)  folgt,  dass  f  nur  dann  verschwin- 
det, wenn  s  in  einen  der  Punkte  Cj,  Cg,  Cg  hineinfällt. 

Versteht  man  nämlich  unter  cp  eine  reelle  Grösse,   so  kann  ein  Aus- 
druck von  der  Form  .    . 

cos  (p  -\-  i  sin  qp 

niemals  verschwinden.  Denn  zu  seinem  Verschwinden  würde  ein  gleich- 
zeitiges Nullwerden  von  cos  qp  und  sin  qp  erforderlich  sein;  was  zufolge 
der  Relation  cos"-  qp  -f-  sin-  qp  =  1  unmöcjlicli  ist. 

Der  in  (2  a.)  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  kann  daher  nur 
dann  versehenden,  wenn  einer  der  Factoren  r^ ,  r,^  ,  r^  verschwindet.  U.  s.  w. 

Für  jedwede  Lage  des  Punktes  z  hat  die  Function  /'  zwei  ein- 
ander entgegengesetzte  Werthe:  /'  und  ( —  /").  Diese  simultanen 
Werthe  /'  und  ( —  /')  ändern  sich,  falls  man  z  irgend  eine  Curve 

/         \  f  ff  fff  fjr 

[0.)  s,s  ,z    Z 

durchlaufen  lässt,  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise,  und  liefern 
also  zwei  der  Curve  entsprechende  Reihen: 

(«•)  /",      r,     r, F, 

deren  jede  aus  lauter  stetig  zusammenhängenden  Werthen  besteht. 
Passirt  die  Curve  (<?.)  eine  der  Stellen  c^,  c^,  c.^,  so  erfolgt  in  die- 
sem Augenblick  ein  Contact  der  beiden  Reihen,  indem  alsdann  die 
augenblicklichen  Werthe  derselben  einander  gleich,  beide  =  0  wer- 
den. Setzt  man  hingegen  fest,  die  Curve  (<?.)  solle  jene  drei  Stellen 
q,  C.2,  C3  vermeiden,  so  sind  die  simultanen  Werthe  der  l^eiden 
Reihen  («.),  (/3.)  stets  von  einander  verschieden.  Bei  der  genannten 
Festsetzung  wird  also  zwischen  den  beiden  Reihen  niemals  ein  Con- 
tact, mithin  auch  niemals  eine  Venvechsehmg  möglich  sein;  so  dass 
also  jede  derselben  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  längs  der 
ganzen  Cui've  eindeutig  bestimmt  ist. 
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Lässt  man  also  den  Fiuild  z,  unter  VermeidtuKj  der  drei  Stel- 
len Ci,  C2,  Cg,  irgend  ivelche  Cnrve 


Z 


dnreldaufen ,  so  entspreclien  dieser  Curve  zwei  stetige    W'erthreihcn  der 

Function  

(3.)  f=Yip  —  Ci)  (^  —  <^){^  —  c-s)- 

Und  zwar  wird  jede  dieser  beiden  Reihen  durch  Angabe  ihres  Anfangs- 
werthcs  längs  der  ganzen  Cnrve  eindeutig  bestimmt  sein. 

Eine  wesen flieh  andere  Frage  aber  ist  die,  ob  eine  solche   Werth- 
(4.)  reiJie  zu  ihrem  Anfangsiverthe  zurücMehrt,  sobald  man  den   Punkt  z 
nach  irgend  ivelcher^  die  Stellen  q,  c.,,  c.^  vermeidenden  Beivegung  schliess- 
lich nieder  in  seine  Anfangslage  zurückführt. 

Bemerkung.  —  Die  Anwendung  des  Wortes  Contact  dürfte  im  Vor- 
hergehenden um  so  zutreffender  sein,  als  dasselbe  einer  nahe  liegenden 
geometrischen  Vorstellungsweise  entspricht.     Setzt  man  nämlich 

/■=  «  4-  iv, 
mithin 

(-  n  =  (-  w)  +  i  (-  V), 
und  betrachtet  man  u,  v  und  ( —  u),  (—  v)  als  zwei  Punkte  in  der  «f- Ebene, 
so  werden  diese  beiden  Punkte,  während  z  die  Curve  (0.)  durchwandert, 
irgend  welche  Bahnen  beschreiben.  Dabei  aber  werden  diese  beiden  Punkte, 
so  lange  die  Stellen  Cj ,  c.,,  c^  von  der  Curve  (ff.)  vermieden  werden,  niemals 
mit  einander  in  Contact  kommen  können. 

Wir  gehen  über  zur  Beantwortung  der  in  (4.)  gestellten  Frage. 
Lässt  mau  den  Punkt  z  eine  geschlossene  Curve  durchlaufeu,  welche 
keinen  der  Puukte  q,  Cg,  Cg 
umschliesst,  so  kehren  hier- 
bei [wie  die  geometrische  An- 
schauung zeigt]  die  Azimuthe 
i^i,  0-.,,  O-g  zu  denselben  Wer- 
then  zurück,  die  sie  zu  An- 
fang dieser  Bewegung  be- 
sassen.  Gleiches  gilt  selbst- 
verständlich von  r^,  r.^,  r^, 
und  zufolge  (2  a.)  also  auch 
von  /'.  Denn  es  sollte  unter 
yr^r^r^  stets  der  positive 
Werth  dieser  Wurzel  verstandn  werd  eu. 

Lässt  man  hingegen  den  Punkt  z  eine  geschlossene  Bahu  durch- 
laufen, welche  einen  der  Punkte  q,  c^,  Cg,  z.  B.  den  Punkt  Cy  um- 
schliesst,  so  wird  &y  um  +  2;r  wachsen,  während  %:^,  -9-3   und  r^, 
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(P^ 


i\,,  r.5  zu  ihren  anfänglichen  Werthen  zurückkehren.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Function  /'(2  a.)  bei  einem  solclien  Umlauf  einen  Werth  er- 
erlangt, der  zu  ihrem  an- 
fänglichen Werthe  entgegen- 
gesetzt ist. 

Lässt  man  ferner  den 
Punkt  0  eine  geschlossene 
Curve  durchlaufen,  welche 
mvei  der  Punkte  q,  c.^,  c^, 
z.  B.  Ci  und  €.2  umschliesst,  so 
wird  jedes  der  beiden  Azi- 
muthe  Q-^,  Q-^  um  +  2ji  wach- 
sen, und  zwar  entweder  beide 
um  -f-  271,  oder  beide  um 
—  27C.  Hieraus  folgt,  dass 
die  Function  f  (2  a.)  bei  einem 

solchen  Umlauf  zu  ihrem  anfänglichen  Werthe  zurückkehrt.    U.  s.  w. 
U.  s.  w. 

Auf  Grund  dieser  Ueberlegungen  kann  der  vorhergehende  Satz 
(3.)  jetzt  weiter  vervollständigt  und  so  ausgesprochen  werden:  Lässt 
man  den  Punkts,  unter  Vermeidung  der  Stellen  c^,c.2,c^,  irgend  tcelche 
Curve:  z',  0",  z'",  .  .  .  .  Z 

durchlmifen,  so  entsprecJien  dieser  Curve  zwei  stetige    Werthreihen  der 
gegebenen  Function 


f=  V{2  —  Ci)  (^  —  C2)  {z  —  C3). 


Jede  solche  Ueilie  ,.,    „„    „,„  „ 

t  ,  t  ,  t    ,  •  •  '  .  ± 

ist  durch  Angabe  ihres  Anfangswerthes  f  längs  der  ganzen  Curve  ein- 
deutig bestimmt.  Lässt  man  nun  jene  Curve,  immer  unter  Vermei- 
dung der  Punkte  c^,  c^^  c^,  in  sich  zurücMehren,  also  Z  identisch  wer- 
den mit  z ,  so  ivird  sich  für  diese  Beihe  ein  Endivertli  F  herausstellen, 
ivelcher  mit  ihrem  Anfangsivei"th  f  gleich  oder  entgegengesetzt  ist, 
jenachdem  die  Anzahl  der  von  der  Curve  umschlossenen  Punlde  Cy,C2,  c^ 
gerade  (0,  resp.  2)  oder  ungerade  (1,  resp.  3)  ist. 

§  5. 


Weitere  Betrachtung  der  Tunction  "[/(^  —  Cj)  (z  —  c^)  {z  —  C3). 
Zerlegung  ihres  ganzen  "WerthYorraths  in  zwei  gesonderte  Systeme. 

Es  seien  (-j-  f^  und  ( —  f^  die  Werthe  von  f  in  irgend  einem 
Punkte  0ft.     Wir  beschreiben   um  Zr.   ein  kleines  Flächenstück  und 
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pflanzen  auf  diesem  Fliichenstück  sowohl  dasjenige  Werthsystem 
'^(+ /o)  ^'■1^7  welches  an  (+ /o)  ^i^^^  stetig  anschliesst,  als  auch 
dasjenige  Werthsystem  S{ —  /,",),  welches  mit  ( —  /'y)  stetig  zusam- 
menhängt. 

Wir  lassen  nun  jenes  kleine  Flächeustück  nach  allen  Seiten 
hin  mehr  und  mehr  anwachsen  und  gleichzeitig  die  genannten  bei- 
den Werthsysteme  in  entsprechender  Weise  sich  ausdehnen,  indem 
wir  dabei  zu  jedem  der  beiden  Systeme  immer  nur  solche  Werthe 
hinzutreten  lassen,  die  sich  stetig  anschliessen. 

Wir  haben  alsdann  zwei  im  Wachsen  begriffene  Werthsysteme 
vor  uns,  deren  gemeinschaftliche  Peripherie  sich  ähnlich  wie  ein  im 
Punkt  0(f  erregter  Wellenring,  nach  allen  Seiten  weiter  und  weiter 
fortbewegt.  Geschieht  diese  Fortbeweü;un(?  nach  allen  Seiten  hin  mit 
gleicher  Geschwindigkeit,  so  wird  jene  Peripherie,  falls  sie  ursprüng- 
lich kreisförmig  war,  beständig  kreisförmig  bleiben.  Ist  hingegen 
die  Geschwindigkeit  nach  verschiedenen  Seiten  verschieden,  so  wird 
jene  Peripherie  im  Verlaufe  der  Zeit  andere  und  andere  Gestalten 
annehmen  können,  und  zwar  Gestalten  von  beliebig  unregelmäs- 
siger Form. 

Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  wird  ein  Contact  zwischen 
jenen  beiden  im  Wachsen  begriffenen  Werthsystemen  S(-{-f(,)  und 
S  ( —  /o),  mithin  auch  die  Gefahr  einer  Verwechselung  niemals  ein- 
treten können,  falls  man  nur  dafür  sorgt,  dass  die  gegebenen  Punkte 
Cy,  C2,  C3  beständig  ausserhalb  der  gemeinschaftlichen  Peripherie  der 
beiden  Systeme  bleiben.     Um  die  Hauptsache  hervorzuheben: 

So  lange  die  Punkte  q,  Cg,  c.^  ausserhalb  der  gemeinschaßlichen 

(6.)  PeripJierie  der  Systeme  S(-\-f^^  und  >S^(— ^)  bleiben,   werden   diese 

beiden   Systeme  ohne  gegenseitigen  Contact,  mithin  eindeutig  bestimmt 

sein,  und  in  jedwedem  Punkte  z  entgegengesetzte   Wertlie  besitzest. 

Wir  betrachten  jetzt  die  Horizontalebene  als  eine  um  den  An- 
fangspunkt z  =  0  des  Coordinatensystems  beschriebene,  unendlich 
grosse  Kreis/läclie  ß',  und  führen  in  dieser  einen  Schnitt  aus:  c^c^c^d. 
Oder  genauer  ausgedrückt:  Wir  sondern  von  der  Fläche  Ä  einen 
unendlich  schmalen  Flüchenstreifen  ab,  welcher  die  Punkte  c, ,  c^,  c^ 
in  sich  enthält,  welcher  nämlich  bei  q  beginnt  und,  über  c^  und 
Cy  fortlaufend,  bis  zum  Rande  der  Kreisfläche  S',  etwa  bis  d,  sich 
erstreckt.  Nach  Absonderung  dieses  schmalen  Streifens  bezeichnen 
wir  die  Fläche  mit  Ä'.  Diese  neue  Fläche  Ä'  besitzt  demgemäss 
eine  Randcurve,  welche  theils  aus  dem  kreisförmigen  Rande  von  Ä, 
theils  aus  den  beiden  Uferlinien  des  Schnittes  c^^c^c^d  besteht. 
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Solches  festgesetzt,  mag  nuu  die  gemeinschaftliche  Peripherie  der 
Systeme  S  (+/o)  und  S(—  ^),  vom  Punkte  2^  aus,  in  solcher  Weise  sich 
ausdehnen,  dass  sie,  beständig  innerhalb  Ä'  ^ 

bleibend,  dem  Rande  von  Ä'  näher  und 
näher  kommt  und  schliesslich  in  densel- 
ben übergeht.  In  solcher  Art  entstehen 
alsdann  zwei  die  ganze  Fläche  ^'  über- 
deckende Werthsysteme  *S'  (-{-  /^)  und 
S{ — /"o),  die,  zufolge  (6.),  ohne  gegensei- 
tigen Contact  sind,  und  die  üherdiess  in 
jedwedem  inyierhdlh  W  liegendem  PunJde  z 
(Oa.)  entgegengesetzte  Werthe  haben.  Es 
kann  daher  das  eine  System  aus  dem 
andern  abgeleitet  iverden  durch  3hdtiplication  mit  ( —  1). 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  der  beiden  Systeme  an  den 
Ufern  des  Schnittes  CiC2C^d  zu  untersueten.*)  Sind  Je  und  x  zwei  zu 
beiden  Ufern  der  Schnittstrecke  (c^  Cg)  ein- 
ander gegenüberliegende  Punkte,  und  zieht 
man  von  Je  aus  eine  Curve  /,  welche  inner- 
halb Ä'  fortschreitend  schliesslich  nach  x  ge- 
langt,  so  bilden  die  Werthe,  welche  das  Sy- 
stem S  (+  /oj  längs  dieser  Curve  I  besitzt, 
eine  stetig  zusammenhängende  Reihe.  Zufolge 
des  Satzes  (5.)  hat  aber  diese  Reihe  im  An- 
fangs- und  Endpvmkt  der  Curve,  d.  i.  in  Je 
und  K  entgegengesetzte  Werthe.  Denn  die  Curve 
umschliesst  nur  eineti  der  Punkte  q,  Cg,  c^,  nämlich  nur  c^. 
System  'S(+/oJ  hat  also  in  Je  und  x  entgegengesetzte  Werthe. 

Sind  hingegen  k  und  x  zwei  Uferpunkte  der  Schnittstrecke 
(C2C3J,  so  findet  man,  auf  Grund  des  Satzes  (5.)  und  unter  Anwendung 
der  Curve  II,  dass  das  System  S  (-f-  Q  in  Je  und  x  gleicJie  Werthe  hat. 

Gehören  endlich  k,  x  zur  Schnittstrecke  (c^d),  so  findet  man, 
mittelst  der  Curve  III,  dass  das  System  aS'(+/o)  in  k  und  x  ent- 
gegengesetzte Werthe  hat. 


Das 


*)  In  den  Figuren  sind  die  beiden  üferlinien  des  Schnittes  c^  c^  c^  d  bald 
durch  zwei  Parallellinien,  bald  nur  durch  eine  einzige  Linie  angedeutet.  Auch  wird 
es  hin  und  wieder  zweckmässig  sein,  diesen  Schnitt  in  den  Punkten  c^,C2,  c.  mit 
kleinen  kreisförmigen  Enceiterungcn  zu  versehen,  wie  solches  z.  B.  geschehen 
ist  in  der  ersten  Figur  der  gegenwärtigen  Seite.  Durch  diese  kreisförmigen 
Erweiterungen  wird  alsdann  z.  B.  deutlich  zur  Anschauung  gebracht,  dass  die 
genannten  Punkte  ausserhalb  Ä'  liegen. 
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Die   Wcrtlic,   ivelchc   das  System  S(-\-fl)   zu   beiden    Ufern   des 
7.)  Schnittes  c^c^c^d  besitzt,  sind  also  längs  der  Strecke  {c^c^  einander  ent- 
(jcffcngcsetzt,  längs  der  Strecke  (c.>c._i)  einander  gleich,  und  längs  der 
Streele  (c-^d)  ivieder  einander  entgegengesetzt. 

Genau  dasselbe  gilt  von  dem  System  S{ — /o),  wie  man  solches 
z.  B.  schon  daraus  erkennt,  dass  die  Werthe  des  einen  Systems  aus 
denen  des  andern  durch  Multiplication  mit  (—  1)  sich  orgeben. 

§  6. 


Betrachtung  der  Function  y(z  —  ^i)  (z  —  c.,)  .  .  .  {z  —  C2„). 

Ihre  Ausbreitung  auf  einer  Riemann'scben  Fläche. 
Die  soeben  durchgefühi-ten  Betrachtungen  sind  sofort  übertrag- 
bar auf  die  allgemeinere  Function 

(8.)  /■=]/(£-  c,)  (z-c.;)...  (z  -  c;5 

Denkt  man  sich  nämlich  wiederum  die  Horizontalebene  als  eine  un- 
endlich grosse,  um  z  ^  0  ^geschriebene  Kreisfläche  ^,  und  diese 
Fläche  durch  einen  Schnitt  c^  C2  C3  .  .  . 
c-2nd  in  eine  neue  Fläche  Ä'  verwan- 
delt, so  werden  sich,  falls  man  die  Werthe 
von  f  in  irgend  einem  Punkte  Zq  mit 
(-f-  /o)  und  ( —  /o)  benennt,  von  diesem 
Punkte  aus  zwei  die  ganze  Fläche  ^' 
überdeckende  Werthsysteme  S{-\-  /ö)  und 
S  {—  fo)  ausbreiten  lassen,  von  denen 
jedes  für  sich  betrachtet  auf  ^'  stetig 
ist,  und  die  zusammengenommen  den 
ganzen  Werthvorrath  der  gegebenen  Func- 
tion repräsentiren. 

Ferner  wird  man,  analog  dem  Satz  (7.),  finden,  dass  die  Werthe, 
ivelclie  das  System  >S(+/o)  ^u  beiden  Seiten  des  Schnittes  c^c^c.^ . . .  c-2nd 
besitzt,  längs  der  Strecke  (c^c^)  entgegengesetzt,  längs  {c^c.^  einander 
(9.)  gleich,  längs  (CgCj  wieder  einander  entgegengesetzt  sind  u.  s.  f.; 
so  dass  also  Gegensatz  Jierrscht  auf  den  Strecken  {CyC.^,  (CjC^),  (c^Cq), 
.  . .  (c2„_iC2„),  andererseits  aber  Gleichheit  in  den  Strecken  (cgCg), 
(C4C5),  (CßCr),  •  •  •  (c^nd). 
(10.)  Gleiches  gilt  für  das  System  S {— f^.    Denn  das  eine  System  ent- 

steht aus  dem  andern  durch  Midtiplication  mit  (—1);  vgl.  (6a.). 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Fläche  W  doppelt,  nämlich  gegeben 
in  zwei  genau  übereinander  liegenden  Exemplaren  Ä'  und  £',  die 
etwa   von    einander    getrennt    sein    können    durch    einen    unendlich 
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dünnen  Zwischenraum.     Das  System  /S^(+/'o)  lassen  wir  auf  ^'',  ver- 
pflanzen aber  das  andere  System  S( — fo)  von  Ä^' nach  ü'.    Alsdann 
(11.)  tverden  also  je  zwei  übereinander  liegende  Funkte  der  Flächen  ^'  und  £' 
mit  einander  entgegengesetzten  Functionsiverthen  heiastet  sein. 

Wir  haben  alsdann  sivei  übereinander  liegende  Schnitte  qc^ . . .  d, 
einen  im  oberen  Blatt  Ä',  den  andern  im  untern  Blatt  2'.  Sind  nun 
/.-,  'jc  zwei  einander  gegenüberliegende  Uferpunkte  des  ohern,  und  l, 
A  die  darunter  befindlichen  üferpunkte  des  untern  Schnitts,  so  finden 
zwischen  den  iu  je  vier  solchen  Punkten  vorhandenen  Functions- 
werthen  einfache  Beziehungen  statt. 

Gehören  z.  B.  die  vier  Punkte  Je,  x,  l,  l  zu  einer  der  Strecken 
(c^Co),  (C3C4),  (CjCe),.  .  .  (c2n—i  C2n) ,  SO  sind,  zufolge  (9.),  in  Je  und  oc 
entgegengesetzte  Werthe  vorhanden.  Ebenso  aber  sind,  zufolge  (11.)^ 
auch  die  Werthe  in  den  übereinander  liegenden  Punkten  k  und  l  ein- 
ander entgegengesetzt,  und  ebenso,  aus  gleichem  Grunde,  auch  die 
Werthe  in  x  und  A.  Bezeichnet  man  also  z.  B.  den  in  k  vorhande- 
nen Werth  mit  K,  so  hat  man  in  jenen  vier  Punkten  im  Ganzen 
folgende  Werthe: 

h      z 

Diese  Formeln  zeigen,  dass  in  den  üferlinien  k  und  A  gleiclie  Werthe 
vorhanden  sind  und  dass  also  bei  einer  Zusammenheftimg  dieser  bei- 
den (einander  schräg  gegenüberliegenden)  Uferlinien  von  beiden  Sei- 
ten her  gleiche  Werthe  zusammenstossen  werden.  Und  ebenso  wird, 
jenen  Formeln  zufolge,  Analoges  auch  dann  eintreten,  wenn  man 
die  beiden  Ufer  x  und  l  zusammenheftet. 

Gehören  andererseits  die  vier  Punkte  k,  x,  l,  A  zu  einer  der 
Strecken  (C2C3),  (c^Cg),  (c^^  c^) , .  . .  {c2n  d) ,  so  lassen  sich  die  daselbst 
vorhandenen  Functions w er the ,  zufolge  (9.)  und  (11.)?  so  darstellen: 

in  Ä;:  -\-  K,  \  in  x:  -\-  K,  h     n 

ml:  —  K,\  in  X:  —  K, r— r- 

Es  werden  also  gleiche  Werthe  zusammenstossen,  wenn  man  einer- 
seits k  mit  X,  und  andererseits  l  mit  A  zusammenheftet. 

Denkt  man  sich  die  genannten  Zusammenheftungen  (es  sind 
deren  je  zwei  bei  jeder  einzelnen  Sclinittstrecke)  wirklich  ausgeführt, 
so  vereinigen  sich  dadurch  die  Flächen  ^'  und  2'  zu  einer  einzigen 
zu-eiblättrigen  Fläche  (ß'  -\-  2').  Diese  letztere  besteht  also  der  Haupt- 
sache nach  aus  zwei  übereinander  liegenden  unendlich  grossen  Kreis- 
Neumann,  Abel'sche  Integrale.    2.  Aufl.  6 


in  k:  +  K, 

in  x:  —  Kj 

in  l:  —K, 

in  A:  +  Z: 
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flächen,  die  durch  n  Doppelbrücken  mit  einander  verbunden  sind. 
Die  erste  dieser  Brücken  zieht  sich  hin  liing-.s  der  Linie  {c^c.^,  die 
zweite  längs  (c.}C,),  die  dritte  längs  (Cr,  c,;)  u.  s.  w.,  endlich  die  letzte 
längs  {c->n—\C->,).  Bei  jeder  solchen  Doppelbrücke  dwchsctzcn  ein- 
ander zwei  Flächentheile.  Die  Durchsetzung  findet  statt  in  einer 
crewissen  Linie.  In  dieser  Linie  aber  findet  [zufolge  der  von  uns 
adpotirten  Grundsätze  p.  G5J 
zwischen  den  beiden  einander     


^ 

durchsetzenden  Flächentheilen  /      ^ 

Tiein  Zusammenhang  statt. 

Im  Einklang  mit  unsern  früheren  Benennungen  können  wir  jede 
von  jenen  Doppelbrücken  als  eine  in  der  zweiblättrigen  Fläche  vor- 
handene Uebcrgangslinic ,  und  die  beiden  Endpunkte  einer  solchen 
Doppelbrücke  oder  Uebergangslinie  als  Windim()spuiildc  bezeichnen. 
In  der  That  wollen  wir  das  einen  solchen  Tunkt  umgebende  Gebiet 
der  zweiblättrigen  Fläche  (^'  -(-  S')  als  eine  Windungsfläche  d.  i.  als 
eine  continuhiiclie  Kegelflüchc  uns  vorstellen,  so  dass  also  jene  zweiblätt- 
rige Fläche  (Ä'  -f-  ß')  in  ihrem  Innern  durchweg  stetig  verläuft,  wäh- 
rend sie  äusserlich  begrenzt  ist  von  zwei  unendlich  grossen  Kreislinien. 

Der  ganze  Werthvorrath  der  Function  f  (8.)  war  repräsentirt 
durch  die  beiden  auf  W  und  £'  ausgebreiteten  Systeme  S  (+  A»)  ""^^ 
S  (—  /"(,).  Und  diese  beiden  Sj^steme  schmelzen,  bei  der  Vereinigung 
jener  beiden  Flächen,  in  stetiger  Weise  zusammen  zu  einem  einzigen 
S3'stem.     Also  der  Satz: 

Der  ganze   Werthvorrath  der  Function 
02.)  /•  =  y(0  _  Ci)  (8  -  Cg)  . . .  (-S  -  c^ 

Jcann  in  eindeutiger  und  stetiger   Weise  auf  einer  geivisscn  zivei- 
Uätirigen  Flüche  (^'  -f  ß)  ausgebreitet  iverden. 

Biese  Flüche  iß'  -\-  S')  mag  hinfort  eine  Riemann'sclic  Flüche 
Jwissen.  Sie  besitzt  2n  WindimgspimMe :  c^,  c^, . . .  C2„  und  n  Ueber- 
gnngslinien:  (CiC^),  (Cgcj,  (c^c^),  •  •  •  {c2n-iC2n)-  Jede  solche  Ueber- 
gangslinie ist  übrigens  nur  bestimmt  in  Bezug  auf  ihre  beiden  End- 
pimlde,  und  ganz  ivillkürlich  hinsichtlich  ihres  Verlaufs  zivisclien  diesen 

beiden  PunJcteii. 

Bemerkung.  —  Die  beiden  Flächentheile,  welche  einander  in  einer 
Uebergangsiinie  durchsetzen,  sind  in  unmittelbarer  Nähe  dieser  Linie  mit 
sehr  verschiedenen,  nämlich  mit  entgegengesetzten  Functionswertheu  be- 
lastet. Trotzdem  ist  die  Function  auf  der  in  Uede  stehenden  zweiblätt- 
rigen Fläche  als  stetig  zu  bezeichnen;  zufolge  des  Satzes  (3.)  p.  G6. 

Zweite  Bemerkung.  —  Die  gegebene  Function  f  (12.)  geht  für  z  =  <x> 
über  in  -|-  .:" ,  und  besitzt  also  an  den  unendlich  fernen  Stellen  der  Fläche 
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(.«'  +  £')  im  einen  P.latt  den  Worth  +  z" ,  im  andern  den  Werth  —  /'. 
Um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  wollen  wir  dem  obern  Blatt  Ä'  dt'n  Wertb 
-f-  ^",  mithin  dem  untern  Blatt  S'  den  Werth  —  z'"  zuschreiben. 

§  7. 

Fortsetzung.     Umformung  der  ebenen  Riemann'schen  Fläche 

in  eine  kugelförmige. 

Die  horizontal  liegende  Fläche  (Ä'  +  £')  bringen  wir  im  Puukte 
O.  cl.  i.  im  Punkte  ;i  =  0,  mit  einer  Kugel  vom  Durchmesser  1  in 
Berührung,  und    bezeichnen  den     nr  o 

tiefsten  Punkt  dieser  Kugel  mitO'. 
Sodann  unterwerfen  wir  die  Flüche 
(ß'  -\-  £')  einer  Umformung,  bei 
welcher  sich  die  einzelnen  Punkte 
dieser  Fläche  von  allen  Seiten  her 
auf  geradlinigen  Wegen  gegen  den 
Punkt  0'  hinbewegen,  und  zwar  so  ^ 

weit  o-ecpen  0'  fortbewegen,  bis  sie  auf  die  Kugelfläche  fallen.  Nach  Aus- 
führung  dieser  Umformung  werden  also  z.  B.  diejenigen  beiden  Puukte 
der  Fläche,  welche  zu  Anfang  bei  2  übereinander  lagen,  gegenwärtig 
bei  Z  übereinander  liegen.  Auch  wird  bei  0'  das  obere  Blatt  derFläche 
sich  schliessen,  und  ebenso  auch  das  untere:  sodass  also  die  Fläche 
bei  0'  dieselbe  Beschaffenheit  besitzt,  wie  z.  B.  bei  0,  nämlich  daselbst 
aus  zwei  platt  übereinanderliegenden  Flächentheilen  besteht,  die  durch 
einen  unendlich   dünnen  Zwischenraum   von  einander  getrennt  sind. 

In  dieser  neuen  Gestalt  wird  die  Fläche  zu  bezeichnen  sein  als 
eine  ziveihlättrige  Kitgelfläche,  die  n  Uebergaugslinien  und  2n  Win- 
dungspunkte besitzt. 

Die  Function  ^"  ist  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugel- 
fläche überall  stetig  bis  auf  einen  bei  z  =  oo,  d.  i.  in  0'  liegenden 
Pol  [vgl.  den  Satz  (9.)  pg.  59].  Die  hier  betrachtete  Function  f  (12.) 
besitzt  aber  auf  dem  äussern  Blatt  unserer  zweiblättrigen  Kugelfläche 
in  unmittelbarer  Nähe  von  0'  den  Werth  s"'  [vgl.  die  zweite  Be- 
merkung pg.  82].  Folglich  besitzt  sie  auf  diesem  äussern  Blatt  in> 
Punkte  0'  einen  Pol.  Und  ebenso  ergiebt  sich,  dass  sie  auf  dem 
Innern  Blatt  bei  0'  ebenfalls  einen  Pol  hat.     Also  der  vSatz: 

Der  ganze   Werthvorrath  der  Function 


(13.)  /■  =  V{^  —  Cl)  {S  —  C;)...{Z  —  C2„) 

hann  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  tverden  auf  einer  gewissen  zwei- 
bläUrigcn  Riemann'schen  Kvgelfläche  9(1,  welche  2n   Windungspunkte: 
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<?i,  C2, . . .  C2„  und  n  Uehergangslinien:  (c^  c._,),  (c.^  cj,  (Cr,Cg),  .  . .  (c^n—i  c>„) 
besitzt. 

Auf  diese)-  FläcJic'^  ist  die  Function  überall  stetig  bis  auf  zwei 
Pole,  icelclie  bei  z  =  00  übereinandefr  liegen,  von  einander  getrennt  dureh 
den  unendlich  dünnen  Ztvischmraum,  der  zivischen  den  beiden  Blättern 
der  Fläche  9i  sich  hinzieht. 

§  8. 


Betrachtung  der  Function  Y^z  —  c^)  (^  —  ^2)  •  •  •  (^  —  C2„_i). 
Ilire  Ausbreitung  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläche. 

Die  Function 


(14.)  f 


_  -|/(g  —  Ci)  (g  —  Co)  ■  .  .  (g  —  Cg^ 


unterscheidet  sich  von  der  früheren  (13.)  nur  durch  einen  constan- 
ten  Factor,  und  ist  also  ebenso  wie  diese  ausbreitbar  auf  der  von 
uns  construirten  Fläche  9?.  Dabei  sind  q ,  Cg ,  c.^,  .  .  .  irgend  welche 
Constanten,  die  beliebig  gewählt  und  beliebig  geändert  werden  dür- 
fen. Nur  wird  jede  solche  Aenderung  begleitet  sein  von  einer  ent- 
sprechenden Aenderung  der  Fläche  9i. 

Lässt  man  z.  B.  die  Constante  C2»  wachsen  und  schliesslich  =  00 
werden,  so  wird  gleichzeitig  der  Windungspunkt  Con  der  Fläche  9i 
nach  0'  rücken.  Andererseits  aber  geht  die  Function  f  (14.)  für 
C2n  =  00  über  in: 


f  =  y{z  —  Ci)  (^  —   Ca) {Z   —   C2n-l). 

Also  dci-  Satz:  Der  ganze   Werthvorrath  da'  Function 


(If).)  f=y{z  —  Ci)  {0—  C.^ (Z  —  C2n-l) 

kann  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden  auf  einer  gewissen  zwei- 
blättrigen Riemann'schen  Kugel  fläche  9?,  ivelche  2n  Windung  spunlite: 
^i>  ^2;  ^3'  ••  •  ^2«— 1?  <^;  und  n  Uebergangslinien :  (CiC^),  (C3C4),  ... 

(C2n-3C2n-i),    (Cän-l,    Oo)    besitzt. 

Auf  dieser  Fläche  91  ist  die  Function  überall  stetig  bis  auf  einen 
im   Windungsimnht  z  =  00  gelegenen  Pol. 

§  9. 

Die  Versehiebbarkeit  der  Uebergangslinien. 

Bei  unseren  früheren  Operationen  [pg.  78J  wurde  in  der  da- 
maligen Fläche  ^  ein  Schnitt  c^c^c.^d  construirt,  der  aber  von  Cj 
nach  Cg  auf  beliebigem  Wege  fortschreiten  durfte,  ebenso  von  C2  nach 
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C3  u.  s.  f.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  später  eiitstandeue  Ueber- 
ganyslinie  c^  Cg  ebenfalls  von  c^  nach  Cg  auf  heliebigem  Wege  fort- 
schreitet. 

Man  kann  daher  jede  solche  Uebergangslinie ,  falls  man  nur 
ihren  Anfangs-  und  Endpunkt  festhält,  im  Uebrigen  beliebig  ver- 
schieben. Auch  zeigt  sich  leicht,  dass  eine  derartige  Verschiebung 
keinerlei  Störung  hervorbringt.  Sind  nämlich,  im  senkrechten  Durch- 
schnitt betrachtet,  AB  und  aaßb  die  beiden  in  einer  Uebergangs- 
linie einander  durchsetzenden  Fläch  entheile, 

A a  ß  Tf 


B 


so  wird  dieser  Durchchnitt  bei  einer  Verschiebung  der  Uebergangs- 


linie folgendes  Aussehen  erhalten; 


a  cc  ß  B 

Es  tritt  also  bei  dieser  Verschiebung  ein  gewisses  Stück  aß  des 
Flächentheils  ab  aus  der  obern  in  die  untere  Etage,  während  gleich- 
zeitig Umgekehrtes  beim  Flächentheil  AB  erfolgt. 

Von  einer  solchen  Procedur  wird  aber  z.  B.  die  Stetigkeit  der 
auf  dem  Flächentheil  aaßb  ausgebreiteten  Functionswerthe  in  keiner- 
lei Weise  afficirt.  Waren  diese  auf  dem  Plächentheil  aaßb  etwa 
stetig  vor  der  Verschiebung  der  Uebergangslinie,  so  werden  sie  da- 
selbst auch  stetig  sein  nach  der  Verschiebung.  U.  s.  w.  Kurz,  man 
gelangt  zu  folgendem  Satz: 

Ist  eine  Function  auf  einer  Biemann'schen  Fläche  atisgebreitet,  so 
tvird  man,  ohne  dass  dadurch  in  der  Eindeutigkeit  oder  Mehrdeutigheit, 
(16.)  *^*  f^^**  StetigJceit  oder  Unstetigkeit  der  Function  irgend  luelche  Aenderung 
Jiervorgerufen  würde,  die  üebergangsUnien  dieser  FläcJw  beliebig  ver- 
schieben können,  falls  man  nur  ihre  Anfangs-  und  Endpunkte  unge- 
ärulert  lüsst. 

§  10. 


1  /(^  —  ^i)  (^  —  C2)  .  .  .  (2  —  c  ) 
Betrachtung  der  Function  /"  =  |/  ;-; ^ -, ;  • 

Bezeichnet  man  die  Entfernungen  des  Punktes  s  von  den  festen 
Pimkten  d,  y-/.  mit  r^,  Qy.  und  die  Azimuthe  dieser  Entfernungen 
gegen  die  a;-Axe  mit  -S-^,  Tx,  und  setzt  man  demgemäss 
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—  r..  =  r.p}^^ 


etc.     etc.  etc.     etc. 


So  kann  die  gegebene  Function 


=  l/(^  ~  ^1^  (2  -  c^)  ...  (2  -  c„) 


^^•^  ^       ''  (~-y,)(-'-y.)...(^-y..) 

auch  so  geschrieben  werden: 

(2.)        f=y'2hii^.^\ — i T-  j, 

wo  in  der  letzten  Formel  unter  der  Cubikwurzel  ihr  reeller  po.sitiver 
Werth  verstanden  Averden  soll. 

Diese  Function  f  wird  =  0  in  den  Punkten  c,  ferner  =  oo  in 
den  Punkten  y.  Für  jede  andere  Lage  des  Punktes  z  besitzt  sie  aber 
drei  Werthe  von  der  Form  f,  •)](.,  iiff,  falls  man  nämlich  unter  ri 
die  Constaute  versteht: 

(3.)  ri  =  e'^    =  cos  ( -^j  +  i  sin  (  ^j  • 

Diese  drei  simultanen  Werthe  f,  rjf,  ri^f  ändern  sich,  falls  man  den 
Punkt  z  unter  Vermeidung  der  Stellen  c,  y  irgend  welche  Curve 

/  ^  \  f  ff  tff  ry 

((?.)  0  ,  z  ,  z   ,  . .  . .  Z 

durchlaufen  lässt,  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise,  und  liefern 
in  solcher  Art  drei  der  Curve  entsprechende  Werthreihen: 

iß.)  vf,  nf",  nt"",  •  •  •  •  nF, 

(y.)  ri^f ,  n'f  ,  rf  ,  •  •  ••  ri', 

Da  nun  jene  Curve  (o.)  keinen  der  Punkte  c,  y  berühren  soll, 
so  sind  [nach  (1.)]  die  Werthe  («.),  (/3.),  (y.)  durchweg  endlich  und 
von  Null  verschieden.  Hieraus  aber  folgt,  dass  z,  B.  die  Werthe  /", 
Yjf",  Yi^f"  alle  drei  von  einander  verschieden  sind,  dass  ferner  Gleiches 
gilt  von  den  drei  Werthen  /'",  rif",  rj-f",  ebenso  von  /"",  i?/"",  i^"/"'5 
u.  s.  w.  u.  s.  w.  Mit  andern  Worten:  Zwischen  den  drei  Reihen 
(«.),  (ß.),  (y.)  wird,  während  sie  längs  der  Curve  fortschreiten,  nie- 
mals ein  Contact,  mithin  auch  niemals  eine  Venvechsclung  möglich 
sein,  sodass  also  jede  derselben  durch  ihren  Anfangswerth  eindeu- 
tig bestimmt  ist.     Also  der  Satz: 

Lässt  man  den  variablen  FnnJä  z,  unter  Vermeidung  der  Stellen 
c,  y,  irgend  welche  Curve 
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g  j   S   ,   2        .  .   .  .    Z 

durchwandern,  so  cntsprccJien  dieser  Curve  drei  stetige  WerthreUien  der 
Function 


j/(g  -  c.)  (g  —  c,)  ■  .  .  (g  -  c„) 
y^-)  I  —  y  (z-v,)  {z-v,)...(z-  y,,)  ■ 

Und  jede  dieser  lleihen  wird  durch  Angabe  ihres  Änfangstverthes  Schritt 
für  Schritt  längs  der  ganzen  Ourve  eindeutig  bestimmt  sein.    Bezeich- 
net man  ferner  eine  von  diesen   Werthreihen  mit       , 
/",  /'",  f",  ....F, 

so  tverden  sich  hieraus  die  beiden  andern  durch  Midtiplicafion  mit  rj, 
res}},  mit  rf  a'geben,  tvo  rj  die  in  (3.)  genannte  Constante  vorstellt. 

Lässt  man  aber  die  Curve  in  sich  zurückkehreu,  so  ist  der  End- 
wertli  F  der  Reihe  im  Allgemeinen  verschieden  von  ihrem  Anfaugs- 
werthe  /",  Lässt  man  z.  B.  die  Curve  um  den  Punkt  q  herum  in 
sich  zurücklaufen,  während  c^,  Cg,  .  .  .  c„  und  yi,  y2,  Ys,  -  •  -  Yv  ausser- 
halb der  Curve  bleiben  sollen,  so  wird  bei  einem  solchen  Umlauf 
das  Azimuth  d-^  um  +  2;r  wachsen,  während  die  übrigen  Azimuthe 
-O-j,,  d-.^,  .  .  .  d-,1  und  ti,  rg,  Tg,  . .  .  t^  zu  ihren  ursprünglichen  Wertheu 
zurückkehren.  Und  demgemäss  ersieht  man  aus  (2.),  dass  die  ge- 
gebene Function  bei  einer  solchen  Umlaufung  zu  einem  Endwerthe 
F  gelangen  wird,  der  zu  ihrem  Anfangswerthe  /"  in  der  Beziehung 
steht : 

2rti 

F  =  f'c-~^     d.i.    F  =  f'r]±K 

Dabei  gilt  das  Zeichen  -f"  o^^er  — ,  jenachdem  der  Punkt  q  positiv 

oder  negativ  umlaufen  ist.     Allgemein  ergiebt  sich    folgender  Satz: 

Lässt  man  den  Punkt  z,  unter  Vermeidung  der  Stellen  c,  y,  irgend 

ivelchc  Curve 

z,  z",  z'",  .  .  .  .  Z 

durchivandern,  so  cntsiyrechen  dieser  Curve  im  Ganzen  drei  stetige  Werth- 
reihen der  gegebenen  Function 


Jede  solche   Werthreihe 

r,  f",  f"  ....F 

ist  durch  Angabe  ihres  AnfangswertJies  f  längs  der  ganzen  Curve  Schritt 
für  Schritt  eindeutig  bestimmt.  Lässt  man  aber  jene  Curve,  immer 
unter  Vermeidung  der  Stellen  c,  y,  in  sich  zurückkehren,  also  Z  iden- 
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tisch  tverden  mit  z',  so  tvird  sich  für  diese  Beihc  ein  Endwerth  F  er- 
(jebeii,  ivclclier  0u  ihrem  Anfangswerth  f  in  der  Beziehung  steht: 

(6a.)  F  =  f\r'-'', 

tvo  m  und  ^  die  Anzahlen  deijenigeii  PmiJite  c  und  y  rep-üsentiren,  ivelclie 
innerhalb  der  Curve  liegen,  und  wobei  vorausgesetzt  tvird,  dass  diese 
innerhalb  der  Curve  gelegenen  PunJde  c  und  y  positiv  umlaufen  sind. 

Für  den  Fall  einer  negativen  Umlaufung  ivürde  die  in  Rede 
stehende  Beziehung  zivisclien  F  und  f  lauten: 
(Gb.)  i^=.-/"^-(«-/';. 

Es  würde  nun  leicht  seiu,  den  ganzen  Werthvorrath  der  hier 
betrachteten  Function  /"  (5.)  in  eindeutiger  Weise  auf  einer  gewissen 
Riemann'schen  Fläche  auszubreiten.  Doch  wird  das  Charakteristische 
der  ganzen  Methode  einfacher  und  deutlicher  hervortreten,  wenn  wir 
uns  dabei  auf  specielle  Fälle  beschränken.  Und  dies  soll  in  den 
beiden  nächsten  Paragraphen  geschehen. 

§  11. 

Betrachtung  der  Function   1/  ^  _    •     Ausbreitung   derselben  auf 
einer  Riemann'schen  Kugelfläche. 

Wir  betrachten  die  Horizontalebene  als  eine  um  ^  =  0  beschrie- 
bene, unendlich  grosse  Kreisfläche  ^,  und  führen  in  dieser  den 
Schnitt  cyö  aus.  Oder  genauer  ausgedrückt:  Wir  sondern  von  ^ 
einen  schmalen  Flächenstreifen  ab,  welcher  die  Punkte  c,  y  enthält, 
welcher  nämlich  bei  c  beginnt,  und  über  y  fortlaufend  bis  zum  Rande 
von  ^,  etwa  bis  d  sich  erstreckt.  Nach  Absonderung  dieses  Strei- 
fens bezeichnen  wir  die  Fläche  mit  ^'. 

Sodann  markiren  wir  irgendwo  innerhalb 
St'  einen  Punkt  Zq.  Die  drei  diesem  Punkte 
entsprechenden  Werthe  /J,,  '^/^,  rj^f^  der  ge- 
gebenen Function 

(^•)         f=vm 

pflanzen  wir  in  ^^  wirklich  auf,  und  in  der  Um- 
gebung von  Zq  die  benachbarten  Werthe.  In 
solcher  Weise  entstehen  drei  jenen  Anfangs- 
werthen  ^,  tj/q,  »?Yo  entsprechende  Werth- 
systeme  >S(/„),  Sirjfo),  '^C^^Vo)-  ^^  ^^^  Punkte  c  und  y  zu  dem  ab- 
gesonderten schmalen  Streifen  gehören,  mithin  ausserhalb  Ä'  liegen, 
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so  kiiiiu  man  die  gemeinschaftliche  Peripherie  der  drei  Systeme  inner- 
halb k'  sich  beliebig  ausdehnen,  und  schliesslich  mit  dem  Rande 
von  Ä'  iiusammenfallen  lassen,  ohne  dass  dabei  ein  Contact  respec- 
tive  eine  Verwechselung  zwischen  den  Systemen  zu  befürchten  stünde. 
Mittelst  der  genannten  Ausdehnung  erhält  man  also  drei  die  ganze 
Fläche  Sl'  überdeckende  Systeme  /^(/o),  Ä(1?^),  S(rj^Q,  die  nirgends 
mit  einander  in  Contact  sind,  deren  Werthe  also  innerhalb  Ä''  in 
jedwedem  Punkte  von  einander  verschieden  sind.  Und  deimjemäss 
Jiönnen  s.  B.  ans  dem  Systeme  S{f^  die  beiden  andern  Systeme  S{f]ff)) 

(8.)  und  S^rj^fo)  abgeleitet  tverden  durch  Midtiplication  mit  r],  respective 
mit  rf. 

Sind  nun  ferner  [vgl.  die  Figur]  h  und  %  zwei  zu  beiden  Ufern 
der  Schnittstrecke  {cy)  einander  gegenüber  liegende  Punkte,  und  K 
und  K  die  Werthe  des  Systems  S(J'^  in  diesen  beiden  Punkten,  so 
erhält  man,  unter  Anwendung  der  Curve  /  und  auf  Grund  des 
Satzes  (6  a.): 

(9.)  K  =  Kri. 

Gehören  hingegen  h,  x  zur  Schnittcurve  {yö),   so  erhält  man,  mit- 
telst der  Curve  //,   und  wieder  unter  Benutzung  des   Satzes  (6  a.): 
(10.)  K  =  K. 

Wir  denken  uns  jetzt  die  Fläche  W  in  drei  übereinander  lie- 
genden Exemplaren:  ^',  2',  9)2'  gegeben,  und  bezeichnen  die  Ufer- 
puukte  der  drei  übereinander  liegenden  Schnittstrecken  {cy)  mit  Z;,  x, 
l,X,  m,  ^.  Lassen  wir  alsdann  das  System  S  (fo)  auf  ^'  verharren, 
verpflanzen  wir  aber  das  System  Sirjfo)  nach  ;^'  und  das  System 
Si^ffo)  nach  W,  so  ergeben  sich  für  jene  sechs  Punkte,  auf  Grund 
der  Sätze  (9.)  und  (8.),  Werthe  von  folgender  Form: 


(11.) 


in  Je: 

K, 

in   jc:  YiK, 

in     l: 

nK, 

in  A:  rfK, 

in  m: 

rfK, 

in  (u, :  ifi^K  = 

=  K. 

Heftet  mau  also  li  mit  fi,  l  mit  x,  und  m  mit  A  zusammen,  so  stos- 
sen  jedesmal  von  beiden  Seiten  her  (jleiche  Werthe  aneinander. 

Gehören  andererseits  die  Punkte  Ä;,  x,  l,  A,  m,  fi  zur  Schnitt- 
strecke {yS\  so  ergeben  sich  in  denselben,  auf  Grund  der  Sätze 
(10.)  und  (8.),  Werthe  von  der  Form: 


(12.) 


in  l: 

K, 

in  x:  K, 

in    l: 

nK, 

in  A:  ^K, 

in  m: 

rfK, 

in  ft:  ri^K. 

h 

% 

l 

X 

m 

11 
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Uud  es  werden  also  (jlcichc  Wertbe   zusammeustossen,  falls  man  k 
mit  X,  l  mit  l,  uiul  ni  mit  ^  zusammenheftet. 

Durch  die  genannten  Zusammenheftungen  entsteht  eine  drcihliUt- 
r'ujc  Fläche  (Ä'  -(-  !ii'  -|~  3)?'),  welche  zwei  Windungspunkte  c,  y,  und 
zwei  von  c  nach  y  laufende,  genau  übereinander  liegende  Uebergangs- 
linien  besitzt,  entsprechend  der  in  (11.)  angegebenen  Durchschuitts- 
tigur,  d.  i.  der  Figur: 


Doch  kann  mau  [vgl.  den  Satz  p.  85]  die  eine  dieser  beiden  Ueber- 
gangslinien,  z.  B.  die  untere,  weiter  nach  rechts  verschieben,  wo- 
durch alsdann  die  Durchschnittsfifrur  folfrendes  Aussehen  erhält: 


Alsdann  laufen  die  beiden  Uebergangsliuien  auf  verschiedenen  Wegen 
von  c  nach  y,  wie  solches  z.  B.  angegeben  ist  in  der  nächstfolgen- 
den Figur.  —  Schliesslich  kann  mau  die  dreiblättrige  Fläche  in  eine 
kugelförmige  Gestalt  versetzen,  und  gelaugt  so  zu  folgendem  Resultat. 
Ber  ganze   Werthvorrath  der  Function 


(>3-)  f  =  Vl-\ 


C 

y 

breitet  sich  in  eindeutiger    Weise  aus  auf  einer  gewissai  drei- 
blättrigen Biemann' sehen  KiigelfUiehe  91 ,  tvelche  stvei  Windungs- 
punJdc  zweiter  Ordnung:  c,  y,  ferner   ztvei  von  e  nach  y  lau- 
fende Ucbergangslinien  besitzt.    In  der  einen  dieser  Linien  findet     j^/ 
ein  Uihergang  vom  oberen  zum  mittleren,  in  der  andern  ein    ^ 
Uebergang  vom  mittleren  zum  unteren  Blatt  statt. 

Auf  dieser  Fläche  91  ist  die  Function  überall  stetig,  bis  auf  einen 
in  y  bcfmdliclien  Fol. 

§  12. 


Betrachtung  der  Function  y{z  —  c,)  (z  —  c.^)  (z  —  cS).     Ausbreitiing 
derselben  auf  einer  Riemann  sehen  Kugelüäche. 

Man  wird,  falls  die  Function 


(14.)  /•  =  y{z  -  Ci)  {z  —  Cg)  {z  —  C3) 
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vorliegt,  iiliiilich  wie  vorhin  operiren  liönnen,  iiiid  auf  diese  Weise 
drei  WertLsysteme  ^(/y),  S(rjfQ),  S{rj-/',^)  erlialten,  ausgebreitet  auf 
drei  übereinander  liegenden  Flächen  ^',  2',  9Ji',  deren  jede  mit  einem 
Schnitt  CiC.>c..d  versehen  ist.  Es  handelt  sich  im  Wesentlichen  nur 
noch  um  die  Werthe,  welche  eines  dieser  Systeme,  z.  B.  Ä(/y),  an 
den  Ufern  des  Schnittes  besitzt.  Hierüber  giebt  der  Satz  (6  a,  b.) 
Auskunft. 

Sind  z.  B.  Je  und  x  zwei  einander  gegenüber  liegende  Uferpunkte 
der   Schnittstrecke  (c^  c.^   auf  der  Fläche   ^' ,  ferner  K  und   K   die 
Werthe  des  Systems  S  (/ö)  in  diesen  beiden  Punkten,  so  erhält  man, 
unter  Anwendung  der  Curve  I  und  auf  Grund 
des  Satzes  (6  a.): 

(15  a.)  K  =  K^]. 

Gehören  hingegen  h,  x  zur  Strecke  {c^c^,  so 
erhält  man  mittelst  der  Curve  //,  und  unter 
Anwendung  eben  desselben  Satzes: 

(15b.)  K  =  Kri\ 

Und  gehören  endlich  Je,  %  zur  Strecke  (Cg^), 
so  ergiebt  sich  mittelst  der  Curve  III: 
(15  c.)  K  =  Krl'  =  K. 

Sind  also  Je,  x,  l,  A,  m,  ^  die  Uferpunkte  der  drei  in  Ä',  S', 
9JJ'  übereinander  liegenden  Schnittstrecken  (CiC.^),  so  ergeben  sich 
in  diesen  sechs  Punkten  Werthe  von  der  Form: 


in  Je:  K, 
(16  a.)     in  l:  tjK, 
inm:  ri^K, 


in  x:  i]K, 
in  l:  yfK. 
in  ;u.:  ri^K  =  K-^ 


so  dass  also  gleicJie  Werthe  zusammenstossen,  falls  man  die  Blätter 
so  zusammenheftet,  wie  beistehende  Figur  zeigt. 

Gehören  ferner  die  Punkte  x,  Je,  l,  X,  m,  fi  zur  Strecke  (c.^c.^), 
so  erhält  man  in  ihnen  Werthe  von  der  Form: 

in  Je:  K,         in  x:  rfK,  

(16b.)      in  l:  rjE,    ,  in  A:  ri^K=K,        

in  m :  rf  K,  1  in  /x :  r]  K] 


sodass  also  gleicJw  Werthe  zusammenstossen  bei  den  in  der  neben- 
stehenden Figur  angegebenen  Zusammenheftungen. 

Gehören  endlich  die  Punkte  Je,  x,  l,  X,  m,  ^  zur  Strecke  (c-^d). 
so  erhält  man  in  ihnen  Werthe  von  der  Form: 


k 

■H 

l 

%. 

m 

II 
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in  k:  K,         in  x:  K, 
(1<J^0  iu  l:  1]K,       m  A:  tjK, 

in?»:  yfK,      iu  ju:  ifK'^ 

was  den  in  beistehender  Figur  angegebenen  Zusammenheftungen 
entspricht. 

Durch  Ausführung  der  genannten  Zusauiuicnhettungeu  entsteht 
eine  dreiblättrige  Fläche  {SV  +  2'  -f-  äli'),  deren  Form  alsdann  nach- 
träglich noch  verändert  werden  kann,  theils  durch  Verschiebung 
der  Uebergangslinien  (16  a,  b.),  theils  durch  kugelförmige  Umgestal- 
tunsj.     Man  n'elantit  zu  folgendem  Resultat: 

Der  ganze  WertJworrath  der  Function 


17.)  f=V{3-Ci)(2-c,)(ß  —  c,) 

breitet  sich  in  eindeutiger  Weise  aus  auf  einer  geivissen  dreiblättrigen 
Ixiemann' sehen  Kugelfläche  ^,  welche  drei  Windungs- 
punlde  mveiter  Ordnung:  c^,  Cg,  »3  und  zwei  Ueber- 
gangslinien  besitzt.     Die    eine   derselben  geht  von  Cj 
über  c,  nach  e.^  und  vermittelt   den    Vebergang  vom 
obern  zum  mittlem  Blatt.    Die  ando'e  [welche  iu  ; 
der  Figur  zur  Unterscheidung  punktirt  angegeben   ' 
ist]  geht  ebenfalls  von  q  über  c^  nach  Cg  und  ver- 
mittelt den   Uebergang  vom  mittlem  zum  untern  Blatt. 

Auf  dieser  Fläche  Üt  ist  die  Function  überall  stetig  bis  auf  drei 
Fole,  die  in  den  drei  Blättern  der  Fläche  bei  z  =  00  gerade  über- 
einander liegen. 

§  13. 

Ueber  die  Ausbreitung  einer  beliebigen  algebraischen  Function 

von  .:  auf  einer  Kiemann'schen  Kugelfläche. 

*  Die  lliemanu'schen  Kugelllächen  sind,   wie  die  vorhergehenden 

Betrachtungen  zeigen,  anwendbar  auf  alle  Functionen  vou  der  Form 

"  / — 

f-Vz, 

falls  man  nämlich  unter  Z  irgend  eine  rationale  Function  von  z, 
andererseits  unter  n  eine  rationale  Zahl  versteht.  Doch  sind,  wie 
wir  jetzt  zeigen  wollen,  die  RiL'maiin'schen  Kugelflächen  nicht  auf 
Functionen  dieser  Form  beschränkt,  sondern  anucndbar  auf  alle  Func- 
tionen, die  von  z  in  algebraischer  Weise  ablüingen. 

Es  seien  Z^,  Z^,  Z^,  ...  Z„  beliebig  gegebene  rationale  Func- 
tionen von  z,  und  es  mag  unter  f  die  "Wurzel  der  Gleichung  ver- 
standen werden: 
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Z,  +  Z/+Z,f  ....  +  Z„/-»  =  0; 
so  dass  also  f  eine   algebraische  Function   von  0  ist.     Wir  werden 
zeigen,   dass  man   stets   eine   Riemann'sche  Kugelfläclie  construiren 
kann,  auf  welcher  der  ganze  Werthvorrath   dieser  Function  f  sich 
in  eindeutiger  Weise  ausbreitet. 

Es  seien  2  =  Ä,  0  =  B,  0  =  C, . .  . .  n  =  P  diejenigen  Werthe 
des  Argumentes  ^,  für  welche  die  Function  f  nicht  n  Werthe,  son- 
dern ivenige)-  als  n  Werthe  besitzt.  Solches  festgesetzt,  betrachten 
wir  die  Horizontalebene  als  eine  um  z  =  0  beschriebene,  unendlich 
grosse  Kreisfläche  ^,  und  führen  in  dieser  Fläche  ^  einen  Schnitt 
aus:  ABC...  PQ.  Oder  genauer  ausgedrückt:  Wir  sondern  von  ^' 
einen  schmalen  Flächenstreifen  ab,  welcher  die  Punkte  ABC ...  P 
in  sich  enthält,  welcher  nämlich  bei  A  beginnt  und  über  B,  C, .  . .  P 
fortlaufend  bis  zum  Rande  von  ^,  etwa  bis  Qj  sich  hinerstreckt. 
Innerhalb  der  durch  Absonderung  dieses  Streifens  entstandenen  Fläche 
St'  markiren  wir  irgend  einen  Punkt  Zq  und  pflanzen  in  diesen  Punkt 
^,)  diejenigen  n  Werthe  auf,  welche  die  Function  f  für  2  =  z^  be- 
sitzt. Durch  stetigen  Anschluss  an  diese  n  Werthe  ergeben  sich 
alsdann  ebenso  viele  Werthsysteme,  die,  ohne  mit  einander  in  Con- 
fact  zu  gerathen,  einer  Ausbreitung  über  die  ganze  Fläche  ^'  fahio- 
sind,  und  die  also  innerhalb  St'  in  jedwedem  Punkte  2  lauter  versclm- 
dene  Werthe  haben. 

Sind  mithin  z.  B.  Ti  und  k  zwei  zu  beiden  Ufern  der  Schnitt- 
strecke {AB)  einander  gegenüber  liegende  Punkte,  so  werden  die 
genannten  n  Systeme  in  Ic  lauter  verschiedene  Werthe  haben,  und 
ebenso  auch  in  x.  Die  Punkte  Tc  und  y.  liegen  aber  einander  unend- 
lich nahe,  und  es  müssen  daher  die  n  Werthe  in  Ä,  in  irgend  welcher 
Reihenfolge,  identisch  sein  mit  denen  in  k.  Denkt  man  sich  also 
die  Fläche  ^'  in  n  übereinander  liegenden  Exemplaren  Äi,  ^'2,  .  .  .  W„ 
gegeben,  ferner  die  Punkte  (h,  x)  in  diesen  n  Flächen  mit  (Jci,  Xj), 
{h>,  JCo),  ...  Qvn,  x„)  bezeichnet  und  jedes  der  vorhin  genannten  n 
Werthsysteme  auf  je  einer  dieser  n  Flächen  ausgebreitet,  so  werden 
auf  die  Punkte  \,  h,,  ...  Jcn  Werthe  fallen,  die  in  irgend  welcher 
Reihenfolge  mit  denen  ia  x^,  x.^,  .  .  .  x^  identisch  sind.  Man  kann 
daher  in  den  Flächen  ^i,  ^o,  ...  ^,1  die  auf  der  emm  Seite  der 
Schnittstrecke  {AB)  liegenden  71  Ufer  mit  den  auf  der  andern  Seite 
befindlichen  n  Ufern,  je  eines  der  einen  mit  je  einem  der  andern 
Seite,  in  solcher  Weise  zusammenheften,  dass  in  jeder  Zusammen- 
heftungslinie  von  beiden  Seiten  her  gleiche  Werthe  zusammenstossen. 

Analoges  gilt  für  die  Schnittstrecke  {BC),  sowie  für  {CD)  u.  s.  w., 
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endlich  für  (PQ).  Auf  der  durch  all'  diese  Zusammenhoftuiigen  eut- 
stehendon  w-hlättrigen  Fläche 

St;  +  ^^  + . . .  + 1: 

wird  alsdann  der  ganze  Werthvorrath  der  Function  f  in  eindeutiger 
Weise  ausgebreitet  sein.  Denkt  man  sich  also  schliesslich  diese 
;?-blättrige  Fläche  in  kugelförmige  Gestalt  versetzt,  so  gelangt  man 
zu  folgendem  Satz: 

Versteht  7)ian  miter  Z^,  Zy,  Z.^,  .  .  .  Z„  heliehiff  (/efjeheiie  ratio- 
nale Fimetionen  von  z,  fernem-  nntcr  f  die  durch  die  Gleichumj 

(1.)  z,  +  Z/+  z,p  +  ....  +  ZJ"  =  0 

definirte  algebraische  Function  von  z,  so  kann  der  f/anze  Weiihvoi'- 
ratJi  dieser  Function  f  in  eindeutifjer  Weise  nusf/ehrcitet  ivei'den  auf 
einer  rjewissen  n-hlüttrirjen  Jliemann  sehen  Kiujelfläche  9?, 

Auch  unterlieijt  es  wohl  hamn  einem  Ziceifel^  dass  die  Funetion  f 
(2.)  auf  dieser  Fläche 'St  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein  tvird.    Doch 
irird  der   Beweis   hierfür    erst   später    (im   sechsten  Capitel)  geliefat 
werden. 

Bemerkung.  —  Im  Allgemeinen  kann  eine  Riemann'sche  Kngelfläche 
an  ein  und  derselben  Stelle  mehrere  iihereinander  liegende  Wiiulungspunkte 
^  haben.  Denkt  man  sich  z.  B.  zwei  Functionen  f  und  /",  jede  definirt  durch 
eine  Gleichung  von  der  Form  (1.),  und  bezeichnet  man  die  zur  Ausbrei- 
tung dieser  Functionen  erforderlichen  Flächen  rospective  mit  9J  und  31', 
so  wird  die  ebenfalls  algebraische  Function 

F  =  ff 
in  eindeutiger  Weise  sich  ausbreiten  auf  der  Fläche 

iH  +  3t', 

d.  i.  auf  derjenigen  Riemann'schen  Kugelfläche,  die  aus  den  Flächen  9t 
und  31'  —  ohne  gegenseitige  Vei-bindung  —  durch  blosse  Ineinanderschach- 
telung  entsteht.  Diese  neue  Fläche  31  -f-  9^'  ka^'m  »um  «ibor  sehr  wohl 
zwei  gerade  übereinander  liegende  Windungspunkte  haben;  denn  es  kann 
ein  Windungspunkt  von  9t  gerade  über  einem  von  3t'  sich  befinden.     Q.  c.  d. 

§  14. 

Ueber  die  Zerschneidung  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  in  ein- 
zelne Flächenstücke,  und  über  die  Versetzung  eines  jeden 
solchen  Flächenstücks  in  seinen  natürlichen  Zustand. 

Es  sei  irgend  eine  Kiemannsche  Kugelfiäche  9x  [die  also  z.  B. 
auch  genau  übereinander  liegende  Windungspunkte  besitzen  kann, 
vgl.  die  vorhergehende  Bemerkung]   in  bestimmter  Weise  gegeben. 
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Zerschneidet  man  diese  Fläche  ^  in  eine  beliebig  grosse  Anzahl 
kleiner  Stücke,  der  Art,  dass  jedes  derselben  nur  eine  Randcurve 
besitzt  und  nicht  mehr  als  höchstens  einen  Windungspunkt  enthält, 
so  wird  jedes  solches  Flächenstück  als  eine  kleine  sphüriscJi  ge- 
hiimmte  Windimgsflüche  zu  bezeichnen  sein.  Denn  auch  diejenigen 
dieser  Stücke,  welche  l'cinen  Windungspunkt  enthalten,  mithin  cin- 
hlätfrig  sind,  können  jenem  Namen  subsuniirt,  nämlich  als  Windungs- 
flächen 0**"''  Ordnung  angesehen  werden  [vgl.  pg.  69] ;  wobei  alsdann 
unter  dem  Windungspunkt  eines  solchen  Flächenstücks  irgend  ein 
helielngcr  Punkt  desselben  zu  verstehen  ist. 

Irgend  eins  unter  den  kleinen  Stücken,  in  welche  9t  zerlegt  ist. 
mag  nun  mit 

U  oder  11(6,  z) 

benannt  werden.  Es  sei  nämlich  c  der  Windungspunkt,  und  z  Col- 
lectivbezeichnung  für  alle  übrigen  Funkte  des  Flächenstücks,  üeber- 
dies  sei  m  die  Anzahl  seiner  Blätter,  also  c  ein  Windungspunkt 
{in — l)**''  Ordnung.  Dieses  Flächenstück  U  kann  nun,  und  zwar  in 
sehr  verschiedener  Weise,  durch  stetige  Umformung  in  eine  ehern: 
einhlüttrige  Fläche  verwandelt  werden,  wobei  von  Wichtigkeit  nament- 
lich zwei  Methoden  sind. 

Erste  Methode.  —  Man  lässt  die  zum  Flächenstück 

U(.,5) 
gehörigen  Punkte  z  auf  geradlinigen,  von  0'  ausstrahlenden  Bahnen 
so  weit  fortwandern,  bis  sie  auf  die  HorizontaJebene  fallen,  und  ver- 


0'  Sü 

wandelt  in  solcher  Weise  das  Flächenstück  in  eine  ebene  Windungs- 
fläche, die  mit  ^,      , 

bezeichnet  werden   mag.     Sodann   aber  verwandelt   man   diese  letz- 
tere in  eine  d)ene  einhlättrige  Fläche 
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iu  bekannter  Weise,  iiilmlicli  unter  Anwendung  des  Correspondenz- 
gesetzes : 
OO  z-c^it  —  r)'"  [vgl.  pg.  74  J. 

Man  kann  übrigens  von  den  drei  aufeinander  folgenden  Zustiindon 
U,  ^,  51  den  mittleren  ganz  bei  Seite  lassen  und  also  sagen,  dass 
U  i)i  31  übergeht  mittelst  des  Correspondcnzgesetzes  (1.). 

Zweite  Methode.  —  Man  lässt  [vgl.  die  vorstehende  Figur  |  die 
Punkte  des  gegebenen  Flächenstücks 

Vi{e,z) 
auf  £ceradlini""eu,  von  0  ausstrahlenden  Bahnen  so  weit  fortwandern, 
bis  sie  sämmtlich  auf  die  Äntipodcnchenc  fallen,  und  bezeichnet  die 
in  solcher  Weise  entstehende  chenc  Windungsflilche  mit 

wo  ce'  =  1  und  ebenso  zz'  =  1  ist.  Sodaim  verwandelt  man  diese 
letztere  Fläche  in  eine  ehetic  einblättrige  Fläche: 

und  zwar,  wiederum  wie  vorhin,  mittelst  des  Correspondenzgesetzes: 
(2.)  /  _  c'  =  (e  -  y)'". 

Will  man  den  mittlem  Zustand  SB  eliminiren,  so  hat  man  in  (2.) 
für  c',  z  ihre  Werthe  c'  =  — ,  z  =  —  zu  substituiren ,  wodurch 
sich  ergiebt: 

(2a.)  f-y  =  (S-r)». 

Mittelst  dieser  Formel  verwandelt  sieh  alsdann  U  direct  in  ?L 
Zusammenfassung.  —  Bas  gegebene  m-blättrige  Flächcnstüek 
U  oder  ]X{e,z) 
Jcann  also  in  stetiger    Weise  umgeformt  ivcrdcn  in  eine  gcivöhnli ehe 

einblüttr i q c  Fläch e : 

St  oder  %{y,  ^), 

und  zivar  nach  Belieben,  entweder  mittelst  des  Correspondensgesetges : 

(I.)  ^_c=(g- j/)'", 

oder  mittelst  des  Correspondenzgesetzes: 

(II.)  T  -  T  =  «  -  rr- 

Allerdings  ist  die  Wahl  zivischen  diesen  beiden  Gesetzen  nicht  iinter 
allen  Umständen  in  unser  Belieben  gestellt.  Enthält  r.  B.  das  Flächeu- 
stäcJc  U  eiwew  bei  z  =  0  liegenden  Punlä,  so  ivird  der  Anforderung 
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de)'  stetigen  Umformung  nur  durch  die  erste  3Iethode  [vgl.  die  Figur 
p.  95],  also  nur  durch  die  Formel  (L),  nicht  aber  durch  (IL)  ent- 
sprochen.  Und  umgekehrt  tvird,  falls  U  einen  bei  0  =  oo  liegenden 
FiinJit  oitJiäU,  jener  Anforderung  der  stetigen  Umformung  nur  durch 
(II.),  nicht  aber  durch  (I.)  entsprochen  werden. 

Der  Zustand  U  mag  hinfort  der  ursprüngliche,  und  der  aus 
(3.)  diesem  durch  stetige  Umformung,  vermittelst  einer  der  beiden  Fm-meln 
{L),  (IL),  entspringende  neue  Zustand  %  der  natürliche  Zustand  des 
betrachteten  FlächenstücTis  genannt  werden. 

Bemerkung.  —  Die  geometrische  Anschauung  [Figur  p.  95]  zeigt,  dass 
einer  positiven  Umlaufung  von  U  eine  ebenfalls  positive  Umlaufung  von  S> 
und  ebenso  von  SB  entspricht;  falls  man  nur  festhält  an  den  früher  gege- 
benen Determinationen  über  die  oberen  Seiten  der  Kugelfläche,  der  Hori- 
zontal- und  der  Antipodenebene  [pg.  55  und  56].  Einer  positiven  ümlan- 
fung  von  S  oder  2B  entspricht  aber  eine  ebenfalls  positive  Umlaufung  der 
jedesmaligen  Fläche  %  [vgl.  die  Bemerkung  p.  74].     Also  der  Satz: 

Denkt  man  sich  das  Flächenstück  U  oder  U(c,  z)  in  seinen  natür- 
lichen Zustand  21  ode)-  21  (y,  t)  versetzt,  und  in  dieser  Weise  also  jedweden 
Punkt  z  der  Fläche  U  in  einen  gewissen  Punkt  J  der  Fläche  21  vericandelt, 
so  tvird,  falls  man  z  p)Ositiv  um  U  herumlaufen  lässt,  gleichzeitig  J  eben- 
falls positiv  um  21  herumlaufen. 

Sind  also  z.  B.  f  und  qp  zwei  auf  dem  Flächenstück  ausgebreitete 
Functionen,  so  wird  das  über  seinen  Rand  in  positiver  Richtung  erstreckte 
Integral : 

Jfd^ 

ein  und  denselben  Werth  haben,  einerlei,  ob  man  jene  Integration  während 
des  ursprünglichen,  oder  während  des  natürlichen  Zustande«  bewerkstelligt; 
was  angedeutet  werden  mag  durch  die  Formel: 


S^fä<P  =S^fäq>. 


§  15. 
Allgemeine  Bemerkungen  über  die  stetige  Umformung  einer  Fläche. 

^      Unter  der  stetigen   Umformung  einer  Fläche  soll  eine  Vcrän- 
(4.)  derung  derselben  verstanden  iverden,  ivelche  durch   blosse   Anwendung 
von  Dehnungen  und  Biegungen,  nämlich  mit  Vermeidung  von  Zer- 
reissungen  und  Zusammenheftungen,  zu  Stande  kommt. 

Um  von  irgend  zwei  beliebig  gegebenen  Flächen  die  eine  in 
die  andere  umzuformen,  bedarf  es  (sobald  eine  solche  Umformung 
überhaupt  möglich  ist)  nur  der  Auffindung  eines  Gesetzes,  nach  wel- 
chem jeder  Punkt  der  einen  Fläche  mit  einem  bestimmten  Punkte 
der  andern  correspondirt,  jedoch  eines  Gesetzes,  welches  so  beschaffen 

Neu  mann:  Abel'sche  Integrale.  2.  Aufl.  7 


98  Viertes  Capitel. 

ist,  dass  demselben  zufolge  hcnachharfc  Punkte  der  einen  Fläche  auch 
immer  mit  beriachharfen  Punkten  der  andern  in  Correspondenz  stehen. 
Ist  nämlich  ein  solches  Gesetz  gefunden,  so  wird  man  daun,  wie 
leicht  zu  übersehen  ist,  durch  Anwendung  von  Dehnungen  und  Bie- 
gungen es  in  der  That  dahin  bringen  können,  dass  die  eine  Fläche 
mit  der  andern,  und  zwar  jeder  Punkt  der  einen  mit  dem  correspon- 
direnden  Punkte  der  andern  zur  Deckung  kommt. 

Ein  Quadrat  kann  als  stetige  Umformung  eines  Tiechtecks,  ebenso  aber 
auch  als  eine  stetige  Umformung  der  Kreisiläche  angesehen  werden.  Anderer- 
seits würde  sich  die  Kreisfläche  als  die  stetige  Umformung  einer  Halb- 
lugel fläche,  oder  auch  als  die  einer  Kegelfläclie  ansehen  lassen. 

Und  so  lassen  sich  überhaupt,  falls  eine  Fläche  gegeben  ist,  immer 
mehrere  und  von  einander  sehr  verschiedene  Flächen  finden,  von  denen 
jede  als  eine  stetige  Umformung  der  gegebenen  Fache  aufgefasst  wer- 
den kann. 

Jedoch  kann   man  keineswegs   die  gegebene  Fläche   als  die  stetige 
Umformung  jeder  beliebig  gewählten  andern  Fläche  ansehen.    Sollen  näm- 
lich zwei  Flächen   einer  solchen  Auffassung  fähig  sein,   so  ist  dazu,   wie 
man  .sofort  erkennt,   zunächst  schon  erforderlich  ,   dass  in  beiden  die  An- 
zahl der  Randcurven  ein  und  dieselbe  ist.    Und  zu  dieser  Bedingung  treten 
noch  andere  Bedingungen  hinzu.     Denn  bei  einer  Kugelfläche  z.  B.  und  bei 
einer  Bing  fläche*)  ist  die  Anzahl  der  Randcurven  gleich  gross,  nämlich 
bei  beiden  =  0;   und   trotzdem   lässt  sich,  wie  man  leicht  übersieht,  die 
eine  keineswegs  als   eine  Umformung  der   andern   auffassen.      Wir   gehen 
einstweilen  auf  die  hier  erforderlichen  Bedingungen  nicht  näher  ein. 
Wir  wollen  uns  im  Räume  irgend  eine  Fläche  denken  von  be- 
liebiger Krümmung  und  überhaupt  von  ganz  beliebiger  Gestalt;  und 
auf  dieser  Fläche  wollen  wir  uns  die  Werthe  irgend  welcher  Func- 
tion ausgebreitet  denken.     Jene   Fläche  mag  nun  einer  stetig  fort- 
schreitenden Veränderung  unterworfen   und   in   solcher  Weise,   von 
ilirem  Anfangszustande  aus,  in  einen  bestimmten  Endsustand  über- 
geführt werden.   Während  diese  Veränderung  aber  vor  sich  geht,  wäh- 
rend also  die  Fläche  durch  stetige  Umformung  in  andere  und  andere 
Gestalten  übergeht,  mögen  die  einzelnen  Punkte  der  Fläche  mit  den 
ihnen    einmal    zuertheilten    Functionswerthen    unlöslich    verbunden 
bleiben. 

War  die  Function  während  des  Anfangszustandes  der  Fläche 
auf  derselben  überall  eindeutig,  d.  h.  war  damals  jeder  Punkt  der 
Fläche  immer  nur   mit  je  einem  Werthe  der  Function   belastet,  so 


*)  Unter  einer  Eingflächc  ist  die  Oberfläche  eines  körperlichen  Ringes, 
also  z.  B.  diejenige  Rotationsfläche  zu  verstehen,  welche  von  einem  Kreise  er- 
zeugt wird,  sobald  man  denselben  um  eine  Achse,  die  in  der  Ebene  des  Krei- 
ses liegt  und  den  Kreis  nicht  schneidet,  rotiren  lässt. 
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wird  Gleiches  offenbar  auch  dann  noch  statthnden,  weini  dieselbe 
in  ihren  Endzustand  übergegangen  ist. 

War  ferner  die  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustaudes  auf  der 
Fläche  allenthalben  stetig,  so  wird  sie  nach  Eintritt  des  Endzustan- 
des ebenfalls  überall  stetig  sein. 

War  die  Function  zur  Zeit  des  Anfangszustandes  der  Fläche 
in  einzelnen  Punkten  oder  Linien  unstetig,  so  wird  sie  nach  Eintritt 
des  Endzustandes  nach  wie  vor,  und  zwar  in  eben  denselben  Punkten 
oder  Linien  unstetig  sein. 

Insbesondere  wollen  wir  unsere  Aufmerksamkeit  auf  diejenigen 
ünstetigkeitspunkte  richten,  welche  wir  früher  (pg.  38)  als  polare 
IJnstetiglieitspimlite,  oder  kürzer  als  Pole  bezeichnet  haben,  also  auf 
diejenigen,  in  welchen  die  Function  selber  —  sie  mag  /  genannt 
werden  —  unstetig  ist,   in  deren  Bereich  aber  der  reciproke  Werth 

der  Function,   nämlich  der  Werth  von         stetig  bleibt.     Jene  ün- 

stetigkeit  von  /'  und  jene  Stetigkeit  von  -.-  werden,  falls  sie  in  irgend 
einem  Punkte  der  Fläche  einmal  vorhanden  sind,  ungeändert  fort- 
bestehen, welches  auch  die  stetige  Umformung  sein  mag,  der  die 
Fläche  unterworfen  wird. 

Besitzt  also  die  auf  der  Fläche  ausgebreitete  Function  zur  Zeit 
{J}.)  des  Anfatigszustandes  in  irgend  einem  PunM  der  Fläche  einen  Pol, 
so  ivird  sie  in  jenem  PunM  nach  Eintritt  des  Endzustandes  ebenfalls 
einen  Pol  besitzen. 

Gleiches  ivird  offenbar  auch  von  den  Nullpunkten  gelten.  Denn 
es  ist  ja  nach  unserer  Annahme  jeder  Punkt  der  Fläche  mit  dem 
ihm  einmal  zuertheilten  Functionswerthe  unlöslich  verbunden.  Ist 
also  irgend  ein  Punkt  der  Fläche  mit  dem  Werthe  Null  belastet, 
so  wird  er,  mag  sich  nun  die  Gestalt  der  Fläche  verändern,  wie 
sie  wolle,  diesen  Werth  Null  beständig  behalten.  Wir  gelangen 
somit  zu  folgendem  allgemeinen  Satz: 

Sind  die  Werthe  der  Function  auf  irgend  welcher  Fläche  ausge- 
breitet, so  tritt  hinsichtlich  der  auf  jener  Fläche  vorhandenen  Stetig- 
keitspunJcte,  Nullpunkte  und  Pole  keine  Äenderimg  ein,  mag  man 
nun  die  Fläche  in  ihrem  ursprünglichen  Zustande  verharren,  oder  mag 
(G.)  man  dieselbe  durch  stetige  Umformung  in  irgend  ivclchen  andern  Zu- 
stand übergehen  lassen.  In  jedem  einzelnen  Punkt  der  Fläche  wird 
die  Function  sich  zur  Zeit  des  neuen  Zustamles  genau  ebenso  verhal- 
ten, wie  zur  Zeit  des  ursprünglichen  Zustandes;  in  jedem  einzelnen 
PunM  der  Fläche  mrd  sie  zur  Zeit  des  neuen  Zustandes  stetig  oder 
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unstetig,  Null  oder  von  Null  verschieden,  mit  einer  polaren  oder 
nichtpolaren  Unstetigl'cit  behaftet  sein,  je  nachdem  zur  Zeit  des  ur- 
sprünglichen Zusfandes  das  Eine  oder  das  Andere  der  Fall  war. 

Ebenso  verhält  es  sich  auch  mit  der  Eindeutigiceit.  In  jedem 
einzelnen  Ftinld  der  Fläche  wird  die  Function  zur  Zeit  des  neuen  Zu- 
standes  eindeutig  oder  mehrdeutig  sein,  je  nacMem  zur  Zeit  des 
ursprünglichen  Zustandcs  das  Eine  oder  das  Ando'C  der  Fall  tvar. 

Die  Eigenschaften  der  Eindeutigiceit,  der  Stetiglceit,  der  polaren 
Unstetiglieit  u.  s.  w.  sind  also  permanent  während  des  Verlaufs  einer 
stetigen   Umformung. 

Bemerkimg.  —  All'  diese  Sätze  sind  ohne  Weiteres  anwendbar 
auf  diejenigen  stetigen  Umformungen,  von  denen  vorhin  pg.  95 — 97 
die  Rede  war,  also  z.  B.  anwendbar  auf  den  Uebergang  von  U  in  %, 
und  ebenso  umjjekehrt  auf  den  Uebergang  von  %  in  II. 
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lieber  Fimelioiieii,  die  auf  einer  Riemanii'schen  Kngelfläche 
ausgebreitet  sind.    Definition  der  regulären  Functionen. 

Ebenso  wie  wir  im  dritten  Capitel  Functionen  f{z)  betrachtet 
liaben,  die  auf  der  gewöhnlichen  einhlättrigen  Kugelfläche  ausgebrei- 
tet waren,  ebenso  wollen  wir  im  gegenwärtigen  Capitel  solche  Func- 
tionen f{£)  in  Untersuchung  ziehen,  die  auf  einer  liicmann' sehen 
mehrhIäUrigcn  Kugelfläche  ausgebreitet  sind.  Dabei  mag  diese  letz- 
tere gans  ivillkürlich  gegeben  sein,  von  beliebig  vielen  Blättern, 
mit  beliebig  vielen  und  beliebig  gelegenen  Windungspunkten  und 
Uebergangslinien. 

Wir  werden  dabei  zu  Resultaten  gelangen,  die  denen  des  drit- 
ten Capitels  einigerraassen  analog  sind.  Ebenso  wie  wir  nämlich 
damals  gefunden  hatten,  dass  jede  Function  fiz),  die  auf  der  ein- 
hlättrigen Kugelfläche  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig  ist, 
eine  rationale  Function  von  2  sein  muss,  ebenso  werden  wir  gegen- 
wärtig finden,  dass  jede  Function /"f^) ,  welche  die  genannten  Eigen- 
schaften auf  einer  Riemann sehen  n-hlättrigen  Kugelfläche  besitzt,  die 
Wurzel  einer  Gleichung  w'*"  Grades  sein  muss,  deren  Coefficienten  ratio- 
nale Functionen  von  z  sind. 

Die  zu  betrachtende,  ivillkürlich  gegebene  Riemann'sche  Kugel- 
fläche werden  wir  mit  91,  und  irgend  einen  Hieil  derselben  mit  @ 
bezeichnen. 

§  1. 
Uebertragbarkeit  früher  gefxmdener  Sätze  auf  die  Riemann'schen 

Kugelflächen. 

Einige  der  im  zweiten  Capitel  erhaltenen  Sätze  sind  sofort  auf 
die  Riemann'schen  Kugelflächen  übertragbar,  so  z.  B.  der  Satz  pg.  35. 
In  der  That  kann  man   sagen: 
(1.)  Ist  eine  Function  f=f{ß)  auf  irgend  einem  Theile  ©  einer  Rie- 

mann'sehen  Kugelfläche  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so 
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hinn  auf  ©  Icc'm  auch  noch  so  Meines  Curven-  oder  Fläcltcuelement 
existiren,  auf  wekliein  die  Function  eonstant  wäre,  —  es  sei  denn, 
dass  sie  auf  S  allenthalhen  eonstant  ist. 

Beweis.  —  Wir  wollen  annehmen,  der  Satz  sei  nicht  richtig,  es  exi- 
stire  also  eine  auf  ©  eindeutige  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetige  Function 
f=f\z),  welche  auf  irgend  einer  Curve  oder  Fläche  l  eonstant,  in  den 
übrigen  Punkten  von  S  aber  inconstant  ist.  Man  bezeichne  nun  ulT  diese 
übrigen  Punkte  zusammengenommen  mit  X\  grenze  auf  ©  ein  kleines,  theils 
aus  Punkten  1,  theils  aus  Punkten  X'  bestehendes  Flächenstück  U  ab,  und 
versetze  dasselbe  in  seinen  natürlichen  Zustand  21.  Alsdann  wird  die  Func- 
tion /'  [vgl.  d.Bemkg.  pg.  100]  auf  dieser  ebenen  einblättrigen  Fläche  21  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.  Gleichzeitig  wird  alsdann  auf 
3(  eine  Curve  resp.  Fläche  existiren,  auf  welcher  die  Function  eonstant  ist, 
während  sie  in  den  übrigen  Punkten  von  21  inconstant  ist.  Dies  aber 
widerspricht  dem  früher  p.  35  gefundenen  Satze.     U.  s.  w. 

Ist  mitliiu  die  Function  f  auf  @  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig,  so  werden  die  Punkte,  in  denen  /'  einen  vorgeschriebe- 
beneu  Werth  K  annimmt,  auf  @  immer  nur  vereinzelt  vorkommen 
können,  ebenso  also  z,  B.  auch  diejenigen  Punkte,  in  denen  sie  Null 
wird.     x4.1so  der  Satz: 

Ist  die  Function  f==f(ß)  auf  irgend  einem   Tlieil  ©  einer  Kie- 
inann'schcn  Knc/elfläehe  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  a^,  a.j,  ... 
stetig,  und  bezeichnet  man  ihre  NuUpunlcte  auf  ©  mit  ß^,  ß._,,  .  . . ,  so 
werden  alV  diese  Ptinlie 
(2.)  «i;  «2J  •••  ßi>  ßj,   ••  • 

vereinzelt  liegen.  D.  h.:  Je  zwei  derselben  werden  stets  durch  irgend 
welchen  (ivenn  auch  noch  so  Meinen)  Zwischenraum  von  einander  (je- 
trennt sein. 

§  2. 

Ueber   die  Ordnungszahlen   der   auf  einer   Riemann'schen  Kugel- 

fläche  ausgebreiteten  Functionen. 

Wir  haben  früher,  als  wir  uns  mit  den  Flächen  einfachster  Art 
(nämlich  mit  ebenen  einblättrigen  Flüchen)  beschäftigten,  den  Polen 
und  Nullpunkten  der  darauf  ausgebreiteten  Functionen  gewisse  Ord- 
nungszahloi  beigelegt.  Mit  andern  Worten:  Wir  haben  damals  ver- 
schiedene Grade  des  Unendlich-  und  Null -Werdens  constatirt.  Es 
ist  von  Wichtigkeit,  derartige  Unterscheidungen  auch  dann  eintreten 
zu  lassen,  wenn  die  Function  auf  einer  Riemann'schen  Kugelflüche 
ausgebreitet  ist. 

Es  sei  eine  Riemann'sche  Kugelfläche  von  beliebiger  Beschaffen- 
heit gegeben;  auf  dieser  sei  irgend  eine  gegebene  Function  ausge- 
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breitet;  uiiil  diese  Fiiiictiüii  besitze  auf  der  Flüclie  irgeud  welche 
Nullpunkte  und  irgend  welche  Pole. 

Wir  betrachten  zunächst  die  NuUpHnJcfc.  Hinsichtlich  derWerthe, 
welche  die  Function  in  diesen  Punkten  seiher  besitzt,  kann  offenbar 
keinerlei  Verschiedenheit  stattiinden;  denn  diese  Werthe  sind  sämmt- 
licli  Null,  mithin  unter  einander  identisch.  Sollen  also  jene  Punkte 
in  verschiedene  Arten  oder  Ordnungen  eingetheilt  werden,  so  kann 
eine  solche  Eintheilung  sich  nicht  stützen  auf  diejenigen  Functions- 
werthe,  welche  in  den  Punkten  selber  vorhanden  sind,  sondern  nur 
auf  diejenigen,  welche  in  der  Näfic  jener  Punkte,  nämlich  in  den 
Bereichen  derselben  sich  vorfinden. 

Nun  können  die  Bereiche  der  einzelnen  Nullpunkte,  je  nach  der 
Lage,  welche  sie  auf  der  Riemann'schen  Kugelfläche  besitzen,  von 
sehr  verschiedener  Form  sein.  Denn  das  Bereich  eines  solchen 
Punktes  wird,  je  nachdem  derselbe  in  einem  geivöhnUchen  oder  in 
einem  Windiings^unkte  der  Fläche  liegt,  bald  durch  eine  kleine 
Fläche  von  einhlättriger  Form,  bald  durch  eine  kleine  Windungsfläche 
von  mehrhlättriger  Form  dargestellt  sein. 

Sollen  daher  die  Bereiche  jener  Nullpunkte  hinsichtlich  der  von 
ihnen  getragenen  Functions  werthe  mit  einander  verglichen  werden, 
so  wird  man,  falls  etwa  das  eine  Bereich  emblättrig,  ein  anderes 
fänfhViiitrig,  ein  drittes  ztvölfhWxttrig,  u.  s.  w.  sein  sollte,  eine  solche 
Vergleichung  gar  nicht  vorzunehmen  im  Stande  sein,  falls  man  nicht 
zuvor  all'  jene  Bereiche  durch  Umgestaltung  in  gleiche  Form  ge- 
bracht hat.  Ebenso  etwa,  wie  es  bei  einer  physikalischen  Unter- 
suchung, wenn  mehrere  Körper  hinsichtlich  ihrer  Dimensionen  mit 
einander  verglichen  werden  sollen,  nothwendig  ist,  dieselben  zuvor 
in  gleiche  Tem^Kratur,  etwa  in  eine  gewisse,  ein  für  allemal  festge- 
setzte Normal- Temperatur  zu  versetzen;  ebenso  wird  es  hier,  wo  die 
Bereiche  mehrerer  Punkte  hinsichtlich  der  von  ihnen  getragenen 
Functionswerthe  unter  einander  in  Vergleich  gestellt  werden  sollen, 
erforderlich  sein,  all'  jene  Bereiche  zuvor  in  gleiclie  Form,  etwa  eben- 
falls in  eine  gewisse,  ein  für  allemal  festgesetzte  Normalform  zu 
bringen. 

Welche  Form  dabei  als  Normalform  festgesetzt  werden  soll,  ist 
im  Grunde  ziemlich  gleichgültig.  Doch  wird  es  gut  sein,  eine  mög- 
lichst einfache  zu  wählen.  Es  mag  dazu  die  Form  einer  yeivöhn- 
licJicn  einhlättrigcn  ebenen  Fläche,  nämlich  diejenige  Form  genommen 
werden,  welche  das  Bereich  des  betrachteten  Punktes  in  seinem 
natürlichen  Zustande  besitzt  [pg.  97]. 
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Auf  Grund  dieser  Ueberlegungen  dürfte  es  also  zweckmässig 
sein,  folgende  Definition  zu  adoptiren: 

Definition.  —  Ist  eine  Ilicmann  sehe  Kugelfläeltc  mit  den,  Wcrflirn 
irgend  icelchcr  Function  belastet,  so  soll  im  Allgemeinen  jeder  Funkt 
G^-)  der  Fläche  mit  einer  geimssen  Ordnungszahl  versehen  tverden.  Unter 
dieser  Zahl  soll  jedermt  diejenige  Ordnungszahl  verstanden  werden, 
ivelchc  dem  Punlde  ziücommt,  sobald  man  das  ihm  zugehörige  Bereich 
in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzt. 

Handelt  es  sieli  also  darum,  die  Ordnungszahl  irgend  eijies  Punk- 
tes der  gegebenen  Riemann  sehen  Kugelfläche  wirklicJi  zu  bestimmen,  so 
wird  man  zuvörderst  das  kleine  Flächenstück,  durch  welches  das  Be- 
reich des  Punktes  dargestellt  ivird,  in  seinen  natürlichen  Zustand 
versetzen,  dasselbe  also  verwandeln  in  ein  ebenes  einblättriges  Flächen- 
stück. Ist  solches  geschehen,  so  ivird  alsdann  die  Ordnungszahl  des 
Punktes  unmittelbar  zu  Tage  treten,  falls  man  nur  die  früher  gefun- 
denen Sätze  [pg.  41 — 43]  in  Anwendung  bririgt. 

Dabei  gelangt  man  z.  B.  auf  Grund  des  Satzes  pg.  41  sofort 
zu  folgender  Bemerkung: 

Ist  eine  Function  f{z)  auf  irgend  einem  Tlieile  einer  Biemann- 
(4.)  sehen  Kugelfläche  eitideutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  ivird 
ihre  Ordnungszahl  in  jedem  Punkte  jenes  Flächentheiles  eine  endliche 
ganze  Zahl  sein. 

Und  zwar  wird  diese  Zahl  positiv  sein  in  jedem  Nullpunkte, 
negativ  in  jedem  Pole,  und  Null  sein  in  jedem  andern  Punkte, 
d.  i.  in  jedem  Punkte,  der  iveder  Nullpunkt  noch  Pol  ist. 

Um  die  Ordnungszahl  eines  gegebenen  Punktes  nach  der  hier  gege- 
benen Vorschrift  zu  ermitteln,  wird  man  das  Bereich  des  Punktes  zuerst 
in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzen  müssen.  Dieser  natürliche  Zustand 
ist  aber  kein  völlig  bestimmter.  Denn  im  Allgemeinen  wird  es  unter  den 
Zuständen,  in  welche  man  jenes  Bereich  durch  stetige  Umformung  ver- 
setzen kann,  immer  zicei  geben,  von  welchen  nach  Belieben  der  eine,  und 
ebenso  gut  auch  der  andere  als  der  natürliche  Zustand  des  Bereiches  an- 
gesehen werden  kann.  (Vgl.  pg.  96,  97.)  Man  könnte  daher  die  Besorgniss 
hegen,  dass  sich  vielleicht,  jenachdem  von  diesen  beiden  Zuständen  der 
eine  oder  der  andere  gewählt  wird,  für  die  Ordnungszahl  des  gegebenen 
Punktes  jedesmal  ein  anderer  Werth  ergeben  möchte.  Aus  der  Formel 
(9.)  des  folgenden  Paragraphs  wird  man  aber  erkennen,  dass  diese  Besorg- 
uiss  eine  unbegründete  ist,  dass  sich  nämlich  in  beiden  Fälleu  ein  und 
dieselbe  Ordnungszahl  herausstellt,  und  dass  also  die  hier  für  die  Ord- 
nungszahl eines  Punktes  gegebene  Definition  eine  cülliff  bestimmte  ist. 
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§  3. 

Fortsetzung.     Darstellung  der  Ordnungszahlen  durch  Integrale. 

Die  Function  f=  f{z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig. 
Zerlegt  man  ©  mittelst  irgend  welcher  Curven  6  in  kleine  Stücke: 

und  bezeichnet  die  iiatür liehen  Zustände  derselben  respective  mit 

■CX^,      <i.j^      ^3,     .  .   .     <lq, 

SO  besitzt  /'  auf  lU  genau  dieselben  Ordnungszahlen,  wie  auf  %x 
I  vgl.  (3.)  J.  Bezeichnet  man  nun  die  Summe  dieser  auf  U^  oder  %>,, 
vorhandenen  Ordnungszahlen  mit  M^,  so  ist  [nach  Satz  pg.  43]: 

oder  was  dasselbe  ist  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  97J: 

(5.)  M« = ^  r  ^^ 

wo  die  Integration  in  der  einen  wie  in  der  andern  Formel  positiv 
hinläuft  über  den  Rand  von  %x  respective  Wy..  Summirt  man  jetzt 
die  Formel  (5.)  über  x  ==  1,  2,  3,  ...  </,  d.  i.  über  all'  diejenigen 
Flächenstücke  U^,  U^,  U3,  .  .  .  U5,  in  welche  ©  zerlegt  wurde,  so 
werden  sich  dabei  die  den  Zerlegungscurven  6  zugehörigen  Integral- 
theile  gegenseitig  zerstören;  sodass  man  also  erhält: 

C6.)  M,  +  M,  +  M,....  +  M,  =  ^/^f, 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  ©.  Die  linke 
Seite  dieser  Formel  (6.)  repräsentirt  aber  offenbar  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen,  welche  /"  auf  ©  besitzt.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f'=f'{2)  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer  Bie- 
mann' sehen  Kugelf  lache  eindeutig  tmd  his  auf  einzelne  Fole  stetig,  so 
wird' die  Summe  M  ihrer  sämmtlichen  auf  ©  vorlumdenen  Ordnungs- 
zahlen den  Werth  hahen: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Hand  von  ©.  Besitzt  dieser 
Flächentheil  ©  nicht  eine,  sondern  mehrere,  etwa  q  liandeurven,  so  wird 
das  angegebene  Integral  eine  Summe  von  q  Integralen  sein,  deren  jedes 
über  je  eine  Fandcurve  erstreckt  ist. 
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Markirt  mau  auf  ©  irgend  einen  Tunkt  c,  so  wiril  derselbe 
entweder  ein  Vol  der  Function  /',  oder  ein  NitllpunJd  derselben,  oder 
keines  von  beiden  sein.  Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  wird  man, 
weil  die  Pole  und  Nullpunkte  immer  nur  vereinzelt  vorkommen 
[vergl.  (2,)],  um  e  herum  ein  Flächenstüek  U  abgrenzen  können, 
welches,  abgesehen  von  c  selber,  keinen  weitern  Pol  oder  Nullpunkt 
beherbergt.  Alsdann  aber  ist  die  Summe  der  auf  U  vorhandenen 
Ordnungszahlen  [vgl.  (4.)J  nichts  Anderes,  als  die  in  c  selber  vor- 
handene Ordnungszahl  fi'^  sodass  sich  also  nach  (7.)  die  Formel  ergiebt: 


/X.  =  T^ r    /      d  log  /'. 

'  27CI  tJ  ]i  °   ' 


Also  der  Zusatz:  Ist  die  Function  /'=  f{2)  auf  irijcnd  einem 
Tlieile  ©  einer  Riemann' selten  Ku<jel/läche  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
zelne Pole  stetig,  so  tvird  ihre  Ordnungssald  fi  in  irgend  einem  Fimld 
c  des  Flächcnt/teils  @  dc7i    WaiJt  hcsitzcn: 

{^)  ^  =  1^  f  d  log  /; 

die  Integration  positiv  erstrecht  über  den  Hand  irgend  eines  um  c  herum 
(djg<grenzten  Flächenstückes  U.  Dahei  ist  indessen  vorausgesetzt,  dieses 
Flächenstüclc  U  sei  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  dasselbe,  abgesehen 
von  c  selber,  Iceinen  Fol  oder  Nullinmld  der  Function  in  sich  enthält. 
Dieser  Bedingung  wird  stets  dadurch  genügt  werden  können,  dass 
man  U  hinreichend  Idein  macht.  Ein  um  c  herum  abgegrenztes  hin- 
reichend kleines  Flächenstück  Avird  aber  kurzweg  das  Bereich  von  c 
genannt.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f  =  f{s)  auf  irgend  einem  Theil  ©  eine)'  Ixie- 
mann' sehen  Ktigelfläehe  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Bote  stetig,  so 
wird  ihre  Ordnungszahl  fi  in  irgend  einem  PunJd  e  der  Fläche  ©  den 
Werth  haben:  i      /» 

die  Integration  positiv  lierumlaufcnd  gedacht  um  das  Bereich  U   des 

Bunhtes  c. 

Man  kann  also  sagen:  Wächst  der  log  f,  wenn  man  das  Bereich  des 
Punktes  c  in  positiver  liichtung  umläuft,  um  (i  .  ini  an,  so  ist  (i  die  Ord- 
nungszahl, tvelclie  f  in  c  besitzt.  Man  könnte  diesen  Satz  benutzen,  um  die 
Ordnungszahl  zu  definiren.  Solches  hat  Hicmann  gethan.  Denn  in  seiner 
Abhandlung  ( Borch.  Journal  f.  Math.  Bd.  54,  S.  117;  und  Gesamm.  Werke 
pg.  96]  heisst  es:  „Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  heisse  eine  Function 

für  einen  Punkt unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung,  wenn 

ihr  Logarithmus  bei  einem  positiven  Umlauf  um  ein  diesen  Punkt  um- 
gebendes Flächenstück  —  —  —  um  2 Tri  anwächst." 
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Das  iu  (1.)  erluilteiic  Kosultut  beziulit  sich  auf  irgend  einen 
Thcil  einer  Riemann'schen  Kugelfläclie.  Wendet  man  genau  die- 
selbe Methode  an,  um  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  zu  ermit- 
teln, welche  auf  der  ganzen  Riemann'schen  Kugelfläche  vorhanden 
sind,  so  gelangt  man  zu  einem  analogen  Resultat,  welches,  wie  leicht 
zu  übersehen,  so  lautet: 

Ist  eine  Function  f(s)  auf  einer  Riemaml sehen  Kugelfläclie  ein- 
(10.)  dc'utuj  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  ist  die  Stimme  sänimtlicher 
Ordnungszahlen,  ivelche  sie  auf  jener  Fläche  besitzt,  gleich  Null. 

Oder  mit  andern  Worten:  Bei  einer  solchen  Function  ist  die  Summe 
(11.)  der  in  den  Polen  vorhandenen  Ordnungszahlen  ihrem  absoluten  Betrage 
nach  jederzeit  ebenso  gross,  als  die  Summe  der  in  den  Nidl]}unMen 
vorhandenen. 

In  jedem  Nullpunkt  ist  die  Ordnungszahl  der  Function  gleich 
einer  positiven,  und  in  jedem  Pol  gleich  einer  negativen  ganzen  Zahl 
[vgl.  (4.)].  Man  kann  demgemäss  die  Nullpunkte,  je  nachdem  ihre 
Ordnungszabl  gleich  1,  2,  3  u.  s.  w.  ist,  einfache,  zweifache,  dreifache 
u.  s.  w.  nennen;  und  andererseits  die  Pole,  je  nachdem  ihre  Ord- 
nungszahl gleich  —  1,  — 2,  — 3  u.  s.  w.  ist,  ebenfalls  als  ein- 
fache, zweifache,  dreifache  u.  s.  w.  Pole  bezeichnen.  Auch  dürfte 
es  zweckmässig  sein,  jeden  w-fachen  Nullpunkt  als  eine  Superposi- 
tion  von  n  elementaren  Nullpunkten,  und  jeden  M-fachen  Pol  als 
eine  Superposition  von  n  elementaren  Polen  aufzufassen.  [Vergl.  Rie- 
mann's  Abhandlung,  Borch.  Journal  Bd.  54,  S.  118.  Gesamm.  Werke 
pg.  96.]  Tliut  man  dies,  so  lässt  sich  der  Satz  (11.)  auch  so  aus- 
s^n-echen : 

Ist  eine  Function  f(z)  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  allent- 
Judbcn  eindeutig  und  mit  Ausnahme  einzelner  Pole  allenthalben  stetig, 
(VI?)  so  ist  die  Anzald  ihrer  elementaren  Pole  jederzeit  ebenso  gross  ivie  die 
Anzahl  ihrer  elementaren  Nullimntite. 

Bemerkung.  —  Die  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche,  von  welcher 
das  dritte  Capitel  handelte,  ist  offenbar  nur  ein  Specialfall  der  Riemann- 
schen  mchrhlättrigenlSMgeW'ä.ch.Q.  Demcjemäss  sind  also  die  vorstehenden  Sätze 
immittelbar  auch  amvcndbar  auf  die  geuvlinliche  einllättrige  Kugelfläche. 

§  -1- 

Ucber  die  Reihenentwicklungen  einer  auf  einer  Riemann'schen 

Kugelfläche  ausgebreiteten  Function. 

Die  Function  f  "^  f  {z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  @  einer  Rie- 
mann'schen Kugeltiäche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole   stetig; 
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ferner  sei  c  ein  auf  ©   beliebig   markirter    ruiikt.     IJezeichuet  man 

das  Bereich  dieses  Punktes  in  seinem  iirspränglicJicn  Zustande  mit 
(13.)  U  oder  U(c,  2), 

und  andererseits  in  seinem  natürlichen  Zustande  [vgl.  pg.  06]  mit 
(14.)  91  oder  91  (y,  0, 

so  wird  sie  auf  dieser  ebenen,  einblättrigen  Fläche  %  [Satz  pg.  41J 

darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(15.)  f={t-y)"E,     (auf  31), 

wo  ju-  die  Ordnungszahl  von  /'  im  Punkt  y,  zugleich  also  auch  [vgl. 
die  Definition  (o.)J  die  Ordnungszahl  von  /'  im  Punkte  c  bezeichnet, 
während  E=E{^)  eine  Function  vorstellt,  die  auf  %  eindeutig, 
stetig  und  nichtverschwindend  ist. 

Dabei  ist  lediglich  vorausgesetzt,  dass  die  Grenze  von  U  hinreichend 
nahe  um  c,  oder  (was  auf  dasselbe  hinauskommt)  dass  die  Grenze  von  31 
hinreichend  nahe  um  y  herumläuft.  Dieser  Begriff  des  Hinreicliendnahcn 
ist  aber  im  Vorhergehenden  bereits  dadurch  eingeführt  worden,  dass  U 
als  das  Bereich  von  c  bezeichnet  wurde. 

Uebrigens  kann  man  über  die  Art  und  Weise,  wie  U  und  2t  zu  con- 
struiren  sind,  damit  die  Formel  (15.)  für  sämmtliche  Punkte  J  der  Fläche 
2C  gültig  sei,  leicht  nähere  Auskunft  erhalten,  indem  man  statt  des  Satzes 
pg.  41  den  Satz  (31.)  pg.  48  anwendet.  Man  findet  alsdann,  dass  die  Formel 
(15.)  für  alle  Punkte  von  31  gültig  sein  wird,  falls  nur  U,  mit  etwaiger  Aus- 
nahme von  c  selber,  keinen  Pol  oder  Nullpunkt  der  Function  f  enthält. 
Selbstverständlich  ist  überdies  vorauszusetzen,  dass  das  Flächenstück  U, 
mit  etwaiger  Ausnahme  von  c,  keine  Windungspunkte  enthalte;  denn  an- 
dernfalls würde  die  in  (13.),  (14.)  genannte  Umformung  des  Flächenstücks 
gar  nicht  möglich  sein,  mithin  31  gar  nicht  existiren. 

Man  kaim  nun  die  Bereiche  U  und  %  nachträglich  noch  weiter 
verkleinern,  also  z.  B.  9t  zusammenschrumpfen  lassen  zu  einer  klei- 
nen um  y  beschriebenen  KreisHäche,  während  gleichzeitig  U  die  ent- 
sprechende Zusammenschrumpfung  erleidet. 

Alsdann  ist  E  auf  21  entwickelbar  in  die  Cauchy- Taylor^ sehe 
Reihe  [vgl.  pg.  34]: 

'  E  =  A,-i-  Mt-y)  +  A,{t  -yy  +  --- ., 

wo  Af,,  Ai,  A2,  .  .  .  Constanten  sind.  Auch  ist  die  erste  dieser 
Constanten,  nämlich  A^^,  uothwendiger  Weise  von  Ntill  vcrschiedeti, 
denn  sonst  würde  E  im  Mittelpunkt  y  der  Kreisfläche  %  verschwin- 
den, was  dem  Charakter  dieser  Function  widerspricht.  Durch  8ub- 
.stitution  dieses  Werthes  von  E  geht  die  Formel  (15.)  über  in: 

(16.)     /  =  (t  -  yy  [Ä,  +  A,a  -y)  +  A,(t  -yf-h--  -l    (auf  2t). 
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Im  Allgemeinen  existireu  nun  für  das  Flächenstück  U  (c,  s) 
zwei  natürliche  Zustände.  Und  je  nachdem  man  für  %{y,  t,)  den 
einen  oder  andern  wählt,  werden  y^  t,  zu.  c,  z  entweder  in  der  Be- 
ziehung stehen:  ,, 

z  —  c={l  —  yy% 

oder  aher  in  der  Beziehung: 

i  -  -'  =  (^  -  7)'",  [vgl.  Pg.  96]. 
Dabei  repräsentirt  m  die  Anzahl  der  im  Punkte  c  mit  einander  zu- 
sammenhängenden Blätter.  Oder  mit  andern  Worten:  Es  wird  dahei 
c  als  ein  wi-blättriger  Windungspunkt,  mithin  U  als  eine  w-blätt- 
rige  Winduugsfläche  angesehen;  so  dass  also  z.  B.  m  =  1  sein  würde, 
falls   c   ein   gewöhnlicher    Punkt,    mithin     U  einblättrig  sein  sollte. 

Man  kann  nun  schliesslich  den  aus  (17.)  respective  (18.)  für 
it  —  y)  entspringenden  Werth  in  (16.)  substituiren,  ebenso  auch  in 
(15.).  Und  ebenso  wie  die  Formeln  (15,),  (16.)  gültig  sind  für  die 
Punkte  ^  der  Fläche  51,  ebenso  werden  die  durch  die  genannte  Sub- 
stitution sich  ergebenden  neuen  Formeln  gültig  sein  für  die  Punkte 
z  der  Fläche  U.  Alles  zusammengefasst,  gelangt  man  daher  zu  fol- 
gendem Satz: 

Ist  die  Function  f=f{z)  auf  irgend  einem  Theil  <S  einer  Rie- 
mann' sehen  Kugelfläche  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so 
lassen  sich  die  Werthe,  ivelche  f  im  Bereich  U  irgend  eines  auf  @ 
liegenden  FtmJctes  c  besitzt,  durch  die  Formeln  darstellen: 

f=(^2  —  cy''  E, 

/■=  (^  _  cr[A,  -{-Ä,{z  —  c)-  -f-  Ä,{z  —  c)"'  +...], 
ode^'  auch  durch  folgende  Formeln: 

A=(4-|)"[A«  +  A,(|-f)-+A.(i-i)™+...]. 

Dabei  bezeichnet  ^  die  Ordnungszahl  der  Function  f  im  FunJcte  c,  und 
m  die  Anzahl  von  Blättern,  welche  in  c  mit  einander  zusammenhängen. 
Es  wird  also  z.  B.  m  =  1  sein,  falls  c  ein  gewöhnlicher  Funkt,  hin- 
gegen 2,3,4  etc.  sein,  falls  c  ein  Windungspunkt  erster,  zweiter,  dritter 
u.  s.  iv.  Ordnung  ist.  Ferner  bezeichnen  E  =  E{z)  und  E  =  E  (0) 
Functionen.,  die  auf  U  eindeutig,  stetig  und  nichtver schwindend 
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shul  Endlich  hezeichnen  A^^,  Ä^,  A.,,...  und  A^,  A,,  A.,  ...  con- 
stanic  Coef'ficienten ,  von  denen  feststeJd,  dass  Aq  und  A„  verschieden 
sind  von  Nidl. 

Von  diesen  beiden  Darstclliingsweisen  (19.)  und  (20.)  ist  mir  die 
erste  gültig  für  c  =  0,  nur  die  zweite  für  c  =  oo,  hingegen  ghich- 
zcitig  die  erste  und  zweite,  falls  c  iveder  0  noch  oo  ist.  [Vgl.  den 
Satz  pg.  96,  97.] 

Bemerkung.  —  Das  Bereich  U  des  Punktes  c  ist  kein  festes,  kein  für 
alle  vier  Formeln  (19.),  (20.)  gemeinschaftliches;  sondern  ein  der  jedes- 
maligen Formel  anzupassendes.  Denkt  man  sich  z.  B.  U  so  gewählt,  dass 
die  erste  Formel  (19.)  für  alle  Punkte  von  U  gilt,  so  wird  im  Allgemeinen 
U  noch  weiter  zu  verkleinem  sein,  falls  man  erreichen  will,  dass  die  zweite 
der  Formeln  (19.)  für  alle  Punkte  von  U  Gültigkeit  habe.  Solches  ergieht 
sich  unmittelbar  aus  der  Ableitung  dieser  Formeln. 

Bei  der  Bestimmung  der  Ordnungszahlen  in  geg(;benen  speciellen 
FilUen  kann  mau  entweder  die  Formeln  (19.),  (20.)  benutzen,  oder  aber, 
was  bequemer  ist,  direct  auf  die  in  (3.)  gegebene  Definition  dieser  Zahlen 
sich  stützen,  unter  gleichzeitiger  Anwendung  des  Satzes  (4.). 

Erstes  Beispiel.  —  Die  Function: 


(a.)  f=y{2-  cj  {z-c,)  ...{z-e^^ 

ist  eindeutig  auf  einer  zweiblättrigen  Riemann'schen  Kugelflächc  $R  mit  den 
Windungspunkten  q ,  C2 ,  ...  c,,^.  Auch  ist  sie  daselbst  überall  stetig  bis 
auf  zwei  bei  z  =  00  liegende  Pole  [vgl.  pg.  83].  üebei'dies  besitzt  sie  auf 
9t,  wie  der  Ausdruck  (a.)  zeigt,  im  Ganzen  2»  Nullpunkte,  nämlich  c^,  c,, 
.  .  .  c.,^^.  Folglich  ist  [Satz  (4.)]  ihre  Ordnungszahl  negativ  in  jenen  bei- 
den bei  ^;^oo  liegenden  Punkten,  ferner  positiv  in  c^ ,  c^,  ...  c,,,,  und  Null 
in  allen  übrigen  Punkten  der  Fläche  9t. 

Um  nun  die  Ordnungszahl  z.  B.  in  Cj  näher  zu  bestimmen,  versetzen 
wir  das  Bereich  ll(c, ,  z)  dieses  Punktes  mittelst  der  Formel  z  —  Cj  =(^ — )'i)-. 
oder  (indem  wir  das  willkürlich  zu  wählende  yi  =  0  machen)  mittelst  dor 
einfacheren  Formel 

z-c,=t' 
in  seinen  natürlichen  Zustand  21  (0,  J);  wobei  der  Ausdruck  (a.)  die  Gestalt 
annimmt: 

(^■>  f  =  t  y(c,  -  c,  +  ^•')  (c,  -  C3  +  n  • .  •  (c,  -  C2„  + 1').- 

Die  hier  auftretende   Wurzelgrösse  ist,  wie  die   Formel  (b.)  selber  zeigt, 

f 
=  — ,  also,  ebenso  wie  f  und  ^,   auf  3t  eindeutig.     Ueberdies  ist  sie,   wie 

ihr  blosser  Anblick  zeigt,  stetig,  und  für  hinreichend  kleine  AVerthe  von 
J  auch  nichtverschivindend.  Nimmt  mau  also  U  und  2t  hinreichend  klein, 
so  hat  die  Wurzelgrösse  auf  21  den  Charakter  der  Functionen  7'7;  sodass 
man  also  die  Formel  (b.)  auch  so  schreiben  kann: 

(c.)  f={t-oy.E. 

Hieraus   ersieht  man    aber  [vgl.  pg.  41J,  dass  die   Function  /'  auf  2t    im 
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Punkte  J  =  0  die  Ordnungszahl  1  hat.  Und  dieselbe  Ordnungszahl  wird 
sie  also,  nach  (3.),  auch  auf  der  Fläche  U  in  dem  correspondirenden  Punkt 
z  =  c^  besitzen.  In  solcher  Weise  ergieht  sich,  dass  die  Ordnungszahl  von 
f  in  jedem  der  Punkte  Cj ,  c.,,  ...  c,^  den  Werth  1  hat. 

Um  femer  die  Ordnungszahl  von  f  in  einem  der  beiden  Punkte  2  =  00 
zu  bestimmen,   versetzen  wir  das  Bereich   U(oo,  z)   eines  solchen  Punktes 

mittelst  der  Formel  — =  (.^  —  y)',  oder  (indem  wir  y=  0  machen) 

mittelst  der  einfacheren  Formel 

in  seinen  natürlichen  Zustand  21(0,  J);  wobei  der  Ausdruck  (a.)  die  Gestalt 
annimmt : 

(d.)  f  =  r"  ya  -  c^)  a  -  c,t) . . .  (1  -  c,^W- 

Die  hier  auftretende  Wurzelgrösse  ist,  wie  die  Formel  (d.)  selber  erkennen 

lässt,  auf  2t  eindeutig,  femer,  wie  ihr  blosser  Anblick  zeigt,  auf  21  stetig 

und  für  hinreichend  kleine   Werthe    von  J    auch  nichtverschicindend.    Sie 

hat  also  im  Bereich  2(,  falls  man  dasselbe  hinreichend  klein  sich  vorstellt, 

den  Charakter  der  Functionen  E;  und  es  kann  daher  die  Formel  (d.)  auch 

so  geschrieben  werden: 
(e.)  "  f^it-Or^E. 

Hieraus  folgt  [vgl.  pg.  41] ,  dass  die  Function  f  auf  21  im  Punkte  ^  =  0 
die  Ordnungszahl  (—  n)  hat,  und  dass  sie  also  [nach  (3.)]  dieselbe  Ord- 
nungszahl auch  auf  der  Fläche  U  im  correspondirenden  Punkt  z  =  oc  be- 
sitzt. So  ergieht  sich,  dass  f  auf  der  ziveiblüttrigen  Fläche  91  in  jedem  der 
beiden  Punkte  2  ^  00  die  Ordnungszahl  ( —  n)  hat. 

Aus  diesen  Ergebnissen  folgt  nun  weiter,  dass  die  Summe  sämmt- 
licher  Ordnungszahlen  von  f  auf  der  Fläche  3t  gleich  Null  ist;  was  in 
Einklang  steht  mit  dem  Satz  (10.). 

Zweites  Beispiel.  —  Die  Function 

(f.)  f  =  Yiz  -  cJ  {^z-c,)...{z~  C2„_i) 

ist  eindeutig  auf  einer  gewissen  zweiblättrigen  Riemann'schen  Kngelfläche 
3t,  welche  2«  Windungspunkte:  Cj ,  c.^,  ...  C2„_i,  00  besitzt.  Auch  ist 
sie  auf  dieser  Fläche  31  stetig  bis  auf  einen  im  Windungspunkt  ^r  =  00 
liegenden  Pol  [vgl.  pg.  84].  Ihre  Nullpunkte  befinden  sich  offenbar  in 
c, ,  C2 ,  .  .  .   C2»— 1- 

Analog  wie  beim  vorhergehenden  Beispiel  findet  man  nun  leicht,  dass 
diese  Function  f  in  jedem  der  Punkte  Cj ,  c^ ,  .  .  .  c^^_^  die  Ordnungszahl  1, 
und  dcLSS  sie  ferner  im  Windungspunkt  z  =  00  die  Ordnungszahl  \ — ( 2  w —  1)] 
besitzt. 

§  5. 

Fortsetzung.     Anwendung  auf  die  gewöhnliche  einblättrige 

Kugelfläehe. 

Die  gewölinliclie  emblättrige  Kugelfläclie,  von  welcher  das  dritte 
Capitel  handelte,  ist  offenbar  nur  ein  Specialfall  der  Riemann'schen 


csi.) 
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wie/«;*blättrigen  Kugelflüclien ;  sodass  mau  also  durch  Anweuduug  des 
zuletzt  erhalteneu  Satzes  (10.),  (20.)  zu  folgeudem  Resultat  gelangt: 
7^^  die  Function  f{z)  auf  injcnd  einem  Theile  ©  einer  gcwühn- 
liclien  einhUittrigoi  Kuc/clfläehe  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  ste- 
tig, so  sind  die  Wetihc,  welclie  f  im  Bereich  U  irgend  eines  auf  © 
liegenden  PunJctes  c  besitzt,  durch  die  Formeln  darstellbar: 

f={z  —  cyE, 

f=  {z  -  c}"[Ä,  +  Mz  -c)-\-  A,{z  -cf-i-  ..  .1, 
oder  auch  durch  folgende  Formeln: 

,  =  ('_Ay^A„  +  A.(i-i)  +  A.(i-{y+...]. 

Dc(bei  bezeichnet  ^  die  Ordnungszahl  von  f  im  PimJcte  c.  Fe)ncr  sind 
E  =  E{z)  und  E  =  E(^)  Functionen,  die  auf  U  eindeutig,  stetig 
und  nichtver schwindend  sind.  Endlich  sind  Aq,  Ay,  A^,  ...  wul 
Ay,  Ai,  A.2,  .  .  .  constante  Coeffidenten,  von  denen  feststeht,  dass  Af^ 
nnd  Aq  verschieden  von  Null  sind. 

Von  diesen  beiden  Darstellungsweisen  (21.)  und  (22.)  gilt  mir 
die  erste,  falls  c  =  0,  ferner  nur  die  zweite,  falls  c  =  oo  ist,  hin- 
gegen die  erste  und  zweite,  falls  c  iveder  0  noch  oo  ist. 

Anwendung  des  Satzes.  —  Die  Formeln  (21.),  (^22.)  können  sofort 
dazu  dienen,  um  die  Ordnungszahlen  einer  gegebenen  Function  zu  be- 
stimmen.    Wir  wählen  als  Beispiel  die  Function 

{z-AT{z-Bf 
(z-Cf 

wo  a,  b,  c  positive  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Alsdann  ist  f  eine  rationale 
Function  von  z,  mithin  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  eindeutifi  und  bis 
auf  einzelne  Pole  stetig  [Satz  pg.  59]. 

Die  Nullpunkte  und  Pole  dieser  Function  /"liegen  offenbar  bei  z=A, 
z  =  B,  z  =  C,  z  =  oo.  Und  zwar  sind  z  ^  A,  z  ^  B  sicherlich  Null- 
punkte, femer  z  =  G  sicherlich  ein  Pol,  während  es  noch  von  der  nähe- 
ren Beschaffenheit  der  Zahlen  a^  b,  c  abhängt,  ob  2  =  oo  ein  Pol  oder 
Nullpunkt  oder  keines  von  beiden  ist.  Jedenfalls  ist,  nach  (4.),  die  Ord- 
nungszahl von  f  in  jedwedem  Punkte  z^A,  z  =  B,  z=C,  0  =  00  eine 
ganze  Zahl,  und  in  allen  übrigen  Punkten  der  Kngelfläche  gleich  Null. 
Man  kann  nun  die  Function  f  ganz  allgemein  in  folgende  Gestalten  ver- 
setzen : 

(a.)  /■=(---  Af  [(z  -  Bf  (z  -  Cr'l , 

iß.)  f  =  {z  -  Bf  [iz  -  Af  (z  -  C)-'^] , 
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Brinort  man  diese  Formeln  respective  auf  die  Bereiche  %,  33,  G,  2)  der 
Punkte  s  =  A ,  z  =  B ,  z  =  C,  z  ^  oo  in  Anwendung,  so  sieht  man  z.  B., 
das8  der  in  (a.)  in  eckige  Klammern  eingeschlossene  Ausdruck  auf  3t  den 
Charakter  einer  Function  E  besitzt.  Somit  folgt  aus  (a.),  mit  Hinblick 
auf  (21.),  dass  f  im  Punkte  z  =  A  die  Ordnungszahl  a  hat.  Und  gleich- 
zeitig ergiebt  sich  in  analoger  Weise  aus  (|3.),  (y.),  (d.),  dass  f  in  z  =  B, 
r  =  (7,  ^r  =  oo  respective  die  Ordnungszahlen  b,  ( —  c),  [c  —  («  +  h)] 
besitzt. 

Die  Summe  sämmtlicher  Ordnungszahlen  ist  mithin  =  0,  was  in  Ein- 
klang steht  mit  dem  allgemeinen  Satz  (10.). 

§  6. 
üeber  die  rationale  Verbindung  mehrerer  Functionen,  die  auf  ein 
und  derselben  Riemann'schen  Kugelfläche  ausgebreitet  sind. 
Ganz  analog  den  frülier  gefundenen  Sätzen  pg.  46  ergeben  sich 
für  die  Riemann'sclie  Kugelfläche  folgende  Sätze: 

Sind  die  Ftmctionen  f,  =  /i(^),  U^  Uiß)^  •  -  ■  fn  =  fn(z)  auf 
irgend  einem  Tlieil  @  einer  Hiemann  sehen  Kugclflüclie  eindeutig  nnd 
bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  gilt  Gleiches  von  jedivedem  ÄnsdrucJc: 

(23.)  v  =  Ratf.  (/;,/;,.../;), 

der  aus  fi,  f->,  ■  .  .  fn  nuf  rationale  Weise  zusammengesetzt  ist,  also 
z.  B.  auch  von  den  Ausdrücken: 

(24.)  P  =  ff^..,f„     und     ^  =  /'^  •  •  •  ^"    , 

falls  man  nur  über  F^,  F.^,  ...  Fp  dieselben  Voraussetzungen  macht, 
wie  über  f,  fi,  ■  -  -  fn- 

Sind  ferner  ^^,  ^g,  ...  ft„  und  M^,  M,,  ...  M^,  die  Ordnungs- 
zahlen der  Functionen  f,  f>,  •  •  •  fn  nnd  F^,  F^,  .  .  .  Fp  in  irgend 
einem  Punkt  c  des  Flüelientheils  @,  so  iverdßn  die  dortigen  Ordnungs- 
zahlen von  P  und  Q  lauten: 
(25.)  (^1  +  ft, . . .  +  /*„)     mid    [{^,  +  fio . . .  +  Hn)  —  (Ml  +  M^ . . .  -f  M^j]. 

Zu  den  Functionen  f,  F,  auf  welche  diese  Sätze  anwendbar  sind, 
gehört  selbstverständlich  auch  diejenige,  deren  Werth  auf  ©  überall 
==  1,  deren  Ordnungszahl  also  daselbst  überall  =0  ist;  woraus  z.B. 

folgt,  dass  Y  iind  ^  überall  entgegengesetzte  Ordnungszahlen  haben. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  ergiebt  sich  sofort  aus  dem  umstände,  dass 
die  Eigenschaften  der  Eindeutigkeit,  der  Stetigkeit,  der  polaren  Unstetig- 

NeuDiann,  Abel'sche  Integrale.  2.  Aufl.  8 
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Stetigkeit,  und  ebenso  auch  die  W'erthe  der  ()rdunngs:ahlen  beim  Ueber- 
gange  vom  ursprünglichen  zum  natürlichen  Zustande,  oder  auch  umgekehrt 
beim  Uebergange  vom  natürlichen  zum  ursprünglichen  Zustand  permanent 
sind.     [Vgl.   die  Bemerkung  pg.  100.] 

Es  sei  nun  das  Bereich  des  Punktes  c  in  seinem  ursprünglichen  und 
natürlichen  Zustande  respective  mit  U(c,  z)  und  3l(y,  t)  bezeichnet.  Als- 
dann sind  die  Functionen  f],  f.^,  ■  ■  ■  /„  auf  U  im  Punkte  c  eindeutig  und 
stetig,  respective  polarunstetig.  Dieselben  Eigenschaften  besitzen  daher  diese 
Functionen,  zufolge  der  genannten  Permanenz,  auch  auf  %  im  Punkte  y. 
Dieselben  Eigenschaften  besitzt  daher,  zufolge  des  Satzes  pg.  4G,  auf  31 
im  Punkte  y  auch  der  rationale  Ausdruck: 

H'  =  Ratf.  (/;,/;,...  4). 

Dieselben  Eigenschaften  besitzt  daher  dieses  W,  zufolge  der  genannten  Pei'- 
manenz,  auch  auf  U  im  Punkte  c.  Und  hierimt  ist  der  Satz  (23.)  beuiesen. 
Was  den  Satz  über  P  in  (24.)  betrifft,  so  ist  Folgendes  hinzuzufügen : 
Da  fij ,  II.,,  ■  ■  .  (i^  die  Ordnungszahlen  der  Functionen  fi-,  f.,  ■  ■  ■  f^  auf 
U  im  Punkte  c  sein  sollen,  so  werden  sie,  zufolge  der  genannten  Perma- 
nenz, zugleich  auch  die  Ordnungszahlen  dieser  Functionen  auf  31  im  Punkte 
y  vorstellen.    Hieraus  ergiebt  sich,  vermittelst  des  Satzes  pg.  46,  dass  die 

Summe :  ,  , 

f^i  +  f^a  •  •  •  +  F„ 

die  Ordnungszahl  des  Productes 

P=fJ.---fn 

auf  2t  im  Punkte  y  vorstellt.  Und  hieraus  ergiebt  sich ,  zufolge  der  erwähn- 
ten Permanenz,  dass  jene  Summe  gleichzeitig  auch  die  Ordnungszahl  von 
P  auf  U  im  Punkte  c  repräsentirt.  Hiermit  ist  der  Satz  (24.),  so  weit  er 
P  betrifft,  betciesen.    U.  s.  w. 

Ist  irgend  eine  M-blättrige  Riemann'sche  Kugelfläclie  fR.  gegeben, 
so  wird  die  durch  s  selber  dargestellte  Function,  d.  i.  die  Function 
/'=  s,  in  je  n  übereinander  liegenden  Punkten  dieser  Fläche  9^  einer- 
lei Werth  haben.  Wie  denn  auch  sei,  —  jedenfalls  wird  sie,  falls 
man  auf  9f{  irgend  einen  einzelnen  Punkt  markirt,  daselbst  immer 
nur  einen  Werth  haben,  also  auf  9t  eindeutig  sein,  üeberdies  ist 
sie  auf  9t  überall  stetig,  ausser  in  den  bei  ^  =  00  übereinander  lie- 
genden Punkten  Ä,  B,  C,  ...  (deren  Anzahl,  je  nach  Umständen, 
=  n  oder  <«  ist).  In  jedem  dieser  Punkte  A,  B,  C,  .  .  .  ist  die 
Function  f=  s  unendlich,  also  nnstefig,  jedoch  in  solcher  Weise  un- 
•stetig,  dass  ihr  reciproker  AVerth  ;  im  Bereich  des  Punktes  stetig 
bleibt.     Ihre  Unstetigkeitspunkte  A,  B,  C,  ...  sind  also  Pole. 

Wir  seilen  somit,  dass  die  Function  f=s  auf  jeder  Biemann  sehen 
(26.)  Kugelfläche,  mag  diese  nun  hcschaffen  sein,  ivie  sie  wolle,   eindeutig 
und  his  auf  einzelne  Pole  stetig  ist.    Und  Gleiches  gilt  daher  [zu- 
folge (23.)]  auch  von  jedem  Ausdruch: 
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Y  =  Ratf.  (ß)- 

der  von  z  auf  rationale   Weise  ahliünyt. 

üebrigens  sind  die  Ordnungszahlen  einer  solchen  rationalen 
Function  von  z,  je  nachdem  man  sich  dieselbe  auf  einer  «-blätt- 
rigen Riemann'schen  Kugelfiäche  Üt  oder  aber  auf  der  gewöhnlichen 
t'mblättrigen  Kugelflüche  r  ausgebreitet  denkt,  wesentlich  verschie- 
den.    Es  gilt  nämlich,  wie  man  leicht  übersieht,  folgender  Satz: 

Sind  F  und  p  irgend  zivei  correspondirende  PunJde  von  9i  und  r, 
d.  i.  zwei  PurJite,  die  dieselben  Coordinaten  besitzen,  und  ist  m  die  An- 
zahl der  im  Punkte  P  zusammenhängenden  Blätter  [mithin  P  selber 
(21.)  ein  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ordnung],  so  wird  die  Ordnungszahl 
einer  beliebig  gegebenen  rationalen  Function  von  z,  bei  ihrer  Aus- 
breitung auf  'Si,  im  Punkte  P  stets  m-mal  so  gross  sein,  als  sie,  bei 
einer  Ausbreitung  der  Function  auf  r,  im  Punkte  p  sein  würde. 

In  der  That  ergiebt  sich  der  Beweis  dieses  Satzes  unmittelbar 
durch  Anwendung  der  früher  gefundenen  Formel  (9.),  pg.  106. 

§  7. 

Ueber  Functionen,  die  auf  einer  E-iemann'schen  Kugelfiäche  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sind.    Reguläre  Functionen. 

Die  Function  f  =  fiz)  sei  auf  einer  gegebenen  Riemann'schen 
Kugelfläche  iR  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Zufolge  der 
vorhergehenden  Sätze  [pg.  113]  gilt  alsdann,  wenn  A  irgend  welche 
Constante  vorstellt,  Gleiches  von  der  Function 

^>  =  f-  A. 

Diese  neue  Function  9?  wird  stets  und  nur  dann  =  00,  wenn  /'=  00 
wird.  Sie  besitzt  also  mit  f  dieselben  Unendlichkeitspunkte,  d.  i. 
dieselben  Pole.  Auch  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  cp  und  f  in  jedem 
solchen  Pol  dieselbe  Ordnungszahl  haben. 

Ist  nämlich  c  irgend  ein  Pol  der  Function  f,  ferner  ( — p)  ihre 
dortige  Ordnungszahl,  und  bezeichnet  man  das  Bereich  des  Punk- 
tes c  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustande  respective 
mit  ]X(c,z)  und  2t (7,  ^),  so  wird  die  Function  f  auf  21  darstellbar 
sein  durch  die  Formel: 

f  =  a-yr^F,    (auf  21), 

wo  E  eine  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende  Function  vor 
stellt.     Hieraus  folgt,  was  die  neue  Function  betrifft: 

9^  =  it-y)-'E-A,     (auf  21), 
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oder  anders  geschrieben: 

<p  =  (.t-  y)-^ [E-Ä{t-  rYl    (auf  %). 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  reducirt  sich 
für  t  =  y  auf  E,  und  besitzt  also,  ebenso  wie  E  selber,  im  Punkte 
y  einen  von  Kuli  verschiedenen  Werth.  mithin  in  der  unmittelbaren 
Nachbarschaft  von  7  ebenfalls  von  Null  verschiedene  W.erthe,  Er 
repräsentirt  daher,  falls  man  %  hinreichend  klein  nimmt,  eine  Func- 
tion, die  auf  91  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend  ist.  Be- 
zeichnet  man  demgeraäss  diesen  Ausdruck  mit  E,  so  ergiebt  sich 

9'  =  a-r)-^E,     (auf  91), 
wobei  allerdings  das  gegenwärtige  Bereich  91  im  Allgemeinen  klei- 
ner  ist,  als  das  in  der  vorhergehenden  Formel  zu  denkende  9(. 

Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  ergiebt  sich  aus  dieser  letz- 
ten Formel,  dass  die  Function  9)  auf  9t  im  Punkte  y,  mithin  auch 
auf  U  im  Punkte  c,  die  Ordnungszahl  ( — p)  besitzt.     Q.  e.  d. 

Ist  also  die  Function  f  =  f{z)  auf  einer  Riemann' sehen  Ivugel- 
flüche  ^  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  gilt  Gleiches 
(28.)  auch  von  der  Function  (p  =  (f  —  Ä),  falls  A  eine  heliehig  gegebene 
Constante  vorstellt.  Und  zwar  werden  auf  der  Fläche  ^  die  Pole 
und  die  Ordnungszahlen  diese)' Pole  für  die  Function  f  genau  diesel- 
ben sein,  ivie  für  die  Function  (p  =  (f  —  A). 

Denkt  man  sich  also  [ebenso  wie  früher  (IL),  (12.)]  die  Pole 
in  lauter  einfaclie  oder  elementare  Pole  aufgelöst,  so  kann  man  sagen : 
Die  elementaren  Pole  der  Function  f  sind,  ilirer  Anzcüü  und  Lage 
nach,  identisch  mit  den  elementaren  Polen  der  Function  (f  —  A).  Be- 
zeichnet man  diese  den  beiden  Functionen  f  und  (f — A)  gemein- 
schaftliche Anzahl  elementarer  Pole  mit  q,  so  ist  [zufolge  (12.)J  die 
Anzahl  der  elementaren  Nullpunhte  für  jede  der  beiden  Functionen 
f  und  (/"  —  A)  ebenfalls  =  q.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz  : 

Ist  die  Function  f=f(2)  auf  einer  Riemann' sehen  Kugel/läche  9t 
eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  ivird  die  Anzahl  ihm- 
dementaren  Pole  ebenso  gross  sein,  icie  die  Anzahl  ihrer  elementarem 
(29.)  Nullpunkte,  und  auch  ebenso  gross  sein,  wie  die  Anzahl  ihrer  elemen- 
taren A-PunJcte.  Dabei  sind  unter  diesen  letztern  die  elementaren  Nidl- 
puyikte  der  Function  (f —  A)  zu  verstehen,  wobei  A  eine  ivillhürlieh 
gegebene  Constante  vorstellt. 

Dieses  System  der  A-Punlir,  rvelches  für  A  =  0  in  das  dn-  Ntdl- 
punläe,  und  für  yl  =  00  in  das  der  Pole  oder  Unendlieldceitspunlde 
übergeht,  mag  hinfort  kurziveg  als  ein  Sgsfrm  von  Kivcanpunlten 
bezeichnet  werden. 
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Ueberdies  wird  es  zur  Abkürzung  zweckmässig  sein,  wenigstens 
hin  und  wieder,  noch  einen  andern  Ausdruck  einzuführen,  entspre- 
chend der  folgenden 

Definition.  —  Eine  Function  f  =  f{s),  die  auf  irgend  einer  Flüche 
(30.)  eindeutiij  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist,  soll  als  eine  auf  jener 
Fläche  reguläre  Function  bezeichnet  werden. 

Insbesondax  sollen  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugelflächc 
regulären  Functionen  in  Functionen  ersteh',  ziveitcr,  dritter  u.  s.  u\  Ord- 
nung eingetlieilt  iverden,  je  nachdem  die  Anzahl  ihrer  elementaren  Pole 
=  1,  2,  3  u.  s.  IV.  ist. 

Dabei  bleibt  allerdings  dahingestellt,  ob  z.  B.  eine  reguläre 
Function  ersten'  Ordnung  für  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche 
Kugelfläche  stets  existiren  wird,  —  eine  Frage,  zu  deren  Beant- 
wortung sich  erst  später  die  erforderlichen  Mittel  ergeben  werden. 
—  Unter  Anwendung  dieser  neuen  Ausdrucksweise  lautet  nun  der 
.Satz  (29.)  folgendermassen. 

Ist   die   Fiincfion  f  =  f{ß),  mit  Bezug  auf  eine  gegebene  Rie- 

mannsche  Kugelflüche  9fl,  eine  reguläre  Function  qter  Ordnung,  so 

(31.)  besteht  jedivedes  NiveaupunJdsystem  der  Function  aus  q  Punkten.   D.  h. 

sie  besitzt  auf '^  q  elementare  Pole,  ebenso  q  elementare  Ntdlpunhte,und 

ebenso  allgemein  q  elementare  A-Punlde. 

§  8. 
Eine  runetion  f{z),  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  ein- 
deutig und  stetig  ist,  wird  nothwendiger  Weise  eine  Constante  sein. 

Die  Function  /"  =  f{z)  sei  eindeutig  und  stetig  auf  einer  M-blätt- 
rigen  Riemann'schen  Kugelfläche  94.  Ferner  sei  ^{z)  die  Summe  der- 
jenigen Werthe  /l,  /l,  •  •  •  /^,  welche  /'in  je  n  übereinander  liegen- 
den Punkten  z  der  Fläche  9?  besitzt: 

^(^)=/;+/2    •••    +fn- 

Verpflanzt  man  nun  die  Werthe,  welche  't>{z)  auf  SR  besitzt, 
nach  den  cor respondir enden  Punkten  der  einblättrigen  Kugelfläche  r 
[wobei  unter  correspondirenden  Punkten  solche  verstanden  werden 
sollen,  die  einerlei  Coordinaten  besitzen],  so  wird  ^(z)  auf  r  über- 
all eindeutig,  und  [zufolge  der  über  f  gemachten  Voraussetzung]  da- 
selbst auch  überall  stetig  sein.  Folglich  [Satz  pg.  61]  ist  O(^)  eine 
Constante.    In  solcher  Art  lässt  sich  zeigen,  dass  jeder  der  Ausdrücke: 

•    /;+/;.•.  +  /., 
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/,"  +  /;- .  •  •  +  /;." 

amstanf  ist.     Gleiches  gilt  daher  auch  vou  f\,  /J,,  .  .  .  /„  selber,  mit- 
hin von  allen  Werthen  der  Function  f.     Also  der  Satz: 
(32.)  7^;/  die  Function  /'=  f{z)   auf  einer  Biemann  sehen  Kngelflächc 

überall  eindeutig  und  stetig,  so  ist  sie  eine  Constante. 

Um  diesen  Satz  weiter  anzuwenden,  betrachten  wir  jetzt  zwei 
Functionen  f=f{z)  und  (p  =  (p{z),  die  auf  ein  und  derselben  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  SU  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig 
sein  mögen.     Gleiches  gilt  alsdann  [uach  (24.)]  von  dem  Quotienten 

Haben  insbesondere  f  und  qp  auf  9?  überall  dieselben  Ordnungszah- 
len, so  sind  die  Ordnungszahlen  dieses  Quotienten  [zufolge  (25.)] 
sämmtlich  =  0.  Es  wird  daher  in  diesem  Falle  jener  Quotient 
Jieine  Pole  haben  können,  mithin  auf  9i  allenthalben  eindeutig  und 
stetig,  also  [nach  (32.)]  eine  Constante  sein.     Also  der  Satz: 

Es  seien  f=f{z)  und  g)  =  (p(/)  zivei  Functionen,  die  auf  einer 
gegebenen  Biemann' sehen  Kugelfläehe  9fl  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
(33.)  Pole  stetig  sind.  Besitzen  nun  diese  beiden  Functionen  auf  9?  diesel- 
ben Pole  und  NidlpunJite,  und  überdies  in  jedem  solclien  Pol  oder  Null- 
punlxt  dieselbe  Ordnungszahl,  so  Icönnen  sie  sich  nur  durch  einen  con- 
stanten  Factor  unterscheiden. 

Beispiel.  —  Die  gefundenen  Sätze  sind  selbstverständlich  auch  an- 
wendbar auf  die  gewöhnliche  einblättrige  Kugelfläche,  welche  r  heissen 
mag.  Es  sei  nun  f  =  f{z)  auf  r  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  ste- 
tig. Ob  diese  Function  f  im  Punkte  z  =  oo  einen  Pol  oder  einen  Null- 
punkt oder  keines  von  beiden  hat,  sei  unbekannt.  Ihre  sonstigen  Pole  und 
Nullpunkte  aber  mögen  ^nomiscue  mit  c, ,  c.,,  .  .  .  c^  und  ihre  dortigen 
Ordnungszahlen  mit  ,a, ,  ii., ,  .  .  .  [i  bezeichnet  sein.  Alsdann  ist  ihre  Ord- 
nungszahl M  in  jenem  Punkte  2  =  oo  sofort  angebbar;  denn  sie  muss 
[zufolge  des  Satzes  (10.)]  der  Relation  entsprechen: 

(«•)  fti  +.".•■•  +  ^  +  f^  =  0- 

Bildet  man  jetzt  die  rationale  Function: 

q>  =  {z-  C,f^  {Z  -  C,r  ...(---  c;)^^  , 

80  wird  dieselbe  ebenfalls  auf  r  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig 
sein  [zufolge  des  Satzes  pg.  59].  Auch  wird  ihre  Ordnungszahl  in  c, ,  c.^, 
.  .  .  c  respective  durch  n^ ,  fi, ,  .  .  .  fi  ,  und  im  Punkte  z  ^  :x>  durch  eine 
Zahl  M'  dargestellt  sein,  die  zu  fi, ,  fi^,  .  .  .  fi  in  der  Beziehung  steht: 
Cß.)  ^i,^  4-  „^  .  .  .  +  ^^  +  M'  =  0. 
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In  der  Thal  ergiebt  sich  diese  Relation  iß.)  in  gunau  derselben  Weise, 
wie  sich  vorhin  die  Relation  (a.)  ergab. 

Aus  (a.)  und  ((3.)  folgt  sofort:  M  =  M'.  Demgemäss  haben  die  beiden 
Functionen  f  und  cp  überall  dieselben  Ordnungszahlen.  Und  hieraus  folgt, 
mittelst  des  Satzes  (33.),  dass  sie  sich  nur  durch  einen  Constanten  Factor 
unterscheiden  können;  sodass  man  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Es  sei  f=  /"(-)  auf  der  gewöhnlichen  einhlättrigcn  KuyeljUidtc  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Vole  stetig.  Bezeichnet  man  alsdann,  nach  Aus- 
schluss des  Punktes  z  =  oo,  alle  übrigen  Pole  v/nd  Nullpunkte  dieser  Func- 
tion promiscue  mit  Ci ,  c^,  .  .  .  c  ,  und  ihre  dortigen  Ordnungszahlen  mit 
Hl ,  (i.j,  .  .  .  [i  ,  so  wird  die  Function  den   Werth  haben: 

(y.)  f=K{z-c,f^{z-c,r^  .  .  .  {z-c^Y'o, 

wo  K  eine  Constante  ist.  —  Man  sieht,  dass  dieser  Satz  in  Einklang  steht 
mit  dem  früher  auf  pg.  63  erhaltenen  Satz. 

§  9. 

Eine  Function  f{2),  die  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläche 

eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist,  wird  stets  eine 

algebraische  Function  von  i'  sein. 

Die  Function  f=f{/)  sei  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole 
stetig  auf  einer  w- blättrigen  Riemann'schen  Kugelfläche  ^;  ferner 
sei  0  =  01 5")  das  Product  derjenigen  Werthe  fi,  fl,  ■  •  .  /«,  welche 
/'  in  je  n  übereinander  liegenden  Punkten  z  der  Fläche  9t  besitzt. 

Verpflanzt  mau  sämmtliche  Werthe  der  Function  f  von  den 
Punkten  der  Fläche  9t  nach  den  correspondirendm  Punkten  der  ge- 
wöhnlichen eiiihlättrigrii  Kugelfläche  r,  so  wird  offenbar  das  Product 

(34.)  0  =  0(^)  =  /;/,.../; 

auf  r  überall  eindeutig  sein.  Dabei  sind  [ähnlich,  wie  schon  früher] 
unter  correspondirenden  Punkten  solche  zu  verstehen,  die  dieselben 
Coordinateu,  mithin  auch  dasselbe  s  besitzen. 

Um  die  Stetigkeit  resp.  Unstetigkeit  von  O  auf  der  Fläche  r 
zu  untersuchen,  nehmen  wir  für  z  irgend  einen  beliebigen  Werth 
z  =  c,  und  markiren  auf  beiden  Flächen  9i  und  r  die  durch  ^  ==  c 
sich  bestimmenden  Punkte.  Diese  können  auf  9t  zum  Theil,  oder 
vielleicht  auch  alle,  Windungspunkte  sein  und  mögen  bezeichnet 
werden  mit  Pj,  Pg,  ...  P,,;  und  gleichzeitig  mag  die  Anzahl  der 
Blätter,  welche  in  jedem  dieser  Punkte  mit  einander  zusammenhängen, 
bezeichnet  werden  respective  mit  w^,  m.,^  ...  m^,;  sodass  also  Pz 
ein  Windungspunkt  {niy.  —  1)'*''  Ordnung  ist.  Andererseits  mag  der 
durch  s  =  c  auf  r  sich  bestimmende  Punkt  p  heissen. 
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Sind  iiuu  U,,  IL,  .  .  .  U^,  die  Bereiche  der  Punkte  Pj,  l*^,  •  •  -  I\,, 
BO  wird  die  Function  /',  zufolge  der  Formel  (10.)  des  Satzes  pg.  109, 
auf  Wx  darstellbar  sein  durch: 

(35.)  /■  =  (^  —  c)"~'J^,     (auf  U.), 

wo  ^y.  die  Ordnungszahl  von  /"  im  Punkte  Fy  vorstellt. 

Schreibt   man    diese  Formel   der  Reihe   nach   hin    für  niy  über- 
einander liegende  Punkte  s  der  Fläche  U^,  so  erhält  man  niy  Glei-* 
ehungen  von  der  Gestalt: 

/'=  {z  -  cf^E\ 
etc.     etc., 
und  aus  diesen  durch  Multiplication: 
(36.)  (//"  . . .)  =  (^  -  cyy-  {EE' .  . .), 

wo  z.  B.  /",  / '  .  .  .  die  Werthe  von  f  für  jene  my  übereinander  lie- 
genden Punkte  z  vorstellen,  und  Analoges  in  Bezug  auf  E,  E'  . .  . 
zu  bemerken  ist. 

Schreibt  man  jetzt  diese  speciell  für  lU  gebildete  Formel  (36.) 
der  Reihe  nach   hin   für  Uj,  U2,  .  . .  U,,,  so   erhält   man  im  Ganzen 
9  solche  Formeln,  und  aus  diesen  durch  Multiplication: 
(37.)  fj.,  .../„  =  (^  -  c>".+^'^  •  ■  •  +  .",  E, 

wo  /i,  ^2'  •  •  •  fn  die  Werthe  von  f  in  den  auf  der  Fläche  91  über- 
einander liegenden  n  Punkten  z  vorstellen.    Diese  Formel  (37.)  nimmt 
daher  mit  Rücksicht  auf  (34.)  die  Gestalt  an: 
(38.)  0  {z)  =  (z  —  cY^+M.  ■■■+M(,E, 

wo  das  E  eine  Function  von  z  bezeichnet,  die  (ebenso  wie  E,  E',  .  .  .) 
stetig  und  nichtverschwindcnd  ist. 

Aus  (38.)  folgt  nun  sofort,   dass   im  Bereich  u   des  Punktes  p 

cnticedcr   O    selber    oder        stetig   ist,  je    nachdem    die  ganze   Zahl 

i^i  -\-  ^2  ~\~  ■  '  •  ~\~  f^f)  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Wir 
sehen  somit,  dass  die  Function  0  auf  der  einhlättrigen  Kiigelfläche  r 
in  jedwedem  PimJct  p(z  =  c)  entweder  stetig,  oder  aber  polar  un- 
stetig ist. 

Dabei  ist  allerdings  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  den 
Punkt  p  bestimmende  Constante  c  endlich  sei.    Für  den  Fall  c  =  00 
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gelaugt  man  aber,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  zu  genau  demselben 
Resultate,  falls  mau  nur  bei  Anwendung  des  Satzes  pg.  109  nicht 
die  Formel  (19.),  sondern  die  Formel  (20.)  benutzt.  —  Die  Function 
0  =  0  (5?)  ist  also  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  r  überall  ein- 
deutig, und  bis  auf  einzelne  Pole  daselbst  auch  überall  stetig.  Folg- 
lich ist  sie  [Satz  pg.  63J  eine  rationale  Function  von  z.  Also  der  Satz: 
Ist  die  Function  f  =  f(z)  auf  einet'  n-hlüttrigrn  liiemami'sc/ien 
Kugclfläche  91  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  und  versteht 
mau  unter  f,  f^,  .  ■ .  f,i  die  Wertlic  von  f  in  je  n  übereinander  liegen- 
den Punkten  der  Fläche  Üt,  so  ivird  das  Produet  dieser  n  Werthe^ 

(39-)  <!>=/;/,.../. 

stets  eine  rationale  Function  von  z  sein. 

Die  Ordnungszahlen  dieser  rationalen  Function  <t>  stehen  zu  dcnoi 
von  f  in  einfacher  Beziehung.  iJenld  man  sich  nämlich  0  auf  der 
geivöhnlichen  einhlättrigen  Kugelfläche  r  ausgehreitet,  so  ivird  die  Ord- 
(40.)  nungszcüd  von  0  in  irgend  einem  Punkte  z  =  c  der  Fläche  r  stets 
gleich  der  Summe  derjenigen  Ordnungszahlen  sein,  welche  f  auf  der 
i  lache  91  in  den  daselbst  bei  z  =  c  übereinander  liegenden  PunJden 
besitzt.  Dieser  Zusatz  ergiebt  sich  nämlich  sofort  aus  der  iu  (38.) 
erhaltenen  Formel. 

Da  /'  auf  9fi  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein  soll, 
so  gilt  [nach  (28.;J  Gleiches  auch  von  (/'-[-  A),  (f -\-  B),  .  .  .,  falls 
nämlich  A,  B ,  ...  irgend  welche  Constanten  sind.  Durch  Anwen- 
dung des  Satzes  (oO.)  ergiebt  sich  also,  dass  die  Producte: 

0  =  (A  +  A)  (/;.+  A)...{f^  +  A), 

M^  =  (/;  +  B)  {f,-\-B)...  (/;  +  B), 

etc.     etc.     etc. 

rationale  Functionen   von  z  sind.     Setzt   man  jetzt  zur  Abkürzimg: 

^  =  /;  +  /2 +  ••.  +  /;, 
(4L)  i^  =  /;/.  +  /i/3 +  ..•/.-!/», 

■tf n  =  Ixl2   •  •  •  In) 

SO  kann  man  diese  Grössen  0,  H^,  .  .  .  auch  so  schreiben: 

(42 )  0  =  ^"  +  F,A^~^  +  F,A--'' . . .  +  K-.A  +  F„, 

V  =  5»  -f  F,B-'  +  F^B-^ . .  .  +  F„_i£  +  F„, 
etc.     etc.     etc. 
Denkt  man  sich  im  Ganzen  n  solche  Ausdrücke  0,  V, .  . .  orebildet, 
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imd  dabei  die  n  Constanteu  A,  B,  ...  in  beliebiger  Weise  fixirt, 
so  kiiim  mau  die  n  Gleichungen  (42.)  nach  JPj,  F^,  .  .  .  Fn  auflösen, 
und  wird  auf  diese  Weise  für  diese  F^,  F.,,  .  . .  F,,  Werthe  erhalten, 
Avelche,  ebenso  wie  die  0,  Y,  .  .  .  ,  rationale  Functionen  von  s  sind. 
Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f  =  f  {p)  auf  einer  n  -  hlättrigen  Riemann  sehen 
Kugelfläche  91  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  und 
versteht  man  unter  fi,  f^,  •  •  •  fn  die  Werthe,  ivelche  f  in  je  n  iiber- 
einander  liegenden  PimJden  z  der  Fläche  9i  besitzt,  so  werden  diese  f, 
fi,  ■••  fn  stets  die    Wurzeln  einer  Gleichung  n*^''  Grades  sein: 

(43.)  /•"  -  F,  /■«-!  +  F,f"-^  _  +  ...  +  (-  lyr,  _  0, 

deren  Coeffcienten  F^,  F^,  ...  Fn  rationale  Functionen  von  z  sind. 
Oder  kürzer  ausgedrückt:  Ist  die  Function  f=f{z)  auf  irgend 
(44.)  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  eindeutig  und  bis   auf  einzelne  Pole 
stetig,  so  tvird  sie  jederzeit  eine  algebraische  Function  von  z  sein. 

§  10. 

Ueber  die  Differentialquotienten  solcher  Functionen  f(z),  die  auf 
einer  Riemann'schen  Kugelfläclie  ausgebreitet  sind. 

Der  gegenwärtige  Paragraph,  welcher  an  und  für  sich  wenig 
Interesse  darbieten  dürfte,  soll  hauptsächlich  dienen  als  Stützpunkt 
für  spätere  Betrachtungen. 

Die  Function  /'  =  f(z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  @  einer  Rie- 
mann'schen Kugelfläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Mar- 
kirt  man  alsdann  auf  @  irgend  einen  Punkt  c,  und  bezeichnet  das 
Bereich  dieses  Punktes  im  ursijrünglichen  und  natürlichen  Zustande 
mit  U(c,  z)  respective  mit  %(y,  t),  so  wird  /'  auf  der  Fläche  3l(y,  ^) 
eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.    Gleiches  gilt  daher 

[Satz  (1.)  pg.  49J  auf  %(y,  t)  auch  von  der  Function  ~^.-  Denkt  man 
sich  also  jene  um  c  und  y  beschriebenen  Flächen  U  und  St  hinrei- 
chend klein,  so  werden  /'  und  -y^  [zufolge  des  Satzes  pg.  41 1  ioner- 
halb  51  durch  folgende  Formeln  darstellbar  sein: 

(1.)  f=(^-yyF,     (auf  2t), 

(2.)  f^=ii-yrE',     (auf  2t), 

wo  (i  und  fi'   die  Ordnungszahlen  von  /  und  ~  im   Punkte  y  oder 
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(was  dasselbe  ist)  im  Punkte  c  vorstelleu.     Ueberdies  repräseutireu 

E  und  E'  zwei  Functioneu,  die  auf  51  eindeutig,  stetig  und  nieht- 

versch windend  sind. 

Für  jene  Orduungszablen  ft  und  fi'  gilt  [Satz  pg.  50J  die  Formel: 
(3.)  ^==^  —  1 ,     falls     (1^0, 

hingegen  die  Formel: 
(4.)  ^'  =  0,  1,  2,  3,  4,  ...  ,     falls    }i  =  0  ist. 

Betrachtet  mau  c  als  einen  Windungspunkt  (m  —  l)**"^  Ordnung, 

wo  alsdann  m  eine  der  Zahlen  1,2,3,...  vorstellt,  so  findet,  was 

die  Zustände  U  (c,  2)  und  2t  (y,  ^)  betrifft,  zwischen  0  und  t,  eine  der 

beiden  Relationen  statt: 

(a.)  z-c=(t-  y)"", 

Von  diesen  beiden  Formeln  (a.),  (b.)  ist  nur  die  erste  anwend- 
ba^,  falls  c  =  0  ist;  nur  die  ziveite,  falls  c  =  00.  Hingegen  sind 
beide  anwendbar,  falls  c  weder  0  noch  00  ist.  Man  kann  also  stets 
die  Formel 

(A.)  2  —  c  =  (^  —  yY"-  benutzen,   falls  c  verschieden  von  00  ist; 

andererseits  aber  stets  die  Formel 

(B.)  5;  =  (^  —  y)~~"*  benutzen,  falls  c  gleich  00  ist. 

Und  durch  Zusammenfassung    dieser  beiden  Formeln  (A.)  und  (B.) 
gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 

Bezeichnet  man  auf  einer  Biemann'schen  Kugelfläche  das  Bereich 
irgend  eines  PiinJäes  c  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zu- 
stande respective  mit  U(c,  2)  und  5((y,  ^),  so  darf  man  stets  annehmen, 
dass  die  zivischen  z  und  t,  stattfindende  Belation  die  Form  habe: 

(5.)  z  +  Const.  =  (e  -  yy. 

Dabei  ist  M  =  ^m,  wo  m  die  Anzahl  der  im  Punkte  c  mit  einander 
zusanmienhängenden  Blätter  vorstellt.     Und  zwar  ist  M  ==  -\-  m ,  falls 
c  verschieden  von  00,  hingegen  M=  —  m,  falls  cgieich  00.    Diese 
Zahl  M  mag  in  Zukunft  die  Signatur  des  Punktes  c  heissen. 
Aus  (5.)  folgt  durch  Differentiation: 

(6.)  f-j/a-yr-'i 

und  nunmehr  folgt  aus  (2.)  und  (6.)  durch  Division: 

(7.)  ji  =  M(i-yy-"^'^'' 
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oder  eiufacher  geschrieben: 

(8.)  ^^  =  a-y>"^n    (auf  51), 

wo  der  Exponent  ,u,  =  (,a'  —  J/ -f-  1)  [vgl.  die  in  (3.),  (4.)  über  ^' 
gemachten  Angaben]  den  Werth  hat: 
id.)  fi^  =  (^  -  31).     falls  ft  ^  0, 

(10.)  jt^  =  (1  -  31),  (2  -  M),  (3  —  il/),  .  .  .  ,    falls  ^  =  0. 

Diese  Formeln  (8.),  (9.),  (10.)  führen  imn  sofort  zu  folgenden  Sätzen: 
Ist  die  Function  f  =  f  {£)  auf  irgend  einem   Thcil  ©  einer  Ric- 
manu'schen  Ku</elfläcJia  eindeutig  und  his  auf  einzelne  Pole  stetig,  so 
gilt  Gleiches  auf  <B  auch  von  dem  Biffcrentialquotienten: 

Sind  ferner  ^  und  f«i  die  Ordnungssahlen  von  f  und  -r-  in  irgend 

einem  Punlte  c  der  Fläche  <B,  so  ist: 
(12.)  ^j=(^_il/),     falls  fi§0, 

hingegen : 
(13.)  ^  =  (1  -  Ji),  (2 -ili),  (3  — ü/),...,     falls  ^  =  0: 

Hier  hezeiehnet  31  die  [vorhin  bei  (5.)  definirtej  Signatur  des  betrach- 
teten Punktes  c. 

Besitzt  also  die  Ordnungszahl  jit  im  Punlde  c  einen  der  Werthe 

(14.)    ^=       ..._2,  -1,  0,         1,  2,... 

so  tcird  der  zugehörige  Werth  von  f^l  respcctive  dargestellt  sein  durch: 

(Ib.)  fi,  =  ...{- 2 -31),  (-1-31),  Q,  (l-M),  {2-31),... 
ivo  das  Q  eine  unhekannte  Zahl  aus  der  lieihc  (1  —  M),  (2  —  31), 
(3  —  31),  .  .  .  repräscntirt. 

Diese  Formeln  (14.),  (15.)  zeigen,  dass  (ii  niclit  blos  für  /i  =  —  1, 
—  2,  —  3,  .  .  .  ,  sondern  auch  für  fi  =  0,  1,  2,  3,  ..,  negativ  wer- 
den kann.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  mit  Rücksicht  auf  die  bei 
(5.)  für  31  gegebene  Definition,  zu  folgendem  Satz: 

I)ie  Pole  der  Function  -^  können  nur  an  solchen  Stellen  liegen, 

(16.)  ^*'^  entweder  f  seihet'  einen  Pol  besitzt,  oder  tvo  die   betrachtete  Mie- 

mann'scJie  Fläche  einen  von  z  =  oo  verschiedenen   Windungspunkt  hat. 
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lieber  die  Stetigkeit  mehrdeutiger  Functionen. 

Während  man  bisher  bei  den  Stetigkeitsuntersuchungen  mehr- 
deutiger Functionen  zunächst  die  verschiedenen  Werthe  der  Func- 
tion von  einander  zu  Hcpariren,  und  sodann  diese  Werthe  einzeln  auf 
ihre  Stetigkeit  zu  untersuchen  bemüht  gewesen  ist,  soll  im  F^olgen- 
den  eine  Methode  dargelegt  werden,  mittelst  deren  man  die  in  Rede 
stehenden  Werthe  gleichzeitig,  und  ohne  vorgängige  Separation,  der 
genannten  Untersuchung  zu  unterwerfen  vermag. 

Uebrigens  werden  die  Untersuchtungen  des  ffecjenwärtigen  Ca- 
pitels  [welche  von  mir  in  kurzem  Abriss  bereits  in  den  Berichten 
der  kgl.  Sächsischen  Gesellsch.  der  Wiss.  vom  10.  Decbr.  1883  publi- 
cirt  worden  sind]  namentlich  dazu  dienen,  um  die  Betrachtungen  des 
vierten  und  fünften  Capitels  zu  vervollständigen  und  weiter  zu  be- 
festigen. 

§.  1. 
Allgemeine  Ueberlegimgen. 

Zwischen  den  beiden  complexen  Variablen  .s^  und  z  mag  die 
Gleichung  festgesetzt  sein: 

F{ü,  z)  =  O5 
dabei  mag,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  unter  F{s,  z)  eine  gege- 
bene ganze  rationale  Function  von  s  und  z  verstanden  werden^  «*^° 
Grades  für  s  und  w*^°  Grades  für  z.  Für  jedwedes  Argument  z  er- 
geben sich  alsdann  aus  der  vorstehenden  Gleichung  n  elementare 
Wurzeln  s,  die,  je  nach  dem  Werthe  des  Argumentes  z,  bald  ver- 
einzelt liegen  werden,  bald  aber  auch  theihveise  respective  gruppen- 
weise vereinigt  sein  können.  Bei  den  folgenden  Betrachtungen  wollen 
wir  das  Argument  z  als  einen  variablen  Punkt  in  der  z-Ebene,  und 
ebenso  die  zugehörigen  n  elementaren  Wurzeln  s  als  Punkte  in  einer 
zweiten  Ebene,  in  der  s- Ebene,  uns  vorstellen. 

Siu-d  unter  den  n  elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung  F(s,z)  =  0 
einige,  etwa  v  vorhanden: 
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^^i,  '^i?  •  •  ■  -^.• 
die  für  das  Argument  z  =  c  ein  und  denselben  Werth  s  =  Je  an- 
nehmen, und  die  andererseits  für  jedwedes  sehr  wenig  von  c  ab- 
weichende Argument  z  Werthe  annehmen,  die  sehr  wenig  von  Je 
verschieden  sind,  so  werden  diese  v  Wurzeln  als  Functionen  von  z 
zu  bezeichnen  sein,  die  im  Punkte  z  =  c  stctiij  sind.  Man  gelangt 
in  solcher  Weise  bei  genauer  Ueberlegung  zu  folgendem  Satz: 

Die  GleicJmng  F{s,  z)  =  0  besitze  für  iryend  ein  speeiellcs  Är- 
yiiment  s  =  c  eine  v-facJie  Wurzel  s  =  A-.  Ferner  hezeicJme  s  eilten 
willJidrUcJi  zu  wüJiletiden  KleinJieitstjrad. 

Kami  mm  die  ÄnzaJil  all'  derjenigen  elementaren  Wurzeln  s, 
tvelcJic  die  GlcicJmng  F(s,  0)  =  0,  für  ein  heliebiyes  Argument  z,  inner- 
halb eines  um  s  =  /.■  mit  dem  Radius  s  bescJiriebenen  Kreises  besitzt, 
(1.)  dadurcJi  constant,  =v  gemacJit  iverden,  dass  man  die  Bewegung  jenes 
beliebigen  Argumentes  z  auf  einen  um  z  =  c  bescJiriebenen  JänreicJiend 
Jdeinen  Kreis  bescJiränli;  —  so  iverden  die  in  Bede  steJienden  v  ele- 
mentaren Wurzeln  s  als  Functionen  von  z  zu  bezeicJmen  sein,  die  im 
Punkte  z  =  c  stetig  sind. 

Ist  nämlich  die  genannte  Bedingung  erfüllt,  so  werden  die  in 
Rede  stehenden  v  elementaren  Wurzeln  s: 

^u   ^2 '   •  •  •   ^i'  J 
bei  willJcürlicJier   Wahl  des  KleinJieitsgrades  s,  den  Formeln 

mod  (Si  —  A)  <  £ , 
mod  (Sg  —  A)  <  £, 


mod  (s,.  —  A')  <  £ 
sich  subordiniren,    falls  man   nur    d^s   Argument  z  der  Bedingung 

unterwirft: 

mod  {z  —  c)  <  p, 

und  dabei  den  Kleinheitsgrad  q,  nach  Maassgabe  des  jedesmaligen 
£,  JänreicJiend  Jilein  macht. 

Für  unsere  weiteren  Untersuchungen  ist  der  Satz  (1.)  ausrei- 
chend. Doch  sei  beiläufig  bemerkt,  dass  derselbe  auch  dann  noch 
richtig  bleibt,  wenn  man  in  ihm  die  Anforderung  „=  v"  durch  „>  v" 
ersetzt,  dass  man  nämlich  dem  Satz  folgende  allgemeinere  Fassung 
geben  kann. 

Besitzt  die  GleicJiung  F(s,  z)  =  0  für  z  =  c  eine  v-facJie  Wurzel 

s  =  Je,  bezeicJinet  ferner  e  einen  ivillJciirUcJi  gegebenen  KleinJieitsgrad, 

(2.)  tind  Jcann  die  AnzaJil  all'  derjenigen  elementaren   Wurzeln  s,  welcJie 
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die  Gleicinmcj  F{s,  2)  =  0,  für  ein  heliclifjcs  Arynmcnt  z,  innerhalb 
eines  mit  dem  JRadius  s  um  s  =  Ic  heschriebenen  Kreises  besitzt,  da- 
dureh  >  v  gemacht  zverden,  dass  man  die  Bewegung  jenes  Argumen- 
tes z  auf  einen  um  z  =  c  beschriebenen  hinreichend  Ideinen  Kreis  be- 
schränM,  so  iverden  v  der  in  Bede  stehenden  elementaren  Wurzeln  s 
als  Functionen  von  z  zu  bezeichnen  sein,  die  im  Punkte  z  =  c  stetig  sind. 
Nur  der  Bequemlichkeit  willen  ist  bis  jetzt  die  Function  F(s,  z) 
als  eine  ganze  rationale  Function  von  s  und  z  vorausgesetzt  vporden. 
Man  übersieht  nachträglich  sofort,  dass  die  Sätze  (1.)  und  (2.)  auf 
jede  beliebige  Gleichung 

F{s,  z)  =  0 

anwendbar  sind ,  welche  Beschaffenheit  die  Function  F(s,  z)  auch 
immer  besitzen  mag,  falls  man  nur  den  Charakter  der  elementaren 
respective  vielfachen  Wurzeln  in  bestimmter  Weise  und  zwar  in  sol- 
cher Weise  definirt,  dass  dieser  Charakter  jedesmal  durch  eine  der 
Zahlen  1,2,  3,  ...  sich  ausdrückt. 

Bei  den  nachfolgenden  Untersuchungen  beginnen  wir  mit  dem 
einfachen  Fall,  dass  die  Function  F(s,z)  die  specielle  Form 

fis)-z 
besitzt. 

§  2. 

Die  Wurzeln  einer  Gleichung  f(s)  =  z. 

Die  gegebene  Function  f(s)  sei  auf  irgend  einem  endlichen  Theil 
©  der  s-Ebene  eindeidig  und  stetig.  Gleiches  gilt  alsdann  von  der 
Function 

(3.)  f(s)-c, 

falls  man  nämlich  unter  c  eine  Constante  versteht.  Demgemäss  wer- 
den die  Nullpunkte  dieser  Function  (3.)  auf  ©  niemals  ein  Curven- 
oder  Flächenelement  stetig  erfüllen  können,  sondern  stets  vereinzelt 
liegen  [Satz  (27.)  pg.  35].  Uebrigens  sind  dieselben  im  Allgemei- 
nen von  verschiedener  Ordnung. 

Ein  v-facher  Nullpunkt  der  Function  (3.)  mag  bezeichnet  werden 
als  eine  v-fache  Wurzel  der  Gleichung 
(4.)  f(s)  -  c  =  0; 

und  ebenso  mag  jeder  elementare  Nidlpunkt  der  Function  (3.)  be- 
zeichnet werden  als  eine  elementare  Wurzel  der  Gleichung;  (4.).  Die 
Anzahl  N  süninitlicher  auf  <S  vorhandenen  elementaren  Wurzeln  der 
Gleichung  (4.)  hat  alsdann  [Satz  (16.)  pg.  43]  den  Werth: 
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d.  i.  eleu  Werth: 

dRo) 


ib.)  N  =/ 


die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Randpunkte  6  der  Fläche 
(S.  Dabei  wird  [was  sich  stets  durch  eine  geringe  Deformation 
des  Randes  von  ©  erreichen  lässt]  vorausgesetzt,  dass  keine  Wur- 
zel hart  am  Rande  von  ©  liegt.  Sonst  nämlich  würde  das  Integral 
(5.)  [durch  Nullwerden  des  NennersJ  seinen  Sinn  verlieren,  und 
o"leichzeitig  auch  die  Bedeutung  der  Zahl  N  eine  völlig  unbestimmte 
werden;  denn  es  würde  zweifelhaft  sein,  ob  eine  hart  am  Rande 
von  ©  liegende  Wurzel  als  eine  innerhalb  oder  ausserhalb  ©  lie- 
gende Wurzel  aufzufassen  sei. 

Aus  der  Voraussetzung  nun,  dass  die  Gleichung  (4.)  keine  hart 
am  Rande  von  @  liegende  Wurzel  besitzt,  folgt  sofort,  dass  für  alle 
Punkte  6  dieses  Randes  die  Formel  stattfindet: 
(6.)  mod  \f{a)  -  c\>2q, 

wo  Q  eine  positive  und  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt.  Dabei 
sei  noch  Folgendes  bemerkt:  Führt  man  neben  der  Constanteu  c 
noch  irgend  welche  andere  Constante  q  in  die  Betrachtung  ein^  so 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

[/■(a)  -c\  =  [/•((?)  -  cj  -f  {c,  -  c) 
sofort : 

mod  [/■(g)  —  c]  <  mod  [/"((?)  —  c^\  -\-  mod  (Cj  —  c), 

oder  etwas  anders  geschrieben: 

mod  \f{a)  —  Cj]  >  mod  [f{6)  —  c\  —  mod  (Cj  —  c), 

oder  mit  Rücksicht  auf  (6.): 

mod  \f{6)  —  cj  >  2()  —  mod  (c^  —  c). 

Diese  letzte  Formel  aber  "gewinnt,  falls  man  die  neue  Constante  c^ 

der  Bedingung 
(7.)  mod  (Ci  —  c)  <Q 

unterwirft,  die  einfachere  Gestalt: 

(8.)  mod  \f{(5)  —  c,]  >  (2()  -  p)  =  Q. 

Diese  Formel  (8.)  zeigt,  dass  die  der  neuen  Constanten  (\  ent- 
sprechende Function 

am  Rande  von  (3  nirgends   verschwindet,  dass   also   die  Gleichung 
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(10.)  f(s)-c,=0 

keine  hart  am  Rande  von  @  gelegene  Wurzel  besitzt.  Demgemäss 
wird  also  die  Anzahl  Nj  all'  derjenigen  elementaren  Wurzeln,  welche 
diese  neue  Gleichung  (10.)  innerhalb  ©  besitzt,  dargestellt  sein 
durch  die  mit  (5.)  analoge  Formel: 

(in  N  =  r ^^ 

Diese  Formel  (11.)  gilt,  zufolge  ihrer  soeben  gegebenen  Begrün- 
dung, für  jedwede  der  Bedingung  (7.)  entsprechende  Constante  c, , 
und  bleibt  also  in  Kraft,  falls  man  dieses  c^  innerhalb  des  Spiel- 
raums (7.)  beliebig  variiren  lässt.  Bei  einer  solchen  Variation  von 
Cj  wird  also  der  Werth  des  Integrals  (11.)  von  Augenblick  zu  Augen- 
blick durch  eine  ganze  Zaltl  dargestellt  sein.  Andererseits  aber  über- 
sieht man  sofort,  dass  der  Werth  des  Integrals  bei  einer  solchen 
innerhalb  des  Spielraums  (7.)  bleibenden  Variation  von  q  nur  in 
stetiger  Weise  sich  äuderu  kaun^).  Demgemäss  ist  also  die  in  Rede 
stehende  ganze  Zahl  während  dieser  Variation  fortdauernd  ein-  und 
dieselbe. 

Die  ganze  Zahl  N^  bleibt  also  constant,  falls  man  das  c^  inner- 
halb des  Spielraums  (7.)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch  mit  c  wer- 
den lässt.     Somit  folgt  aus  (11.)  und  (5.): 
(12.)  Ni  =  N. 

Man  gelangt  daher,  indem  mau  (c  -\-  Ac)  für  c^  setzt,  zu  folgen- 
dem Satz: 

Erster  Satz.  —   Versteht  man  unter  f(s)  eine  Fundioti,  die  auf 
irgend  einem  endlichen   Theil  @  der  s- Ebene  eindeutig  und  stetig  ist, 
ferner  unter  c  eine  beliebig  gegebene  Constante,  und  setzt  man  voraus, 
dass  unter  den  elementaren   Wurzeln  der  Gleichung 
(13.)  f{s)  =  c 

heine  hart  am  Bande  von  ©  liegt,  so  ivird  die  Anzahl  der  innerhalb 
S  befindlichen  elementaren  Wurzeln  dieser  Gleichung  (13.)  bei  einer 
beliebigen  Variation  der  Constanten  c  ungeändert  bleiben,  falls  man 
nur  diese  Variation  Ac  der  Bedingung  unterwirft: 

mod  (Ac)  <  p 
wid  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  klein  macht. 


*)  Denn  so  lange  die  Formel  (7.)  erfüllt  bleibt,  wird  die  Formel  (8.)  eben- 
falls in  Kraft  bleiben,  mithin  der  unter  dem  Integral  vorhandene  Nenner  von 
0  verschieden  bleiben. 

Xeumann,  Abfirsclie  Inte^ale.     2.  Anfl.  9 
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Man  kann  diesen  Satz  offenbar  auch  in  Anwendung  bringen  auf 
einen  Tlieil  der  Fläche  ©,  z.  B.  auf  eine  innerhalb  ©  liegende  Kreis- 
fläche. Thut  man  dies,  und  bezeichnet,  mau  dabei  die  Grösse  e,  so- 
bald sie  variabel  gedacht  werden  soll,  mit  dem  Buchstaben  z,  so  er- 
giebt  sich  folgender  Zusatz:  Besitzt  die  in  (13.)  genannte  Gleichung 

M  ,  f{s)  =  c 

eine  innerhalb  S  liegende  t^- fache  Wurzel  s  =  k,  und  denkt  man 
sich  auf  der  Fläche  ©  um  diesen  Punkt  s  =  Je  einen  Kreis  be- 
schrieben, dessen  Radius  e  beliebig  klein,  mindestens  aber  so  klein 
sein  soll,  dass  alle  übrigen  Wurzeln  der  Gleichung  (a.)  ausserhalb 
des  Kreises  liegen,  —  alsdann  wird  die  Anzahl  all'  derjenigen  ele- 
mentaren Wurzeln  s,  welche  die  Gleichung 

(ß.)  fis)=, 

innerhalb  jenes  Kreises  besitzt,  dadurch  constant,  =  ?/  gemacht  wer- 
den können,  dass  man  die  Grösse  0  der  Bedingung 

mod  (z  —  c)  <.  Q 

unterwirft,  und  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  klein  macht.  Die 
in  Rede  steliende}i  v  elementaren  Wurzeln  s,  tvelclie  für  z  =  c  in  die 
v-fache  Wurzel  s  =  Je  zusammenschnielzen,  sind  daJier  [Satz  (1.)  pg.  126] 
als  Functionen  von  z  zu  hezeicJmen,  die  im  Punlic  z  ^  c  stetig  sind. 
Besitzt  die  Gleichung  f(s)  =  c  innerJialh  @  im  Ganzen^  Wurzeln: 

S  A/'j ,       S  =  n-'o »   •  •  ■       ^  —  Ixp , 

die  etwa  der  Reihe  nach  Vj-fach,  v.^-fach,  u.  s.  w,  Vp-fach  sind,  so 
wird  der  soeben  ausgesprochene  Satz  selbstverständlich  für  jede 
dieser  Wurzeln  gelten.  Desgleichen  wird  der  Satz  auch  dann  noch 
anwendbar  sein,  wenn  man,  statt  der  Wurzeln  der  Gleichung  f{s)  =  c, 
diejenigen  der  Gleichung  f{s)  =  C  ins  Auge  fasst,  wo  C  irgend 
welcJie  andere  Constante  vorstellt.  Somit  gelangt  man  zu  folgen- 
dem Resultat: 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  Function  f{s)  auf  irgend  einem  endlicJien 
TJiede  ©  der  s-Ebene  eindeutig  und  stetig,  so  werden  die  elemen- 
taren  Wurzeln  s  der  GleicJmng 

(14.)  f(s)  =  z 

stetige  Functione)i  von  z  sein,  —  selbstverständlicJi  nur  insoweit,  als 
die  Function  f(s)  i'djerJiaupt  cJiarakterisirt  ist,  also  nur  insmveit,  ah 
jene   Wurzeln  s  inncrJialb  der  gegebenen  FläcJic  ©  liegen. 

Wir  gehen  über  zu  dem  Fall,  dass  die  Function  f(s)  auf  © 
eindeutig,  aber  nur  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  ist.    Bezeichnet  man 
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diese  Pole  mit  s  =  «j,  a.,,  %,  ...  und  andererseits  die  Nullpunkte 
von  f{s)  mit  s  =  {i^,  ß.^,  ß^,  .  .  .  ,   so   ist  f{s)  auf  der  Flüche 

©„  =  ©-  |U„.  +  U„,  +  U.3 +  ...], 

und  andererseits  -yr^  auf  der  Fläche 
f{s) 

©.,  =  ©  -  [U,.  +  U,,,  +  U.,  +  .  .  .] 

eindeutig  und  stetig.  Dabei  sollen  U«, ,  U«, ,  Ma^ ,  .  .  .  die  Bereiche  der 
Punkte  «j,  «2,  «3,  .  .  .  vorstellen;  und  demgemäss  soll  ©«  dasjenige 
Fliichenstück  bezeichnen,  welches  von  ©  nach  Absonderung  dieser 
Bereiche  noch  übrig  bleibt.  Andererseits  sollen  U^^,  U^^^,  .  .  .  und  ©v 
die  analogen  Bedeutungen  besitzen  bezüglich  der  Punkte  ß^,  ß2,  ß^,  . .  . 
Der  Satz  (14.)  ist  daher  innerhalb  ©«  unmittelbar  anwendbar 
auf  die  Wurzeln  s  der  Gleichung 

(A.)  /-(.s)  =  ^, 

und   andererseits   innerhalb   ©^  anwendbar   auf  die   Wurzdn  s   der 


(B.) 


Gleichung: 


1    _  1 


Es  ist  aber  offenbar  ein  und  dasselbe,  ob  man  von  den  Wurzeln  s 
der  Gleichung  (A.)  oder  von  denen  der  Gleichung  (B.)  spricht.  Wir 
gelangen  somit  zu  dem  Resultat,  dass  die  innerhalb  ©  liegenden 
elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung 

stetige  Functionen  von  z  sind,  soweit  z  endlich  bleibt,  und  dass  sie 
andererseits  stetige  Functionen  von  —  sein  werden,  soweit  —  end- 
lieh  bleibt.     Oder  einfacher  ausgedrückt: 

Dritter  Satz.  —  Ist  die  Function  f{s)  auf  einem  endlichen  TJieile 
©  der  s- Ebene  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  wer- 
den die  elementaren   Wurzeln  s  der  Gleichung 
(15.)  f{s)  =  0 

Functionen  von  z  sein,  die  auf  der  gewöhnlichen  einblättrigen 
z-Kugelfläche  überall  stetig  sind.  —  Selbstverständlich  gilt  dieser  Satz 
iviederimi  mir  insoiveit,  als  die  Function  f{s)  überhaupt  clmrakterisirt 
ist,  also  nur  insoiveit,  als  jene  Wurzeln  s  innerhalb  der  gegebenen  Fläche 
©  bleiben. 

Ueber  die  Umkehrung  der  Gleichung  f{s)  =  z.  —  Die  Function  f  {s) 
sei  eindeutig  und  stetig  auf  einer  in  der  s-Ebene  um  den  Punkt  s  =  Tc  be- 

9* 


(«.) 
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schriebenen  Kreisfläche  S^.,    also  innerhalb  dieser  Fläche   ©^.  darstellbar 
durch  die  Taylor'sche  Reihe  [(21.)  pg.  34]: 

f{s)  =  f{k)  +  -~-  rik)  +  ^^^  f"{h)  + . . . 


Setzt  man  zur  Abkürzung 

m  n^)  =  c, 

und  macht  man  überdies  die  Annahme,  dafs 
(y)  f  (k)  von  0  verschieden 

ist,  so  nimmt  die  Reihe  die  Gestalt  an: 

{^•)  f{s)  —  c  =  {s  —  k) 


r(Ao  +  ^2'^"(^-)  + 


und  zeigt  also  [Satz  p.  41],  dass  die  Function  [f{s)  —  c]  im  Punkte  s  =  /•• 
einen  Nullpunkt  erster  Ordnung  hat.  Die  Nullpunkte  dieser  Function  kön- 
nen aber  [Satz  (27.)  pg.  35]  nur  vereinzelt  vorkommen.  Man  kann  daher 
um  den  genannten  Nullpunkt  s  =  k  (als  Centrum)  eine  Kreisfläche  ©^  von 
solcher  Kleinheit  beschreiben,  dass  alle  übrigen  Nullpunkte  der  Function 
ausseif taUt  ©],'  liegen.  Alsdann  wird  also,  um  dieselbe  Sache  mit  etwas 
andern  Worten  zn  wiederholen,  von  den  elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung 

Cf-)  .  f{s)  =  c 

eine  im  Mittelpunkt  s  ^  k  der  Kreisfläche  ©|!  liegen,  während  alle  übrigen 
atisserhalb  ©^  sich  befinden. 

Und  diese  Situation  der  elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung  (s.) 
wird  [zufolge  des  vorhergehenden  Satzes  pg.  129]  auch  dann  noch  fort- 
dauern, wenn  man  in  jener  Gleichung  (f.)  an  Stelle  von  c  eine  andere  Con- 
stante  eintreten  lässt,  falls  nur  diese  neue  Constante  nicht  zu  stark  von 
c  abweicht.  In  der  That  gelangt  man  [auf  Grund  des  citirten  Satzes]  zu 
folgendem  Resultat: 

Die   Anzahl   der    innerhalb   ©|;    vorhandenen  elementaren   Wurzeln  s 
der  Gleichung 
il)  f(.s)  =  z 

ist  beständig  =  1 ,  falls  man  nur  das  Argument  2  der  Bedingung  unterwirft: 
mod  {z  —  c)  <;  9, 

und  dabei  das  p  hinreichend  klein  macht.  Auch  wird  die  in  Rede  stehende 
eine  Wurzel  für  0  =  c  in  den  Mittelpunkt  s  =  k  der  Fläche  ©].'  hinein- 
fallen;  [vgl.  (ß.)]. 

Jedem  Punkte  z  innerhalb  der  um  z  =  c  mit  dem  Radius  q  beschrie- 
benen Kreisfläche  entspricht  alsdann  nur  eine  innerhalb  ©|.'  liegende  ele- 
mentare Wurzel  s.  Es  ist  mithin  diese  Wurzel  s,  so  lange  z  innerhalb 
jenes  Kreises  {q)  bleibt,  eine  eindeutige  Function  von  z,  zugleich  aber  auch 
[nach  Satz  pg.  130]  eine  stetige  Function  von  z,  also  entwickelbar  in  die 
Taylor'sche  Reihe: 
in.)  s  =  A-i-Biz-c)-^  C{z  _  c)--'  +  .  .  . 

Ueberdies  wird,  wie  vorhin  constatirt  wurde,  die   in  Rede  stehende  Wur- 
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zei  s  für  z  =  c  in  den  Punkt  s  =  k  hineinfallen.  Die  in  (rj.)  auftretende 
Constante  A  ist  daher  =  k.     Also  der  Satz: 

IJic  Function  f{s)  sei  in  der  s-Ehene  auf  einer  um  den  Ihmkt  s  =  k 
beschriebenen  Kreis/lächc  eindeutig  und  stetig.  Ferner  sei  f{k)  =  c,  und 
f'{k)  verschieden  von  0.  Alsdann  loird  unter  den  elementaren  Wurzeln  s 
der  Gleichung 

(«■■)  m  =  z 

eine  vorhanden  sein,  deren  Werth  innerhalb  eines  in  der  z-Ebene  um  z  =  c 
beschriebenen  hinreichend  kleinen  Kreises  darstellbar  ist  durch  die  nach  Po- 
tenzen von  z  —  c  fortschreitende  Reihe: 

s==k-\-  B{z  —  c)  -f  C{z  —  cy  -f  X)(2  —  c)ä  +  .  .  .  , 

ico  B ,  G,  D,  .  .  .  constante  Coefficicnten  vorstellen. 

Dies  ist  im  Wesentlichen  derselbe  Satz,  der  von  Thomae  —  übrigens 
auf  ganz  ander m  Wege  —  bewiesen  ist  in  seiner  elementaren  Theorie  der 
analytischen  Functionen,  Halle  1880.     Vergl.  daselbst  pg.  107,  §  136. 


§  3. 

Weitere  Untersuchuagen  über  die  Wurzeln  einer  Gleichung  f{s)=s. 

Man  kann  den  letzterhaltenen  Satz  (pg.  131)  auf  solche  Func- 
tionen f{s)  ausdehnen,  die  entweder  auf  der  gewöhnlichen  einhlätt- 
ri<jeu  s-KugclfUlche,  oder  allgemeiner  auf  einer  Riemann'schen  mehr- 
hlättrigen  s-Kugelfläche  ausgebreitet  sind.  Um  sogleich  zum  letztern 
Fall  überzugehen,  wollen  wir  annehmen,  die  Function  f{s)  sei  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  auf  irgend  einem  Tlieil  © 
einer  Riemann'schen  mehrblättrigen  s-Kugelfläche. 

Bezeichnet  man   deu   Werth   der  gegebenen  Function  f{s)   in  irgend 
einem  Punkte  s  der  mehrblüttrigen  Fläche  ©  mit  z: 


(a.) 


und  denkt  man  sich  dieses  z  geometrisch  dargestellt  als  einen  Punkt  auf 
der  gewöhnlichen  einhlättrigcn  ^-Kugelfläche ,  so  wird  jedem  Punkt  s  der 
Fläche  ©  immer  nur  ein  Punkt  z  der  genannten  Kugelfläche  entsprechen. 
Denn  die  Function  f{s)  soll  [nach  unserer  Voraussetzung]  auf  der  Fläche 
©  eindeutig  sein,  und  hat  also  in  jedem  Punkte  s  dieser  Fläche  immer 
nur  einen  Werth.  —  Umgekehrt  aber  werden  einem  Punkte  z  der  einblätt- 
rigen 2; -Kugelfläche  im  Allgemeinen  mehrere  Punkte  s  der  Fläche  ©  ent- 
sprechen. Denn  für  jedwedes  z  liefert  die  Gleichung  (a.)  im  Allgemeinen 
mehrere  Werthe  oder  Wurzeln  s. 

Um  nun  unseren  Betrachtungen  keine  unnöthige  Einschränkung 
aufzuerlegen,  nehmen  wir  au,  dass  der  gegebene  mehrblättrige  Flächen- 
theil ©  irgend  welche  an  der  Stelle  s  =  oo  übereinander  liegende  Punkte 
5'i ,  iSg ,  .  .  .  /S  enthält ,  indem  wir  zugleich  die  Werthe  der  Function  f{s) 
in  diesen  Punkten  respective  mit  Z^,  Z.^,  .  .  .  Z  bezeichnen,  so  dass  also 
die  Formeln  stattfinden: 
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iß-) 


f  in  S,  :  fiS,)  =  Z,  , 
inS,:  fiS,)=Z,, 


in  S^:  fiS^)  =  Z^, 


Dabei  ist  selbstverständlich: 

(y.)  •      'V.  =  .%  =  S3  =  .  .  .  =  5^  =  oo 

uuil  es  sollen  also  die  Buchstaben  5'i ,  S^,  .  .  .  S  nur  dazu  dienen,  um 
die  in  der  Fläche  ©  bei  s  =  00  übereinander  liegenden  Punkte  in  irgend 
welcher  Weise  von  einander  zu  unterscheiden. 

Will  man  nun,  was-  die  Wurzeln  s  der  Gleichung  (a.):  f{s)  =  z  be- 
triftt,  das  Argument  z  so  einrichten,  dass  eine  dieser  Wurzelu  in  einen 
der  Punkte  S^ ,  S., ,  ...  S  hineinfällt,  so  muss  mau  das  genannte  Argu- 
ment z  nothwendiger  Weise  identisch  machen  mit  einer  der  Constanten 
Z, ,  Z2,  ...  Z  .     Umgekehrt  kann  man  also  sagen:' 

Die  Wurzeln  s  der  Gleichung  (a.)  tccrden  nothwendiger  Weise  von  S^ , 
(d\)  'S»,  .  .  .  <S'    verschieden,    mithin,    soiceit   sie  auf  <B    liegen,    nothivcndiger 

Weise  endlich  bleiben,  falls  man  nur  das  in  jener  Gleichung  enthaltene 
Argument  z  verschieden  erhält  von  Zj,  Z,,  ...  Z 

Für  2  =  Zj  hingegen  wird  eine  jener  Wurzeln  s  unendlich  gross  sein, 
nämlich  in  S^  liegen;  während  die  übrigen  durch  irgend  welche  endliche 
Grössen  E,  E',  E",  .  .  .  dargestellt  sein  werden.  Dabei  ist  allerdings  noch 
eine  gewisse  Correction  erforderlich,  —  insofern,  als  möglicher  Weise  einige 
der  Constanten  Zj ,  Z.,, . . .  Z  unter  einander  identisch  sein  können.  Ist  z.  B. 
Z»  identisch  mit  Z^  ,  während  Z3,  Z^,  .  .  .  Z  von  Z,  verschieden  sind, 
und  macht  man  in  diesem  Fall  das  variable  Argument  z  wiederum  =  Zj  , 
so  werden  offenbar  ziOei  von  jenen  Wurzeln  s  unendlich  gross,  nämlich 
respective  in  S^  und  S.2  gelegen  sein.    Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen: 

Bezeichnet  man  irgend  eine  specielle  unter  den  Gonstanten  Z^,  Z.^, 

.  .  .  Z    mit  Z.,  ferner  diejenigen  der  Punkte  S^,  S^,  ...  S  ,  in  denen  die 

Fnnction  f{s)  diesen  speciellen  Werth  Z.  annimmt ,  mit  S,,  S'.,  S"    .  ,  .  , 

(e.)  so  werden  die  aus  der  Gleichung  (a.)  für  z  =  Z.  restiltirenden  Wurzehi  s, 

soweit  sie  innerhalb  (3  liegen,  theils  durch  die  tmendlichcn  Punkte: 

theils  vielleicht  ausserdem  durch  irgend  welche  andere  endliche  Punkte: 

E.,  E'    E'.',.  .  . 
dargestellt  sein. 

Die  Wurzeln  s,  von  denen  die  Sätze  (S.)  und  (s.)  handeln,  sind  zer- 
legbar in  elementare  Wurzeln.  Und  diese  letztern  bilden  den  eigentlichen 
Gegenstand  der  weitern  Betrachtungen.  Die  dabei  zu  Grunde  zu  legende 
Definition  mag  folgende  sein. 

Unter  den  elementaren   Wurzeln  s  der  Gleichung 

(1.)  f(s)-z  =  0 

sollen  [bei  festgehaltenem  2]  diejenigen  elementaren  Ntdlimnläe  s  ver- 
standen werden,  mit  denen  die  Function 
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(2.)  fis)  -  z 

auf  der  gegebenen  mehrhlüttrig&n  Fläche  @  behaftet  ist. 

Betrachtet  uiau  das  Argument  z  als  einen  Punkt  auf  der  eln- 
Uiittrüjoi  s -Kiujeljläclie ,  und  versetzt  man  daselbst  diesen  Punkt  z 
in  irgend  welche  Bewegung,  so  werden  jene  elementaren  Nullpunkte 
oder  Wurzeln  s  auf  der  mehrblättrigen  Fläche  @  ebenfalls  in  Be- 
wegung gerathen.  Die  Stetigkeit,  respective  Unstetigkeit  dieser  Be- 
wegung soll  näher  untersucht  werden. 

Wir  markiren  auf  der  einblättrigen  ^■-Kugelfiäche  irgend  einen 
heliehigcn  Punkt  z  =  c,  und  ausserdem  die  festen  Punkte  z  =  Z^, 
Z^,  ...  Zp,  wobei  unter  Z^,  Z.^,  .  .  .  Zp  diejenigen  Werthe  verstan- 
den sein  sollen,  welche  die  Function  f{ß)  auf  der  Fläche  ©  in  den 
bei  s  =  oo  übereinander  liegenden  Punkten  S-^,  S2,  .  .  .  Sp  besitzt 
[vgl.  (ß.)].  Die  Gleichung  (1.)  besitze  nun  für  z  =  c  irgend  welche 
auf  @  gelegene  Wurzeln  s  =  Jc^,  5  =  7^2?  •  •  •  'S  =  Kj  ^i^  etwa  der 
Reihe  nach  v^-fach,  v.r^ach.  u.  s.  w.  v^-fach  sind,  wobei  die  v^,  Vg,  .  • .  v^ 
irgend  welche  Zahlen  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellen.  Es 
handelt  sich  darum,  irgend  eine  dieser  Wurzeln  zu  untersuchen.  Die- 
selbe mag  schlechtweg  mit  s  =  k  bezeichnet  und  v-fach  sein,  also 
eine  Vereinigung  von  v  elementaren  Wurzeln  repräsentiren. 

Denkt  man  sich  den  Coincidenzpunkt  s  ^  h  dieser  v  elemen- 
taren Wurzeln  auf  der  Fläche  ©  wirklich  markirt,  und  sodann  das 
Bereich  U  (/j,  s)  dieses  Punktes  mittelst  einer  der  beiden  Substitu- 
tionen: 

s  —  Je  ==  (a  —  TcY, 
(3).  ,         ^      ' 

T  -  T  =  ("  -  ")" 

in  seinen  imtürUclien  Zustand  %  (x,  a)  versetzt*),  so  verwandelt  sich 
hierbei  [z  vorläufig  als  coustant  betrachtet)  die  Function 

fis)  -  z 
in  eine  von  ö  abhängende  Function 

und  gleichzeitig  verwandeln  sich  dabei  die  auf  U  liegenden  elemen- 
taren Nullpunkte  s^,  §2,  63,  .  .  .  der  einen  Function  in  die  auf  %  be- 


*)  Die  Buchstaben 

U,  m,  k,  s    und  31,  x,  c 

sind  hier  in  analogem  Sinn  gebraucht,  wie  früher  (pg.  96)  die  Buchstaben: 

U,  wi,  c,  z    und  2(,  y,  t- 
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fiudlicheu  elemeutareu  Nullpimkte  öj,  6.^,  öy,  .  .  .   der  audern.     Mit 

auderu  Worten:  Die  aufU  gelegenen  elementaren  \Vurzelnöi,ö.,,S3, .. . 

der  Gleichung 

f{s)  -z  =  0 

verwandeln  sich  dabei  in  die  auf  51  liegenden  elementaren  Wurzeln 
^u  <^L>  <^aj  •  •  •  ^^1'  Gleichung 

f[6]  -  ,  =  0. 

Nach  unserer  Voraussetzung  sollte  aber/'(s)  auf©,  mithin  auch 
auf  U  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein.  Gleiches  gilt 
daher  von  f[6]  auf  der  Fläche  51.  Zufolge  des  vorhergehenden 
Satzes  (pg.  131)  sind  daher  (5^,  (?^,  (?3,  .  .  .  Functionen  von  z,  die 
auf  der  einblättrigen  ^-Kugelfläche  stetig  sind.  Dies  überträgt  sich 
mittelst  der  Relationen  (3.)  auf  die  s^,  Sg,  Sg,  .  .  .  ,  und  zwar  ent- 
weder  geradezu   auf  die  s^,  Sg,  S3,  .  .  .    selber,   oder   aber  auf  ihre 

reeiproken  Werthe  — ,  — ,  — ,  .  .  .  ,  je  nachdem  von  jenen  beiden 

Sj  ^2  S3 

Relationen  (3.)  die  erste  oder  zweite  gültig  ist. 

Nun  ist  von  den  beiden  Relationen  (3.)  stets  die  erste  anwend- 
bar, falls  li  encUicli  ist;  während  man  im  Falle  eines  uncndliclicii  h 
die  zweite  zu  benutzen  hat.  Die  auf  U  liegenden  elementaren  Wur- 
zeln s  der  Gleichung  (1.)  repräsentiren  also  Functionen  von  z,  welche 
auf  der  einblättrigen  0- Kugelfläche  stetig  sind,  falls  Ic  endlich  ist. 
Und  andererseits  werden  die  reeiproken  Werthe  dieser  Functionen 
auf  der  genannten  Kugelfläche  stetig  sein,  falls  h  unendlich  gross 
sein  sollte. 

Diese  Resultate  sind  offenbar  z.  B.  ohne  Weiteres  anwendbar  auf 
diejenigen  v  elementaren  Wurzeln  s,  welche  auf  der  Fläche  U  für 
^  =  c  im  Punkte  s  =  k  coincidiren.  D.  h.  diese  v  Wurzeln  sind, 
(^4  \  als  Functionen  von  z  betrachtet,  auf  der  einblättrigen  z-KugcljUiche  im 
Pimhte  z  =  c  stetig,  falls  h  endlich  ist,  hingegen  daselbst  polar- 
unstetig,  falls  Je  unendlich  gross  ist.  Nun  ist  aber  das  h  [nach 
Satz  (d.)]  stets  endlich,  falls  nur  z  =  c  verschieden  ist  von  den  an- 
fangs markirteu  festen  Punkten  ^, ,  Z^,  .  .  .  Zy,  während  anderer- 
seits Ic  bald  endlich,  bald  unendlich  sein  wird,  falls  der  Punkt  0  =  c 
in  einen  jener  festen  Punkte  Z^,  Z.^,  .  .  .  Zp  hineinfällt  [vgl.  den 
Satz  (f.j].  —  Demgemäss  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 

Vierter  Satz.  —  Ist  die  Function  f[s)  auf  irgend  einem  Thcil  S  einer 
Riemann  sehen  mehrblättrigen  s -Kugel fläche  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig,  und  bezeichnet  man  die  elementaren  Wurzeln  der  Gleichung 
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(5.)  fis)  =  z 

linrzweg  mit  s,  so  sind  diese  s,  als  Functionen  von  z  betrachtet,  auf 
der  gewöhnlicli&i  einblättrigen  z-Kwjelfläche'his  auf  einzelne  PunMe  Z^, 
Zot  .  .  .  Zp  stetig.  Im  PunJcte  Z^  Jiingegen  sind  diese  Functionen 
theils  stetig,  theils  polarunstetig,  jenaclidem  sie  daselbst  endliche 
oder  unendliche   Werthe  besitzen.     Gleiches  gilt  für  Z.,,  Z^,  .  .  .  Zp. 

Die  in  Bede  stellenden  festen  Funkte  Z^^^  Z^,  Z.^,  .  .  .  Zp  sind 
dabei  zu  defmiren  als  diejenigen  Werthe,  welche  die  gegebene  Function 
f(s)  auf  der  Fläche  ®  in  den  bei  s  =  oo  übereinander  liegenden  Funk- 
ten besitzt.  Ueberdies  ist  hinzuzufügen,  dass  der  Satz  selbstverständlich 
nur  soweit  gilt,  als  die  Function  f(s)  iiberlmupt  Charakter isirt  ist,  also 
nur  insoweit,  als  jene   Wurzeln  s  innerhalb  der  Fläche  @  bleiben. 

Man  kann  übrigens  diesen  Satz,  wie  direct  aus  (4.)  folgt,  auch 
fülgendermassen  aussprechen : 

Andere  Form  des  vierten  Satzes.  —   Die  Function  f{s)  sei  auf 
irgend  einem  Theil  ©  einer  Biemann' sehen  mehrblättrigen  s-Kugclfläche 
eindeutig  tmd  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.    Ferner  besitze  die  Gleichung 
(6.)  f(s)  =  z 

für  irgend  ein  Argument  z  =  c  im  Ganzen  (vj  +  ^2  •  •  •  4"  ^i»)  ^"/ 
©  gelegene  elementare  Wurzeln  s,  von  denen  v^  im  Punkte  s==k^,  v.^ 
im  Punkte  s  =  /.g  «.  s.  iv.,  v,j  im  Punkte  s  =  hj  vereinigt  sind.  Denkt 
man  sich  alsdann  auf  der  Fläche  ©  um  diese  Punkte  k^,  k^,  ...  kg 
beliebig  kleine  Kreislinien  beschrieben,  so  werden  die  in  Bede  stehen- 
den elementaren  Wurzeln  s  der  Gleichung  (6.)  innerhalb  dieser  Kreis- 
linien verbleiben,  falls  man  nur  die  Bewegung  des  Argumentes  z  auf 
einen  Kreis  beschränkt,  der  auf  der  einblättrigen  z-Kugelfläehe  um  den 
Punkt  z  =  c  mit  hinreichend  kleinem  Badius  beschrieben  ist. 

Oder  kürzer  ausgedrückt:  Die  Lagen  der  elementaren   Wurzeln 
(7.)  s  der  Gleichung  {<d.)  auf  der  Flächet  iverden  stetige  Functionen  der- 
jenigen Lage  sein,  welche  das  Argument  z  auf  der  einhlättrigen  z-Kugel- 
fläche  besitzt. 

Wir  haben  nun  früher  eine  Function  f(s),  die  auf  einer  Rie- 
mann'schen  s- Kugelfläche  9ft  eindeutig  und  bis  auf  q  elementare  Pole 
stetig  ist,  kurzweg  als  eine  auf  SU  rcgiüärc  Funktion  c/*^'^  Ordnung  be- 
zeichnet. Auch  haben  wir  alsdann  [pg.  116,  117J  die  q  elemen- 
taren Wurzeln  s  der  Gleichung 

f(s)  =  Const. 
kurzweg   ein   Niveaupunktsgstem   der  Function  f(s)   genannt.     Dem- 
gemäss  ergeben  sich  aus  (7.)  folgende  Zusätze: 
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Erster  Zusatz.  —  Bezeichnet  fft  irgend  eine  mehrblättruje  liic- 
mannsche  s-Kngelf lache,  und  f{s)  eine  auf  91  rcgidäre  Function  q^'-' 
Ordnung,  und  dcnht  man  sich  ferner  auf  9t  diejenigen  Funkte  s^,  Sg, 
.  .  .  Sq  marliirt,  in  denen  die  iHinction  f{s)  ein  und  denselben  Werth  z 

(8.)  einnimmt,  so  tvird  dies  dem  Wertlie  &  entsprechende  Niveaupunht- 
system  s^,  s.^,  . . .  Sq  seine  Lage  auf  der  Flache  9i  Schritt  für  Schritt 
in  stetiger  Weise  ändern,  sobald  man  jenes  0  auf  der  einblättrigen 
z-Kugeljläche  in  irgend  ivclche  J3eivcgung  versetzt. 

Zweiter  Zusatz.  —  Bezeichnet  man  ferner  irgend  ein  Niveaupimlct- 
systan  der  in  Rede  stellenden  Function  f(s)  auf  der  Fläche  91   mit 

(0.)  Si,  «2,  ...  Sq,  so  lüird  stets  ein  zweites  NivcaupunJdsystem  t^,  i^, .  . .  tq 
dieser  Function  existiren,  zvelches  seiner  Lage  nach  von  jenem  ersten 
nur  unendlich  wenig  verschieden  ist. 

§  4. 

Die  Wurzeln  einer  Gleichung  F{s,  z)  =  0. 

Es  sei  F(s,  z)   eine   gegebene  Function   der   beiden   complexen 

Argumente  s  und  z.     Ferner   sei  ©   irgend   ein  endlicher  Tlieil  der 

6'-Ebene,  und  3  irgend  ein  endlicher  Theil  der  ä' -Ebene.     Uud  jene 

Function  mag  folgenden  Bedingungen  entsprechen: 

I.    Bei  festgehaltenem  s  soll  F(s,  z)  auf  3  eindeutig  und  ste- 
tig sein,  falls  nur  jenes  festgehaltene  s  innerhalb  @  liegt. 

IL    Umgekehrt  soll  F(s,  z)  bei  festgehaltenem   z  auf  @  ein- 
deutig und  stetig   sein,  falls  nur  das  festgehaltene  z  auf  3  liegt. 
^    )   \  III.    Es  soll  eine  endliche  positive  Constante  M  existiren  von 

solcher  Beschaffenheit,  dass 

mod  F(s,  z)  stets  <  M 
jst,  so  lange  s  und  z  respective  auf  ©  und  3  bleiben. 

Versteht  man  also  unter  c  einen  innerhalb  3  beliebig  markir- 
ten  Punkt,  so  ist  die  Function 
(2.)  F{s,  c) 

innerhalb  ©  eindeutig  und  stetig,  also  daselbst  [Satz  (27.)  pg.  35] 
nur  mit  vereinzelten  Nullpunkten  behaftet.     Die    elementaren   Null- 
punkte  dieser  Function  (2.)   mögen  nun  bezeichnet  werden   als  die 
elementaren   Wurzeln  der  Gleichung 
(3.)  F(s,c)  =  0. 

Alsdann  erhält  man  [Satz  (16.)  pg.  43]  für  die  Anzahl  N  all'  der- 
jenigen elementaren  Wurzeln  s,  welche  die  Gleichung  (3.)  innerhalb 
©  besitzt,  die  Formel: 
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d.  i.  die  Formel: 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  alle  Raudpunkte  (?  der  Flüche  @. 
Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  keine  Wurzel  s  hart  am  Rande  von  © 
liegt,  —  eine  Voraussetzung,  die,  falls  sie  nicht  von  Hause  aus 
schon  erfüllt  sein  sollte,  leicht  durch  eine  kleine  Deformation  der 
Randcurve  realisirbar  sein  wird. 

Dieser  Voraussetzung  entsprechend,  gilt  für  sämmtliche  Rand- 
punkte 6  der  Fläche  @  die  Formel: 
(5.)  moAF{p,c)>2A, 

wo  A  eine  positive  und  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt. 
Markirt  man  nun  innerhalb  3  irgend  einen  zweiten  Punkt  q,  so 
ergiebt  sich  aus  der  identischen  Gleichung 

F{6,  c)  =  F{a,  c,)  -  [F{a,  c,)  -  F{a,  c)] 
sofort : 

mod  F{6,  c)  <  mod  F(6,  q)  +  mod  [F{6,  q)  —  F(6,  c)] , 
oder  anders  geschrieben: 

mod  F(6,  cj  >  mod  F{6,  c)  —  mod  \F{p,  c,)  —  F{0,  c)], 

oder  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

(6.)  mod  F{(5,  q)  >2A-  mod  [F{p,  c,)    -  F{6,  c)]. 

Wir  wollen  uns  nun  den  Punkt  c^  sehr  nahe  an  c  denken.  Um 
c  (als  Centrum)  beschreiben  wir  innerhalb  3  zwei  concentrische 
Kreisperipherien  (^)  und  (Z),  der  Art,  dass  q  innerhalb  (^  liegt, 
und  (^)  kleiner  als  (Z)  ist.  Alsdann  erhält  man  [Satz  (10.)  pg.  21 J 
auf  Grund  der  Voraussetzungen  (1.)  sofort  die  Formeln: 

und  hieraus  durch  Subtraction 

(7.)        ^(^.^,)-^(«,o=^r4(z4<°;S'!^,. 

die  Integrationen  durchweg  positiv  erstreckt  gedacht  über  alle  Rand- 
punkte Z  des  Kreises  (Z). 
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Siml  mm  q  uikI  P  die  Radien  der  beiden  Peripherien  (^)  uiu\ 
{Z),  und  beachtet  man,  dass  Cj  innerhalb  der  Jdcinercn  ]V'ri})herie 
(^)  liegt,  hingegen  Z  einen  Punkt  der  grösseren  Peripherie  (Z)  be- 
zeichnet, so  ergiebt  sich  sofort,  dass  z.  B.  der  gegenseitige  Abstand 
der  beiden  Punkte  Cj  und  Z  grösser  als  (P  —  q)  ist,  dass  also  die 
Formel  stattlindet:  mod  (Z  —  cj  >  (P  —  q),  oder,  was  dasselbe,  die 
Formel : 

C*"^-)  mod  (Z  —  cj  ^  P^  ■ 

Da  ferner  c  das  Centrum  der  Peripherie  (Z)  vorstellt,  so  ist  ofien- 
bar:  mod  (Z  —  c)  =  P,  mithin: 

1  1 

O^"»  mod  (Z  —  c)  ~   P  ■ 

In  ähnlicher  Weise  erhält  man  ferner: 

{y)  mod  (Ci  —  c)  <  p, 

und  weiter: 
(Ö)  mod  (f7Z)  =  cm, 

falls  man  nämlich  unter  rZTT  das  Längenelement  der  Peripherie  (Z) 
versteht,     üeberdies  gilt  nach  (1.)  für  alle  Lagen,  welche  die  Punkte 
(J  und  Z  respective  am  Rande  (<?)  und  der  Peripherie  (Z)  anzuneh- 
men im  Stande  sind,  die  Formel: 
(s.)  mod  F{6,  Z)  <  M, 

wo  M  eine  endliche  positive  Constante  vorstellt. 

Mit  Rücksicht  auf  («.),  (|3.),  {?),  (^0;  («•)  ^^Igt  nun  aus  (7.): 
mod  [i<  [a,  cj  —  I'  (0,  6-)]  <  2^  P(P  _.-7)  j 

(8.)  d.  i.  mod  [7<'(a,  e,)  -  F{ö,  c)]  <  p^^, 

eine  Formel,  deren  rechte  Seite  offenbar  durch  Verkleinerung  von  q 
hcliebiy  Jclein  gemacht  werden  kann. 
(9.)  Wir  tvoUcn  uns   mm  fortan   den  Radius  q   der  um  c  (als  Cen- 

trum) hesehriebenen  und  c^  umschliessenden  Feripherie  [t,)  so  Jdein  den- 
len,  dass  jene  rechte  Seite  der  Formel  (8.)  kleiner  als  Ä  ist,  mit- 
hin die  Formel  selber  übergeht  in: 

mod  \F(6,  Cy)  —  F{0,  6')]  <  Ä. 
Mit  Rücksicht  hierauf  ergiebt  sich  alsdann  aus  (6.): 
aO.)  mod  F{6,  c,)  >  i2Ä  -  Ä)  =  A. 

Diese  Formel  zeigt,  dass  die  der  neuen  Constante  c,  entspre- 
chende Function  F(s,  cj   am  Rande  von  ©   nirgends  verschwindet, 
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dass  also  die  Gleichung  F{s,  cj  =  0   keine  hart  am  Rande  von  (3 
gelegene  Wurzel  besitzt.     Demgemiiss  wird  also  die  Anzahl  Nj  all' 
derjenigen  elementaren  Wurzeln,  welche  diese  neue  Gleichung 
(11.)  F{s,c,)  =  0 

innerhalb  @  besitzt,  dargestellt  sein  durch  die  zu  (4.)  analoge  Formel: 

^9^  N    —  r    ^^^-^. 

Diese  Formel  (12.)  gilt,  zufolge  ihrer  soeben  gegebenen  Begrün- 
dung, für  jedweden  innerhalb  der  Peripherie  (5)  gelegenen  Punkt  c^, 
und  bleibt  also  in  Kraft,  falls  man  diesen  Punkt  innerhalb  (2;)  be- 
liebig variiren  lässt.  Bei  einer  solchen  Variation  von  c^  wird  also 
der  Werth  des  Integrales  (12.)  von  Augenblick  zu  Augenblick  durch 
eine  ganze  Zahl  ausgedrückt  sein.  Andererseits  aber  übersieht  man 
sofort,  dass  der  Werth  des  Integrales  bei  einer  solchen  Variation 
des  Punktes  q  nur  in  stetiger  Weise  sich  ändern  kann*).  Dem- 
gemäss  ist  also  die  in  Rede  stehende  ganze  Zahl  während  dieser 
Variation  stets  ein  und  dieselbe. 

Die  ganze  Zahl  Nj  bleibt  mithin  constant,  falls  man  den  Punkt 
f'j  innerhalb  der  Peripherie  (^)  beliebig  variiren,  z.  B.  identisch  wer- 
den lässt  mit    dem  Centrum  c   dieser   Peripherie.     Somit   folgt   aus 
(12.)  und  (4.): 
(13.)  N,  =  N. 

Man  gelangt  daher,  indem  man  (c  -{-  Ac)  für  c^  substituirt,  zu 
folgendem  Resultat: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ©  ein  endlicher  Theil  der  s -Ebene,  ebenso 
3  irgend  ein  endlicher  TJieil  der  z -Ebene.  Entspricht  nun  die  Func- 
tion F(s,d)  auf  (S  und  3  den  Bedingungen  (1.)  pg.  138,  versteht 
man  ferner  unter  c  irgend  einen  Pimld  innerhalb  3?  und  setzt  man 
voraus,  dass  die  Gleichung 
(14.)  F{s'c)  =  0 

Tidne  hart  am  Rande  von  ©  gelegene  Wurzel  besitzt,  so  uird  die  An- 
zahl der  innerhalb  @  befindlichen  elementaren  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung (14.)  bei  einer  beliebigen  Variation  des  PtmJctes  c  tingeändert 
bleiben,  falls  man  nur  diese  Variation  Ac  der  Bedingung  unterivirft: 

mod  (Ac)  <  Q, 
und  dabei  das  (positive)  q  hinreichend  Mein  macht. 

*)  Denn  so  lange  c,  innerhalb  (J;)  bleibt,  wird  [vgl.  (9.),  (10.)]  die  Formel 
stattfinden:  mod  F{g,  c,)  >  A,  mithin  der  unter  dem  Integral  stehende  Nenner 
von  0  verschieden  bleiben. 
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Gestützt  auf  diesen  Satz  kann  man  nun  ebenso  vorwärts  gehen, 
wie  im  vorhergehenden  Paragraph  vom  dortigen  ersten  Satze  aus 
(pg.  120).  An  Stelle  des  dortigen  zweiten  Satzes  (pg.  130)  ergiebt 
sich  alsdann,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  folgender: 

Zweiter  Satz.  —  Es  seien  ©  und  3  irgend  zwei  endliche  Tlieilc 
der  s-  und  z-Ehetie.  Ferner  sei  F{s,z)  eine  Function,  welche  auf  © 
und  3  (^en  Bedingungen  (1.)  pg.  138  entspicht.  Alsdann  werden  die 
elementaren    Wurzeln  s  der  Gleichung  • 

F{s,  z)  =  0 
stetige  Functionen  von  z  sein,  —  seTbstverstämllich  nur  insoiveit,  als 
die  Charaliterisirung  der  Function  F{s,  z)  reicht,  also  nur  insoweit, 
als  die  PunJdc  s  und  z  innerhalb  der  gegebenen  Flüchen  ©  und  3  hleihen. 
Man  könnte  nun  weiter  solche  Functionen  F{s,  z^  in  Betracht 
ziehen,  welche  bei  festgehaltenem  z  eindeutig  und  bis  auf  einzelne 
Pole  stetig  sind  auf  einem  gegebenen  Theile  @  einer  mehrblättrigen 
Riemann'schen  s-Kugelfläche,  und  welche  andererseits  bei  festgehal- 
tenem s  dieselben  Eigenschaften  besitzen  mit  Bezug  auf  einen  ge- 
gebenen Theil  3  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen  ^f-Kugelfläche. 
Ohne  uns  hierauf  weiter  einzulassen,  wollen  wir  im  folgenden  Para- 
graph sofort  zu  specielleren  Betrachtungen  übergehen. 

§  6- 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  F{s,  ^)  =  0,  unter  der  Voraussetzung, 

dass  F{s,  z)  eine  ganze  rationale  Function  von  .*^  und  z  ist. 

Versteht  man  unter 

F=F{s,z)  =  FCsr^) 
eine  ganze  rationale  Function  der  beiden  complexen  Variablen  s  und 
z,  n^^  Grades  für  s,  und  m^"^  Grades  für  z,  so  liefert  die  Gleichung 
(1.)  F=0 

für  jedwedes  z  im  Ganzen  n  elementare  Wurzeln  s,  welche  für  be- 
sondere Werthe  des  Argumentes  z  theilweise,  respective  griq^pemceise 
coincidiren  können.  Es  soll  untersucht  werden,  ob  diese  n  Wurzeln 
s  stetige  Functionen  von  z  sind. 

Wir   denken  uns  die  Variable  z  als   einen  Punkt  auf  der  ge- 

tv'öhnlichen  einhlättrigen  z -Kugel fläcJie,  und  bezeichnen  demgemäss  diesen 

(2.)  Pimkt  bald  mit  z  selber,  bald  mit  z',  wo  0'  =  —  sein  soll.     Wird 

also  z  =  X  -\-  iy  und  z'  =  x'  -{-  iy'  gesetzt,   so   repräsentiren  x,  y 

die  Coordinaten  des  Punktes  in  der  Hör izontoJ ebene,  und  x' ,  y'  seine 
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Coordinaten  in  der  Äntipodenebcnc.  Dementsprechend  mögen  die  ge- 
nannten Ebenen  kurzweg  als  die  Ebenen  2  und  0'  bezeichnet  werden. 

In  analoger  Weise  mag  die  Variable  s  als  ein  Punkt  auf  der 
einblättrigen  s- Kugel fläcJie  angesehen,  und  dieser  Punkt  bald  mit  s, 
(8.)  bald  mit  s'  bezeichnet  werden,  wo  s'  =  —  sein  soll.  Die  Hori- 
zontal- und  Antipodenebene  der  s- Kugelfläche  mögen  respective  als 
die  Ebenen  s  und  s'  benannt  werden. 

Durch  Einführung  von  s'  und  z'  kann  die  Gleichung  (1.)  in 
drei  neue  Gestalten  versetzt  werden;  so  dass  man  im  Ganzen  vie^' 
Gestalten  derselben  erhält;  nämlich  einerseits  die  beiden  Formen 


(4a.) F{s,  z)=^0,     [      (4/3.) z'^'^fU,  ~\ 


0, 


(4.)  deren  linke   Seiten  ganze  rationale  Functionen  von  s,  z,  respective 
von  s,  z'  sind,  und  andererseits  die  beiden  Formen: 

(47.)  .  s'^-Pr^V,  z\  =  0,    j     (4^.) s'^z'^^'F^j,,  ^\  =  0, 

deren  linke  Seiten  ganze  rationale  Functionen  von  s',  z  respective  von 
s',  z'  sind. 

Die  gegebene  Gleichung  F  =  0  besitze  für  das  Argument  z  =  c 
eine  v-fache  Wurzel  s  =  h,  d.  i.   v  elementare   Wurzeln  s,    die  an 
ein  und  derselben  Stelle  s=h  liegen;  so  dass  also  c  und  h  der  Gleichung 
(5.)  F{k,c)^0 

entsprechen.  Man  bezeichne  nun  mit  s  einen  ad  libitum  gegebenen 
Kleinheitsgrad,  und  denke  sich  auf  der  s-Kugelfläche  um  den  Punkt 
s  =  k  einen  Kreis  vom  Radius  £,  andererseits  auf  der  jS-Kugelfläche 
um  den  Punkt  z  =  c  einen  Kreis  von  noch  unbestimmtem  Radius  q 
beschrieben.  Es  fragt  sich,  ob  die  AnzaJd  derjenigen  elementaren  Wur- 
zeln s,  welche  die  Gleichung 
(6.)  F(s,z)  =  0, 

für  ein  beliebiges  Argument  z,  innerhalb  des  Meinen  Kreises  (k,  s) 
besitzt,  dadurch  constant,  =  v  gemacht  zverden  kann,  dass  man  jenes 
beliebige  Argument  z  in  den  Kreis  (c,  q)  einschliesst  und  dabei  das  q 
hinreichend  klein  macht. 

Welche  Werthe  k  und  c  auch  haben  mögen,   stets  muss,  falls 
V  = /.'  und        ==  c'  gesetzt  wird,  unter  den  vier  Grössenpaaren: 

(la.)  ...,k,c,  (Iß.)  ,...k,c', 

(^•)  (7^)  .  .  .  .  k',  c,  (Id.)  ....  k',  c\ 
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mindestens  eines  vorhanden  sein,  welches  aus  zwei  enälidmi  Grössen 
besteht. 

Sind,  um  mit  dem  Fall  (7  a.)  zu  beginnen,  die  Grössen  h,  c  beide 
endlich,  so  beschreibe  man  in  der  s- Ebene  um  den  Punkt  s  =  h 
eine  kleine  Kreisflüche  (S,  und  in  der  r-Ebene  um  den  Punkt  z  =  c 
eine  kleine  Kreisfläche  ß.  Die  Function  Fis,  z)  wird,  weil  sie  für 
die  Centra  s=Ä;  und  is=c  dieser  Kreisflächen  verschwindet  [vgl.  (5.)], 
für  zwei  beliebige  Punkte  s  und  z  der  beiden  kleinen  Kreisflächen 
stets  nur  wenig  von  Null  abweichen.  Repräsentirt  insbesondere  M 
eine  beliebig  gegebene  positive  Constante,  so  wird  man  die  beiden 
Kreisflächen  stets  so  klein  machen  können,  dass  für  alle  Punkte  s 
und  z  dieser  Flächen  die  Formel  stattfindet: 

mod  F{s,  z)  <M. 

Alsdann  aber  ist  z.  B.  der  erste  Satz  pg.  141  direct  anwendbar  auf 
die  Function  F{s,  z)  und  die  beiden  Flächen  ©  und  ß.  Zufolge 
dieses  Satzes  kann  nun  aber  die  Anzahl  derjenigen  elementaren  Wur- 
zeln Sj  welche  die  Gleichung 

F{s,z)  =  Q, 

für  ein  beliebiges  Argument  z,  innerhalb  eines  auf  ©  um  den  Punkt 
s  =  Je  mit  dem  Radius  s  beschriebenen  Kreises  besitzt,  dadurch  con- 
stant,  =  V  gemacht  werden ,  dass  man  jenes  beliebige  Argument  z 
auf  einen  in  der  Fläche  3  um  z  =  c  beschriebenen  hinreichend  klei- 
nen Kreis  beschränkt.  Dabei  bezeichnet  e  einen  ad  libitum  gewähl- 
ten Kleinheitsgrad. 

Analoges  gilt  offenbar  auch  dann,  wenn  die  beiden  Flächen 
©  und  3  nicht  als  Theile  der  beiden  Horizontalebeneu  s  und  z,  son- 
dern als  Theile  der  beiden  Kugelfläclicn  aufgefasst  werden.  Dem- 
gemäss  ist  die  Frage  (G.)  affirmativ  zu  beantworten,  allerdings  vor- 
läufig nur  erst  für  den  Fall  (7  a.),  dass  h  und  c  endlich  sind. 

Zu   genau   demselben  Resultat  gelangt  man  aber   auch  in  den 

Fällen 

(7^.),     (7y.),     (7d.), 

wobei  alsdann  die  Gleichung  F  =  0  respective  in  den  Formen 
(4^.),     (4y.),     (4d.) 

anzuwenden  ist,   und   statt  der  Hülfsebenen   s  und  z  respective  die 

Hülfsebenen 

s  und  z',     s'  und  z,    s'  und  z'. 

zu  benutzen  sind. 
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Die  Frage  (G.)  ist  also  in  allen  Fällen  affirmativ  zu  boantworten. 
Wir  gelangen  daher  zu  folgendem  Satz: 

Betrachtet  man  die  n  elementaren  Wurzeln  s,  welche  die  Gleichung 

(8.)  t  i^,  ^)  =  0 

für  ein  heliehiges  Argument  z  liefert^  als  PimJde  auf  der  (einblättrigen) 
s- Kugel jlüchc,  so  werden  die  Lagen  dieser  n  Punlde  s  stetige  Func- 
tionen derjenigen  Lage  sein,  welche  der  Punlä  z  auf  der  einhlättrigeh 
z -  Kugelfläche  besitzt. 

Mit  andern  Worten:  Die  n  elementaren  Wurzeln  s^,  s^,  .  ■  .  Sn 
sind,  als  Functionen  von  z  betracbtet,  auf  der  ^-Kugelfläche  allent- 
halben stetig,  mit  Ausnahme  derjenigen  singulären  Punkte  Z,  in  denen 
eine  oder  mehrere  jener  Wurzeln  unendlich  werden.  In  jedem  solchen 
singulären  Punkt  Z  sind  alsdann  allerdings  die  daselbst  endlich  blei- 
benden Wurzeln  stetig,  andererseits  aber  die  daselbst  unendlich  wer- 
denden Wurzeln  unstetig  und  zwar  polar  unstetig.  Demgemäss  kann 
man  den  Satz  (8.)  auch  so  aussprechen: 
Bezeichnet  man  die  aus  der  Gleichling: 

(9.)  F(s,^)  =  0 

für  ein  heliehiges  z  sich  ergehenden  n  elementaren  Wurzeln  s  mit 

SO  iverden  diese  n  Functionen  auf  der  einhlüttrigen  z -Kugelfläche  bis 
auf  einzelne  Pole  stetig  sein. 

Aus  diesem  Satze  (9.)   ergiebt  sich   nun   nachträglich  die  Cor- 
t\(\\  rectheit    der   im    vierten    Capitel    angestellten    Betrachtungen,    und 
namentlich   auch  die  Correctheit  des  daselbst   in  (2.)  pg.  94  ange- 
gebenen Satzes. 
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Siebentes  CaiDitel. 
Geometrische  Betrachtungen. 

Es  dürfte  sehr  schwer,  oder  viehuehr  unmöglich  sein,  für  die 
Flauheit  im  Allgemeinen  zuverlässige  Sätze  aufzustellen,  so  lange  der 
Begriff  der  Fläche  nicht  näher  determinirt  ist.  Auch  dürften  in 
dieser  Beziehung  blos  negative  Festsetzungen,  wie  z.  B.  die  Rie- 
maun'sche  Festsetzung,  dass  die  Fläche  keine  Spaltung  besitzen  solle, 
wenig  ausreichend  sein. 

Demgemäss  habe  ich  im  gegenwärtigen  Capitel  meine  Betrach- 
tungen auf  solche  Flächen  eingeschränkt,  die  durch  bestimmte  iiosi- 
tivc  Bedingungen  determinirt  sind.  Man  findet  diese  Determinationen 
näher  angegeben  im  vierten  Paragraph  dieses  Capitels. 

§  1. 
Definition  der  Elementarfläehe  and  der  einfach  zusammen- 
hängenden Fläche. 

Als  Flächen  einfachster  Art  betrachten  wir  die  ebenen  Flächen 
mit  nur  einer  Randcurve,  wie  z.  B.  die  Kreisfläche,  Ellipsenfläche, 
Quadratfläche  etc.  Diese  Flächen  einfachster  Art  nennen  wir  Ele- 
mentarjlüclien.  Gleichzeitig  aber  führen  wir  noch  einen  etwas  all- 
gemeineren Begrifi'  ein,  indem  Avir  jedwede  Fläche,  die  durch  stetige 
Umformnng  in  eine  Elementarfläche  verwandelbar  ist,  eine  einfach 
zusammenhängende  Flüche  nennen.     Genauer  ausgedrückt: 

Definition.  —  Jede  ebene  einblättrige  Fläche,  die  nur  eine 
n\  Bandcurve  besitzt,  soll  eine  Elementar  fläche  oder  ein  elementares 
Fluchens füch  heissen. 

Definition.  —  Jede  Fläche,  die  cntivedcr  geradezu  eine  Elementar- 
flache  ist,  oder  aber  durch  stetige  Umformung  {also  blos  durch  Deh- 
(2.)  nungcn  und  Biegungen,  ohne  Zerreissungen  oder  Zusammenheflungen) 
in  eine  Elementar  fläche  verwandelt  iverden  hann,  soll  eine  einfach 
zusammenhängende  Fläche  genannt  iverden. 
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Demgemäss   ist   z.  B.  die  Kugelcalotte   eine    einfach  zusammen- 
hüngende  Fläche,     Gleiches  gilt  aber  z.  B.  auch  von  der  Windunys- 
(2a.)  fläche.     Denn  jede  Windungsfläche   kann   durch   stetige  Umfürmung 
in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden;  wie  solches  früher  aus- 
führlich dargelegt  wurde  [vgl.  z.  B.  (2.)  pg.  70]. 

Erste  Bemerkung.   —    Jede  gegebene  Fläche   kann  im  Allgemeinen 
(a.)  durch  irgend   welche    Schnitte  in    eine   einfach  zusammenhängende   Fläche 

verwandelt   werden.     Als  Beispiele   mögen  dienen   die  Cylinder fläche  und 
die  ringförmige  Rotationsfläche. 

Erstes  Beispiel.  —  Wird  eine  Kreislinie  sich  selber  parallel,  und  zwar 
(ß.)  senkrecht  zu  ihrer  Ebene,  um  eine  gegebene  Strecke  A  fortbewegt,  so  ent- 

steht durch  diese  Bewegung  eine  mit  zwei  kreisförmigen  Randcurven  ver- 
sehene Cylinder  fläche  von  der  Länge  A. 

Durchschneidet  man  aber  diese  Cyliuderfläche  längs  irgend  einer  Kante, 
so  erhält  man  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche.  In  der  That  wird 
nämlich  die  durch  einen  solchen  Schnitt  entstandene  Fläche  der  iu  (2.)  gege- 
benen Definition  entsprechen,  nämlich  durch  stetige  Umformung  in  die  Gestalt 
eines  Rechtecks  d.  i.  in  die  Gestalt  einer  Elementarfläche  versetzbar  sein. 

Zivcites  Beispiel.   —   Wird   eine    Kreislinie  um    eine   in    ihrer   Ebene 
(y-)  liegende,   die  Kreislinie  aber  nicht  schneidende  Axe  in  Rotation   versetzt, 

so  entsteht  eine  ringförmige  Botations fläche. 

Diese  ringförmige  Rotationsfläche  kann  aber  offenbar  durch  zwei 
Schnitte,  von  denen  der  eine  längs  eines  Parallelkreises,  der  andere  längs 
eines  Meridiankreises  fortgeht,  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 
verwandelt  werden.  In  der  That  wird  nämlich  die  durch  zwei  solche 
Schnitte  entstehende  Fläche  der  in  (2.)  gegebenen  Definition  entsprechen. 

Zweite  Bemerkung.  —  Angesichts  dieser  Beispiele  entsteht  die  Ver- 
muthung,  dass  es  möglich  seiu  werde,  alle  überhaupt  denkbaren  Flächen 
nach  der  Anzahl  derjenigen  Schnitte  zu  classificiren,  die  zu  ihrer  Verwand- 
lung in  einfach  zusammenhängende  Flächen  erforderlich  sind.  Jedenfalls 
wird  man  bei  einem  derartigen  Versuch  den  Begriff  des  Schnittes  zuvörderst 
schärfer  zu  determiniren  haben.  Und  dies  soll  im  folgenden  Paragraph  ge- 
schehen durch  Einführung  der  sogenannten  Querschnitte  und  Büclilcelir schnitte. 

Dritte  Bemerkung.  —  Die  beistehende  Figur  zeigt  eine  Linie,  welche 
in  ihrem  Lauf  von  links  nach  rechts   eine  sogenannte  Mg.  i. 

{^•)  Gabelung  oder  Spaltung  darbietet.   Wird  nun  diese  Linie 

in  irgend  welcher  Richtung,  etwa  senkrecht  zur  Ebene 
des  Papiers,  sich  selber  parallel  fortbewegt,  so  entsteht  durch  diese  Be- 
wegung eine  Fläche  von  analoger  Beschaffenheit,  nämlich  eine  Fläche, 
die  ebenfalls  eine  Spaltung  darbietet.  —   Genau  das-  Fig.  il. 

selbe  würde  zu  bemerken  sein,  wenn  man  zur  erzen-    ^_^^^^-^  -s 

(f-)  genden  Linie  diejenige  nehmen  wollte,  welche  in  Fig.  II  ^ ^ 

angegeben  ist. 

Wollte  man  die  der  Fig.  I  entsprechende  Fläche  durch  irgend  welche 
Schnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zu  verwandeln  suchen, 
so  würde  man  sich  vergeblich  bemühen.    Diese  Fläche  documentirt  also  in 

10* 
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deutlicher  Weise,   dass   der  Satz  («.),    wenn  er  auch  im  Allgemeinen  gilt, 
doch  gewissen  Ausnahmen  unterworfen  ist. 

Uebrigens  erscheint  es  zweckmässig,  derartige  singnläre  Flächen,  wie 
die  in  Fig.  I  und  II  angedeuteten,  von  unserer  Betrachtung  ganz  auszu- 
schliessen;  wie  solches  in  einem  der  folgenden  Paragraphen  näher  ange- 
geben werden  soll. 


§  2. 
Definition  des  Querschnitts  und  Rückkehrschnitts. 

Definition  des  Querschnitts.   —  Ein  Schnitt,  welcJicr  in  irgend 

einein  BxoulpunJcfe  der  Fläche  beginnt,  von  hier  aus  in  ununterhroche- 

(3.)  nem  Zuge  bis  zu  irgend  einem  andern  Bandpunkt  fortläuft,  dasivischen 

aber  den  Rand  der  Fläche  iveder  berührt,  noch  überschreitet,  soll  ein 

Querschnitt  genannt  iverden. 

Nacli  Ausführung  eines  Querschnittes  sind  die  beiden  Ufer  des- 
selben als  neue  Randgebiete  der  Fläche  anzusehen.  Ja  es  sind  die 
auf  diese  Weise  entstehenden  neuen  Randgebiete  nicht  erst  nach 
Ausführung  des  Schnittes,  sondern  auch  schon  ivährend  der  weiteren 
Fortführung  desselben  als  solche  zu  betrachten.  Daraus  folgt  unter 
Anderm,  dass  ein  Querschnitt  in  einem  Punkt  seines  früheren  Lau- 
fes endigen  kann-,  und  ferner,  dass  ein  Querschnitt  bei  seiner  wei- 
tern Fortführung  sich  selber  niemals  durchkreuzen  darf. 

So  wird  z,  B.,  wenn  wir  eine  Kreisfläche 

.  Fig-  I. 

betrachten,  der  Schnitt  ab  ein  Querschnitt 
sein;  ebenso  aber  auch  der  Schnitt  aß  yd. 
Jeder  nimmt  in  einem  Randpunkte  seinen 
Anfang.  Während  aber  der  eine  sein  Ende 
iu  einem  zweiten  Randpunkt  der  Fläche  er- 
reicht, endigt  der  andere  in  einem  Punkte 
seines  früheren  Laufes.  Ein  solcher  Quer- 
schnitt, wie  aßyd,  mag  in  Zukunft  [weil 
er  ungefähr  die  Form  eines  griechischen  6 
besitzt]  kurzweg  ein  sigmaförmiger  Querschnitt  genannt  werden. 

Ist  ein  Querschnitt  bereits  ausgeführt,  und  soll  nun  ein  zuritrr 
Querschnitt  gezogen  werden,  so  ist  wiederum  zu  beachten,  dass  die 
Ufer  des  schon  vorhandenen  Schnittes  bei  Ausführung  des  zweiten 
als  Randgebiete  der  Fläche  anzuseilen  sind.  Der  zweite  Querschnitt 
wird  also  nach  Belieben  in  einem  ursprünglichen  Randpunkt  der 
Fläche,  ebenso  gut  aber  auch  in  einem  Uferpunkt  des  schon  vor- 
handenen Querschnittes  seinen  Anfang  nehmen  können.    Aehnliches 
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Fig.  HL 


gilt  für  den  Endpunkt  des  Querschnittes.    Und  Aehnliclies  gilt  natür- 
lich auch  für  einen  dritten,  vierten  u.  s.  w.  Querschnitt. 

So  wird  z.  B.,  in  der  nebenstehenden 
Kreisfläche,  aß  ein  Querschnitt  sein;  sodann 
yö  ein  zweiter,  f^  ein  dritter,  )]%■  ein  vier- 
ter u.  s.  w. 

Ferner  wird  in  Figur  III  der  Schnitt 
aßyös  nicht  als  ein  Querschnitt,  sondern 
als  ein  Complex  von  zwei  Querschnitten  an- 
zusehen sein.  Der  eine  von  diesen  beiden 
läuft  —  ebenso  wie  der  in  Figur  I  be- 
trachtete —  von  a  über  ß,  y  nach  d,  und  ist 
also  als  ein  sigmaförmiger  zu  bezeichnen; 
während  der  andere  von  d  nach  s  geht. 

Des  bequemeren  Ausdrucks  willen  wird 
es  zweckmässig  sein,  ausser  den  Querschnitten 
auch  noch  eine  gewisse  andere  Gattung  von 
Schnitten,  nämlich  die  der  Rückkehrschnitte 
einzuführen.  Diese  sollen  folgendermassen  de- 
finirt  sein: 

Definition  des  Rückkehrschnittes.  —  Ein 
(4.)  in  sich  surücMaufender  Schnitt,  ivelcher  den  Hand  der  Fläche  nirgends 
berührt  oder  üherschreitet,  und  welcher  sich  selber  nirgends  diirchlireuzt, 
soll  in  Ztdiunft  ein  Iläckhehr schnitt  genannt  werden. 

Nach  Ausführung  eines  Rückkehrschnittes  sollen  die  beiden  Ufer 
desselben  wiederum  als  Randgebiete  der  Fläche  angesehen  werden. 
Wir  können  uns  demnach  den  Schnitt  aßyd  in  Fig.  I,  wenn  wir 
wollen,  auch  so  entstanden  denken,  dass  in  der  gegebenen  Kreis- 
fläche zuerst  ein  Rückkehrschnitt /3j/d/3,  und  sodann  noch  ein  Quer- 
schnitt da  ausgeführt  ist.  Desgleichen  av erden  wir  z.  B.  in  Fig.  III 
den  Schnitt  aßyös  als  zusammengesetzt  ansehen  können  aus  einem 
zuerst  ausgeführten  Rückkehrschnitt  ßydß,  und  aus  zwei  sodann 
ausgeführten  Querschnitten  da  und  Ös. 

Die  (von  Riemann  eingeführten)  Querschnitte  repräseutireu  eine 
für  die  Classificirung  der  Flächen  wichtige  Operation.  Um.  diese 
Operation  auch  bei  solchen  Flächen,  die  geschlossen,  mithin  ohne 
Rand  sind,  ausführen  zu  können,  erscheint  es  angemessen,  jeder  sol- 
chen geschlossenen  Fläche  ^  zuvörderst,  durch  Herausnahme  eines 
einzelnen  Punktes,  einen  Rand  zu  verleihen.  Dabei  mag  alsdann 
die  durch  dieses  Verfahren  entstehende  neue  Fläche  durch  einen  über 
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das  5  gesetzten  Punkt  angedeutet,  nämlich  mit  fy  bezeielmet,  und 
kurzweg  die  punldirtc  Fläche  genannt  werden.  Während  also  ^  tjar 
(5.)  l'ciiicn  Raud  hat,  wird  andererseits  5'  eine  einzige  unendlich  kleine 
Kandcurve  besitzen,  welche  dargestellt  ist  durch  die  Umgreuzungs- 
liuie  der  durch  die  Herausnahme  jenes  Punktes  hervorgebrachten 
unendlich  kleiiuMi  Oeffnung.  , 

Bemerkung.  Ist  z.  B.  "^   eine  Kugcljlüchc,  so  wird  die  zugehörige 

puuktirte  Flüche  5-  im  Wesentlicheu  eine  KuijcltaloUc,  mithin  einfach  zu- 
sammenhängend sein  [vergl.  die  vorhin  bei  {■!.)  genannten  Beispiele]. 

Die  Eigenschaften  einer  einfach  zusammenhängenden  Fläche. 

Von  der  sogenannten  Elcmenkü  fläche  [vgl.  die  Dehuition  (1.)] 
haben  wir  eine  deutliche  geometrische  Anschauung.  Aus  dieser 
geometrischen  Anschauung  ergiebt  sich  z.  B.  sofort,  dass  die  Ele- 
mentarfläche durch  jeden  Querschnitt  iii  zwei  von  einander  getrennte 
Stücke  zerfällt,  ebenso  auch  durch  jeden  liiicflcehrschnitt.  Desgleichen 
übersehen  wir  sofort,  dass  von  diesen  beiden  Stücken,  je  nachdem 
der  Schnitt  ein  Quer-  oder  Ji/(c/iÄv7«--Schnitt  ist,  entweder  jedes  oder 
weniffstens  eines  wiederum  eine  Elementarfläche  sein  wird. 

Diese  Eigenschaften  der  Elementarfläche  übertragen  sich  leicht 
auf  die  einfach  susammenhängenden  Flächeti,  falls  mau  nur  Rücksicht 
nimmt  auf  die   für  die  letzteren  gegebene  Deflnition  [2^. 

Es  sei  z.  B.  ^  eine  beliebig  gegebene  einfach  zusammenhängende 
Fläche,  und  gleichzeitig  sei  %'  diejenige  Elementarfläche,  in  welche 
sich  %  durch  stetige  Umformung  verwandelt.  Ist  nun  q  irgend  ein 
Querschnitt  der  Fläche  ^,  und  q  der  correspondirende  Schnitt  auf 
g-',  so  wird  offenbar  q  ebenfalls  ein  Querschnitt  sein.  Die  Fläche 
^'  ist  aber  eine  Elementarfläche  und  wird  also  durch  jeden  Quer- 
schnitt in  zwei  getrennte  Stücke  zerlegt.  Demnach  wird  %'  durch 
q  ,  und  folglich  auch  ^  diircli  q  in  zwei  getrennte  StiicJie  zerfallen. 

Wir  bezeichnen  diese  beiden  Stücke  bei  der  ursprünglichen 
Fläche  %  mit  f ,  g,  und  bei  der  Elementarfläche  ^'  mit  f ,  g'.  Offen- 
bar können  alsdann  f  und  g  als  zwei  Flächenstücke  angesehen  wer- 
den, welche  sich  durch  stetige  Umformung  in  f  und  g'  verwandeln. 
Von  den  beiden  Stücken  f  und  g'  ist  aber  jedes  eine  Elementar- 
fläche. Daraus  folgt,  dass  jedes  der  beiden  StiicJie  f  und  g  ein  einfach 
zusammenhängendes  ist.  Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Resultat: 
(6.)  Erster  Satz.  —  Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerfällt 

durch  einen   Querschnitt  immer  in  zwei  getrennte  Stücke;  von  diesen 
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beiden  Stiiclcoi  ist  jedes  ein  einfach  ziisummcnhämjcndes.  Durch  v  auf- 
einander fohjende  Querschnitte  wird  demnach  eine  einfach  msammen- 
hängende  Fläche  in  (v  -f-  1)  getrennte  3tücJce  verfallen,  von  ivelchen 
wiederum  jedes  ein  einfach  zusammenhängendes  ist. 

Wiederum  sei  3"  eine  beliebig  gegebene  einfach  zusammcnliän- 
gende  Fläche,  und  5'  die  daraus  durch  stetige  Umformung  ent- 
stehende Elementarfläche.  Ist  nun  6'  irgend  ein  Rückkehrschnitt  der 
Fläche  %,  so  wird  offenbar  der  auf  ^'  gezogene  correspondirende 
Schnitt  s'  ebenfalls  ein  Rückkehrschnitt  sein.  Demnach  wird  %  durch 
s,  ebenso  wie  5'  durch  s',  in  zwei  von  einander  getrennte  Stücke 
zerfallen.  Von  den  beiden  Stücken,  in  welche  ^'  durch  s'  zerlegt 
wird,  ist  aber  eins  eine  Elementarfläche.  Demnach  muss  von  den 
beiden  Stücken,  in  welche  ^  durch  s  getheilt  wird,  eins  ein  einfach 
zusammenhängendes  sein.     Also  der  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  iJine  einfach  zusammenhängende  Fläche  zerfällt 

(7.)  durch  einen  liüchkehrschnitt  immer  in  ztvei  getrennte  Stücke;  von  die- 
sen heiden  Stücken  ist  jederzeit  eins  ein  einfach  zusammenhängendes. 
Eine  Elementarfläche  besitzt  ihrer  Definition  zufolge  immer  nur 
eine  Randcurve.  Gleiches  muss  demnach  auch  von  jeder  Fläche  gel- 
ten, die  aus  einer  Elementarfläche  durch  stetige  Umformung  ent- 
standen ist.     Somit  erhalten  wir  folgenden  dritten  Satz: 

(^8.)  Dritter  Satz.  —  Eine  einfacli  zusammenhängende  Fläche  besitzt 

immer  nur  eine  llandcurve. 

§  4. 
Nähere  Determination  der  zu  betrachtenden  Flächen. 
Bei  unsern   weiteren  Betrachtungen   wollen   wir  uns  durchweg 
auf  solche  Flächen  beschränken,  die  folgenden  beiden  Anforderungen 
entsprechen : 

Erste  Anforderung.  —   Die  Fläche  soll  von  solcher  Beschaffen- 
heit sein,  dass  das  Bereich  eines  jeden  Punktes  der  Fläche  eine  ein- 
(0.)  fach  zusammenhängende  Fläche  repräsentirt.    Durch  diese  Anfor- 
derung werden  oflenbar  alle  Flächen,  die  eine  Spaltung  zeigen  [wie 
z.  B.  die  Fläche  (d.),  (f.)  pg.  147]  von  der  Betrachtung  excludirt. 

Zweite  Anforderung.  —  Die  Fläche  soll  von  solcher  Beschaßhi- 
heit  sein,  dass  sie  durch  irgend  tvelche  Querschnitte  in  eine  ein- 
(10.)  fach  zusammenhängende  Fläche  verivandelt  iverden  kann.  Durch 
diese  zweite  Anforderung,  für  sich  allein  betrachtet,  würden  offen- 
bar die  mit  einer  Spaltung  behafteten  Flächen  noch  nicht  sämmt- 
lieh  excludirt  sein.    [So  z.  B,  würde  durch  sie  von  den  beiden  Flächen 
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(d.)  und  (s.)  pg.  147  nur  die  erste,   nicht  aber  die  zweite  excludirt 
werden.] 

Die  erste  und  2weitc  Anforderung  decken  einander  theilweise, 
jeducli  nicht  so,  dass  durcli  eine  derselben  die  andere  überflüssig 
gemacht  würde.  So  z.  B.  werden  durch  die  ernte  Bedingung  alle 
mit  einer  Spaltung  behafteten  Fläclien  excludirt,  durch  die  zweite 
aber  nicht.  Andererseits  aber  werden  durch  die  zweite  Anforderung 
alle  geschlossenen  Flächen  excludirt  [weil  in  einer  geschlossenen 
Fläche  überhaupt  keine  Querschnitte  möglich  sind],  durch  die  erste 

aber  nicht. 

Bemerknng.  —  Es  ist  wohl  wahrscheinlich,  dass  jedwede  nichtgeschlos- 
sene Fläche,  falls  sie  der  ersten  Anfordonmg  entspricht,  uoth wendiger  Weise 
auch  der  ztcciten  geniigen  wird.  Wäre  solches  icirlclich  beweisbar,  so  würde 
man  gut  thun,  die  zweite  Anforderung  ganz  fallen  zu  lassen.  Denn  die 
geschlossenen  Flächen  würden  trotzdem  immerhin  noch  in  der  Weise  in  die 
Betrachtung  hineingezogen  werden  können,  dass  man  statt  jeder  solchen 
geschlossenen  Fläche  %  die  zugehörige  punktirtc  Fläche  %  [vgl.  (5.)]  ins 
Auge  fasst. 

§  5. 

Untersuchung  eines  beliebig  gegebenen  Frächensystems. 
Definition  seiner  Grundzahl. 

Es  sei  ©  ein  aus  beliebig  vielen  Flächen  bestehendes  System. 
Die  Flächen  mögen  beliebig  im  Räume  vertheilt,  und  jede  derselben 
von  beliebiger  Gestalt  sein.  Nur  mag  jede  derselben  den  Anfor- 
derungen (9.),  (10.)  entsprechen. 

Wir  wollen  nun  annehmen,  dieses  System  @  könne  durch  ge- 
wisse v'  Querschnitte  —  sie  mögen  in  ihrer  Gesammtheit  mit  q 
bezeichnet  werden  —  in  ein  System  ©'  verwandelt  werden,  welches 
aus  a  Flächenstücken  besteht;  und  das  System  ©  könne  anderer- 
seits durch  gewisse  v"  Querschnitte  —  sie  mögen  q"  genannt  wer- 
den —  in  ein  System  @"  verwandelt  werden,  welches  aus  a"  Flächen- 
stücken besteht.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  unter  den  Flächen- 
stücken, aus  welchen  die  Systeme  ©'  und  ©"  bestehen,  wäre  jedes 
einzelne  ein  einfach  zusammenJiängcndes.  Es  fragt  sich,  ob  unter 
dieser  Voraussetzung  zwischen  den  Zahlen  v',  a  und  v" ,  a"  irgend 
welche  Beziehung  stattfindet,  oder  ob  dieselben  von  einander  völlig 
unabhängig  sind. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  wird  es  nöthig  sein,  beide  Quer- 
schuittsysteme,  das  der  q  und  das  der  q" ,  gleichzeitig  zu  ziehen.  Der 
Einfachheit  willen  nehmen  wir  an,   dass   die  beiden  Schnittsysteme 
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bei  einer  solchen  Superposition  nur  in  einzelnen  FunJden  (nicht  in 
Linien)  einander  decken.  Die  Anzahl  dieser  einzelnen  Deckungs- 
punkte mag  Ö  heissen.  Ferner  nehmen  wir,  der  Einfachheit  willen, 
zuvorderst  an,  dass  unter  diesen  d  Deckungspunkten  oder  Schnitt- 
punkten keiner  vorhanden  ist,  der  gerade  mit  einem  Fndi^unkie  der 
Schnitte  q'  oder  q"  zusammeufcUlt.  Von  den  beiden  Schnitten  q' 
und  </",  welche  einander  in  einem  jener  d  Punkte  schneiden,  wird 
alsdann  jeder  durch  den  andern  in  zwei  Stücke  zerlegt  werden. 

Wir  denken  uns  zuerst  die  Querschnitte  q'  gezogen,  und  hier- 
durch ©  in  ©'  verwandelt.  Ziehen  wir  jetzt  einen  der  Schnitte  q", 
so  wird  ein  solcher  Schnitt  nur  dann  einen  Querschnitt  des  Flächen- 
systems ©'  vorstellen,  wenn  er  die  schon  vorhandenen  Schnitte  q' 
nirgends  berührt  oder  überschreitet,  andernfalls  aber  einen  Complex 
von  mehreren  Querschnitten  vorstellen.  Es  fragt  sich  nun  zunächst, 
wie  gross  die  Anzahl  derjenigen  Querschnitte  Q"  ist,  welche  in  dem 
Flächensystem  ©'  entstehen,  sobald  wir  darin  sämmtliche  Schnitte 
q"  ausführen.  Offenbar  werden  sämmtliche  Endpunkte  der  Q"  zum 
einen  Theil  durch  die  Endpunkte  der  q"  selber,  zum  andern  Theil 
durch  diejenigen  Punkte  dargestellt  sein,  in  welchen  die  q"  von  den 
q  geschnitten  werden.  Die  Anzahl  des  ersten  Theiles  ist  gleich 
der  Anzahl  der  Endpunkte  der  q'\  d.  i.  gleich  2v";  die  Anzahl  des 
zweiten  Theiles  muss,  da  jeder  der  genannten  Schnittpunkte  zwei 
Endpunkte  der  Q"  repräsentirt,  doppelt  so  gross  als  die  Anzahl 
jener  Schnittpunkte,  also  gleich  2d  sein.  Im  Ganzen  wird  daher 
die  Anzahl  der  Endpunkte  der  Q"  gleich  {2v"  -f-  2Ö),  folglich  die 
Anzahl  der  Q"  selber  gleich 

v"  -\-8 
sein. 

Umgekehrt  wird  andererseits,  wenn  wir  uns  in  dem  Systeme  @ 
zuerst  die  q"  gezogen,  und  hierdurch  ©  in  @"  verwandelt  denken, 
jeder  nunmehr  folgende  Schnitt  q  im  Allgemeinen  mehrere  Quer- 
schnitte Q'  des  Systems  @"  repräsentiren.  Die  Anzahl  dieser  Q' 
wird,  wie  man  sofort  übersieht,  gleich 

v'  -{-  8 
sein. 

Es  sei  A  die  Anzahl  von  Fläclienstücken,  in  welche  ©  zerfällt, 
wenn  gleichzeitig  sowohl  sämmtliche  Schnitte  q',  als  auch  sämmtliche 
Schnitte  q"  ausgeführt  werden. 

Offenbar  kann  diese  Zahl  A  als  die  Anzahl  derjenigen  Stücke 
angesehen  werden,  in  welche  sich  das  Flächensystem  ©'  durch  Aus- 
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führuiig  der  Querscliuitte  Q"  verwandelt.  Nun  besteht  das  System 
ö'  der  Voraussetzung  zufolge  aus  a'  Stücken,  von  welchen  jedes 
einfach  ::iiS(i)Hnic)ihänijc)ul  ist.  Es  wird  daher  dieses  System  ö'  [zu- 
folge des  Satzes  (6.)]  durch  Ausführung  der  {v"  -{-  d)  Querschnitte 
Q"  in  («'  +  i>"  -\-  d)  Stücke  zerfallt  werden.     So  ergiebt  sich: 

(11.)  Ä  =  a'  -\-  v" -i- d. 

Andererseits  kann  aber  A  auch  als  die  Anzahl  derjenigen  Stücke 
angesehen  werden,  iii  welche  das  System  @"  durch  Ausführung  der 
(v'  -J-  d)  Querschnitte  Q'  zerlegt  wird;  alsdann  ergiebt  sich: 

(12.)  Ä  =  a"  +  //  +  ö. 

Aus  diesen  beiden  Formeln  (11.)  und  (12.)  folgt  sofort: 

a    -\-  v"  =  a"  -\-  v' , 
d.  i. 

a.->  \                                                                                        I                  r                  rr  tr 

O.)  V      fC      =    1'        «     . 

Bei  Ableitung  dieser  Formel  wurde  die  beschränkende  Voraus- 
setzung gemacht,  dass  die  beiden  Schnittsysteme  bei  ihrer  Super- 
position  nur  in  einzelnen  PunJctcn  einander  decken,  und  dass  unter 
diesen  ö  einzelnen  Deckungspunkteu  keiner  vorhanden  ist,  welcher 
gerade  mit  einem  Endpuwkt  der  Schnitte  zusammenrällt.  Sollte  diese 
Voraussetzung  nicht  erfüllt  sein,  so  wird  man  es  doch  durch  eine 
unendlich  Ideine  Vcrschiehnng  des  einen  Schuittsystems,  z.  B.  des  Sy- 
stems q,  leicht  daliiu  bringen  können,  dass  sie  in  Erfüllung  geht. 
Sobald  diese  unendlich  kleine  Verschiebung  ausgeführt  ist,  wird  dann 
die  Formel  (13.): 

v'  —  a'  =  v"  —  a" 

wiederum  gelten.  Die  Zahlen  v'  und  «'  sind  aber  offenbar  nach 
der  Verschiebung  des  Systems  q  eben  dieselben,  wie  vor  jener  Ver- 
schiebung. Daraus  folgt,  dass  die  Formel  auch  schon  cor  der  Ver- 
schiebung gültig  ist,  dass  sie  also  völluj  allgemeine  iAiAiv^knit  besitzt. 
Wir  erhalten  daher  folgenden  wichtigen  Satz: 

Fundamentaltheorem.  —  Benld  man  sich  ein  hcliehiges  Flächen- 
system <B    zu    verschiedenen  Zeiten   durch   verschieden  gewählte   Qucr- 
(14.)  Schnittsysteme  zerlegt,  und  dadurch  jedesmal  in  ein  System  von  lauter 
einfach  zusammenhängenden  Flächenstüchen''^)  verivandelt,  so  wird  die 
Differenz  (v  —  a),  um  urlehe  die  jedesmalige  Anzahl  v  der  Querschnitte 


*)  Unter  einem  System  einfach  zusammenhängender  Flächenstüclce  ist  selbst- 
verständlich hier  (und  ebenso  auch  in  Zukunft)  stets  ein  System  von  Filichen- 
stücken zu  versteheu,  deren  jedes  für  sich  allein  betrachtet  einfach  zusammen- 
häugend  ist. 
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grösser  als  die  jedesmalige  Anzdld  a  der  residtirenden  FlächenstücJce 
ist,  in  all'  diesen  Füllen  ein  und  denselben  Wcrth  hahen.  Jene 
Differenz  (v  —  «)  ist  demnach  eine  dem  gegebenen  Flüchensystem  © 
eigenthümliche  unv er ünder l iche  Zahl.  Gleiches  wird  daJter  z.  B. 
auch  gelten  von  der  Zahl  (v  —  a  -\-  2).  Diese  letztere  soll  in  Zukunft 
die  Grundzahl  des  F lüclhcnsystems  genannt  iverden. 

An  diesen  fundamentalen  Satz  schliessen  sich  unmittelbar  einige 
weitere  Bemerkungen  an.  Ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem  @ 
verwandle  sich,  wenn  man  darin  irgend  einen  bestimmten  Querschnitt 
q  ausführt,  in  ein  Flächensystem  ©'.  Um  das  ursprüngliche  System 
(S  aber  in  ein  System  von  lauter  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
stücken zu  verwandeln,  mögen  nach  Ausführung  jenes  Querschnittes 
q  noch  v  weitere  Querschnitte  q^,  q^,  .  .  .  qv  erforderlich  sein;  und 
gleichzeitig  mag  a  die  Anzahl  der  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
stücke vorstellen,  aus  welchen  das  letztgenannte  System  besteht. 

Alsdann  wird  also  das  System  ©  im  Ganzen  durch  {y  -f-  1) 
Querschnitte  in  ein  System  von  a  Flächenstücken  verwandelt,  unter 
denen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Und  andererseits  sehen 
wir,  dass  das  System  ©'  bereits  durch  v  Querschnitte  in  ein  System 
von  «  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken  verwandelt  wird. 
Zufolge  des  Satzes  (14.)  ist  daher 

(^  4-  1)  _  «  4-  2 

die  Grundzahl  von  (3,  und 

V  —  a  -\-  2 

die  Grundzahl  von  ©';  die  Grundzahl  von  ©'  also  um  1  kleiner 
als  die  von  ©.     Somit  ergiebt  sich  der  Satz: 

Erster  Satz.  —  Die  Grundzahl  eines  Flücliensystems  tvird  chircJi 
(15.)  jeden  Querschnitt  um  1  erniedrigt;  dnrcJi  ein  System  von  v  Querschnit- 
ten also  um  V  erniedrigt. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  anstellen  bei  den  Uück- 
kehrschnitten.  Ein  Flächensystem  ©  verwandle  sich  durch  irgend 
welchen  Büchhehrsehnitt  s  in  ©'.  Ferner  sei  q  ein  in  dem  Systeme 
©'  gezogener  Querschnitt,  und  zwar  ein  Querschnitt,  welcher  in 
einem  Uferpunkte  des  Rückkehrschnittes  s  beginnt,  und  von  hier 
aus  nach  irgend  welchem  Randpunkte  desjenigen  Flächenstückes 
hinläuft,  in  welchem  s  construirt  ist.  Endlich  mag  das  durch  Aus- 
führung von  s  und  q  erhaltene  Flächensystem  mit  %  bezeichnet 
werden. 

Das  Flächensystem  %  entsteht  alsdann  aus  ©'   durch   Ausfüh- 
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rung  des  einen  Querschnittes  q.  Zufolge  des  vorliergehendeu  Satzes 
ist  daher  (Uc  Grundzahl  von  %  um  1  Iclciner  als  die  von  ©'. 

Andererseits  ist  zu  bemerken,  dass  die  Schnitte  q  und  6-  zu- 
sammengenommen als  ein  einziger  sigmaförmiger  Querschnitt  ange- 
sehen werden  können  [vgl.  pg.  148] ;  und  dass  daher  %  als  ein  Flächen- 
system  angesehen  werden  kann,  welches  aus  <S  nur  durch  Ausfüh- 
rung eines  einzitjeu  Querschnittes  entsteht.  Zufolge  des  vorhergehen- 
den Satzes  wird  also  die  Grundzahl  von  %  um  1  lieiner  als  die  von 
©  sein. 

Fasst  man  beide  Ergebnisse  zusammen,  so  sieht  man  sofort, 
dass  die  Grundzahlen  von  ©  und  ©'  einander  gleich  sind,  und  ge- 
langt also  zu  folgendem  Satz: 

Zweiter  Satz.   —    Die   G'rundzahl   eines  Fläcliensystems  erleidet 
(16.)  dnrch  Ausführung  eines  Büelkehrsehnittes  keinerlei  Äenderung,  und  er- 
leidet also  auch  hei  Ausführung  von  beliebig  vielen  liücldcehrschnitten 
Tieine  Aenderimg. 

Schliesslich  noch  folgende  sehr  einfache  Bemerkung:  Kann  ein 
gegebenes  F'lächensystem  durch  v  Querschnitte  in  a  einfach  zusam- 
menhängende Flächenstücke  verwandelt  werden,  so  ist  nach  unserer 
Definition  [vgl.  den  Schluss  des  Satzes  (14.)] 

V  —  a-{-2 

die  Grundzahl  des  Systems.  Besteht  daher  das  System,  bereits  von 
Hause  aus,  aus  a  einfach  zusammenhängenden  Flächenstücken,  so 
wird  seine  Grundzahl  gleich 

0  —  a  +  2 
sein.     Also  der  Satz: 

(17.)  Dritter  Satz.  —  Die  Grundzahl  eines  Systems,  tvelches  aus  a  ein- 

fach zusammenhaltenden  Flächetistücken  besteht,  ist  stets  =  (2  —  «). 
Setzt  man  beispielsweise  a  =  1,  denkt  man  sich  also  ein  System, 
welches  nur  aus  einer  einzigen  Fläche   besteht,  so   gelangt  man  zu 
folgendem  specielleren  Resultat: 

(17  a.)        Vierter  Satz.  —   Die  Grundzahl  einer  beliebig  gegebenen  einfach 
zusammenhängenden  Fläche  ist  stets  =  1. 

§  6. 

Weitere  Betrachtungen  über  ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem. 

Es  sei  ©  ein  beliebig  gegebenes  FViichensystem  (oder  auch  eine 
beliebig  gegebene  einzelne  Fläche),  ferner  sei  N  die  Grundzahl 
von  ©. 
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Führen  wir  v'  beliebige  (Querschnitte  aus,  so  entsteht  ein  Flüchen- 
system, dessen  Grundzahl  gleich  i\^ — v'  ist.  Lassen  wir  sodann 
zu  jenen  Querschnitten  q'  Rückkehrschnitte  hinzutreten,  so  entsteht 
ein  Flüchensystem,  welches  ebenso  wie  das  vorhergehende  die  Grund- 
zahl N  —  v'  besitzt.  Lassen  wir  hierauf  v"  Querschnittte  und  q" 
llückkehrschnitte  zu  den  schon  vorhandenen  Schnitten  hinzutreten, 
so  entsteht  ein  Flüchensystem,  dessen  Grundzahl  gleich  N —  v'  —  v" 
ist,  u.  s.  w.  Air  dies  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Sätze  (15.) 
und  (16.). 

Führen  wir  also  in  dem  gegebenen  Systeme  @  in  irgend  wel- 
cher Reihenfolge  im  Ganzen  v  Querschnitte  und  q  Rückkehrschnitte 
aus,  so  wird 

N-v 

die  Grundzahl  des  resultirenden  Flächensystems  sein.  Wir  wollen 
nun  annehmen,  dieses  letztere  System  bestünde  aus  a  Flächenstücken, 
von  welchen  jedes  einfach  zusammenhängend  ist.  Zufolge  des  Satzes 
(17.)  wird  sich  in  diesem  Falle  die  Grundzahl  dieses  Systems  noch 
in  anderer  Art,  nämlich  durch 

2  —  « 
ausdrücken  lassen.     Demnach  wird  bei  der  gemachten  Annahme 

N-v  =  2  —  a, 
d.  i. 

N=v  —  a  +  2 

sein.     Somit  gelangen  wir  zu  folgendem  Ausspruch: 

Fünfter  Satz.  —  Kmm  ein  Fläcliensystem  @  oder  auch  eine  einzelne 
Flüche  ©  durch  irgend  welcJw  v  Querschnitte  tmd  durch  irgend  welche 
(18.)  Q  BiicMehrschnitte  in  a   Flächenstiicke  verwandelt  iverden,  von  denen 
ein  jedes  einfach  msammenhängend  ist,  so  ivird  jederzeit 

V  —  a-\-2 
die  Grundzahl  von  @  sein. 

Dieser  Satz  ist  von  einer  gewissen  praktischen  Bedeutung.  Denn 
mittelst  desselben  kann  man  z.  B.  die  Grundzahl  einer  bestimmt  gegebenen 
Fläche  selbst  dann,  wenn  dieselbe  sehr  complicirter  Gestalt  ist,  ziemlich 
leicht  ermitteln. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Beschaffenheit  einer  völlig 
unheJcannten  Flüche  %  nülier  zu  untersuchen,  falls  die  Grundzahl  der- 
selben gegeben,  und  ztvar  =  1  ist. 

Da  die  Fläche  ^  selbstverständlich  den  beiden  Anforderungen 
(9.),  (10.)  entsprechen  soll,  so  ist  sie  [zufolge  (10.)]  durch  irgend 
welche,  ilirer  Zahl  und  Lage  nach  unbehmnte  Querschnitte  f[i,  fj^,  •••  ([v 
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iu  eiue  einfach  zusammcnhänucnde  Fläche  verwaiulolbar.  Zufolge  des 
Fundameutaltheorcms  (14.)  gilt  alsdann  für  die  Grundzahl  N  der 
Fläche  ^  die  Formel 

N  =v  —  a  -\-  2, 

oder,  weil  im  gegenwärtigen  Fall  die  Anzahl  a  der  durch  die  Quer- 
schnitte <li,q->,..'  ([v  erhaltenen  einfach  zusammenhängenden  Flächen- 
stücke =  1  ist: 

N=v-\-  1. 

Diese  Formel  aber  nimmt,  weil  die  Grundzahl  N  der  Fläche  ^  ge- 
geben und  zwar  =  1  ist,  die  Gestalt  an: 

woraus  folgt: 

v  =  0. 

Jene  unbekannte  Fläche  %  ist  also  durch  0  Querschnitte  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelbar.  D.  h.  sie  ist  schon 
von  Hause  aus  eine  einfach  zusammenhängende. 

Wir  sehen  somit,  dass  jedwede  Fläche  von  der  Grundzahl  1  eine 
einfach  zusammenhängende  ist.  Zufolge  (17  a.)  gilt  aber  auch  der  um- 
gekehrte Satz;  sodass  wir  zu  folgendem  Resultat  gelangen: 

Sechster  Satz.  —  Jede  Fläche  von  der  Grundzahl  1  ist  eine  ein- 
(19.)  fach  zusammenhängende.     Und  umgekehrt  wird  jedwede  einfach  zusam- 
menhängende Fläche  die  Grundzahl  1  hesitzen. 

Repräsentirt  ^  irgend  eine  unbekannte  Fläche,  so  wird  dieselbe 
[weil  die  Anforderungen  (9.),  (10.)  stets  als  erfüllt  betrachtet  werden 
sollen]  zufolge  (10.)  durch  irgend  welche  ihrer  Zahl  und  Lage  nach 
nnbeliannte  Querschnitte  q^^  q,,,  ...  (/„  in  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche  verwandelt  werden  können.  Alsdann  aber  hat  die 
Grundzahl  N  der  Fläche  ^,  zufolge  des  Fundamentaltheorems  (14.), 
den  Werth: 

N=v  —  a-\-2, 
d.  i.  den  Werth: 

J\r=v—  l+2  =  v+l; 

denn  im  gegenwärtigen  Falle  ist  die  Anzahl  a  der  durch  die  Quer- 
schnitte Qif  Q2f  •  '  '  Qt  resultirenden  einfach  zusammenhängenden 
Flächenstücke  ==  1.  Wir  erhalten  also:  N  =  v  -\-  1,  oder,  was  das- 
selbe ist: 

v  =  N-  1, 

und  gelangen  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Siebenter  Satz.  —  Fine  heliclng  gegebene  [selbstverständlich  aber 
(20   den  Anforderungen  (9.j,  (10.)  entsprechende]  1^ lache  ist  [zufolg'e  (10.)] 
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stets  durch  irgend  ivelche  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  vcrwandelhar.  Und  wenn  auch  die  Lage  und  Configuration 
der  liier  zu  erforderliclien  Querschnitte  in  mannigfaltiger  Weise  variirt 
luerden  hann,  so  wird  doch  iJtre  Anzahl  stets  ein  und  dieselbe,  näm- 
lich stets  ==  {N —  1)  sein,  falls  N  die  Grundzahl  der  gegebenen  Flüche 
vorstellt. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  einer  Fläche  von  der  Grundzahl  N 
stets  (N — 1)  dieselbe  nicht  zerstüchelnde  Querschnitte  ausführbar  sind. 
Denkt  man  sich  aber  irgend  welche  {N —  1)  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnde Querschnitte  ausgeführt,  so  wird  die  Fläche  dadurch  stets, 
wie  jene  Querschnitte  im  Uebrigen  auch  immer  beschafiPen  sein 
mögen,  in  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1  sich  verwandeln;  wie 
solches  aus  einem  früheren  Satz  (15.)  unmittelbar  folgt.  Beachtet 
man  schliesslich,  dass  [nach  (19.)]  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1 
stets  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ist,  so  gelangt  man  also 
zu  folgendem  Resultat: 

Vollständigere  Form  des  siebenten  Satzes.  —  In  einer  Fläche 
von  der  Grundzahl  N sind  stets  (N — 1)  dieselbe  nicht  zerstüchelnde 
(21.)  Querschnitte  ausführbar.  JDenld  man  sich  aber  (N —  1)  derartige  Quer- 
schnitte tvirJclich  construirt,  so  ivird  dadurch  die  Fläche  stets,  wie 
diese  Querschnitte  im  Uebrigen  auch  beschaffen  sein  mögen,  in  eine  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  übergehen. 

Erste  Bemerkung.  —  Jede  [den  Anforderungen  (9.),  (10.)  entspre- 
chende] Fläche  ist  durch  Ausführung  irgend  welcher  Querschnitte  3,,  q.,, 
...  5,.  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelbar.  Die  An- 
zahl V  dieser  Querschnitte  wird  aber,  zufolge  des  Satzes  (20.)  stets  =(i\' — 1) 
sein,  falls  N  die  Grundzahl  der  gegebenen  Fläche  vorstellt.  Somit  ergiebt 
sich:  iV"  ==  (v  -|-  1),  oder,  weil  v  (seiner  Bedeutung  nach)  eine  der  Zahlen 
0,1,2,3,...  repräsentirt : 

N=l,  2,  3,  4,  ... 
D.  h. :    Die  Grundzahl  einer  den  Anforderungen  (9.),  (10.)  cntspreclienden 
Fläche  wird  stets  durch  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  4,  ...  dargestellt  sein. 

Zweite  Bemerkung.  —  Durch  den  eigenthümlichen  Gang  der  von  uns 
in  diesem  Capitel  angestellten  Betrachtungen  sind  wir  unwillküx-lich  zu 
einer  Ausdrucksweise  geführt  worden,  die  von  der  Riemann  sehen  etwas 
abweicht.  Doch  entsteht  in  dieser  Beziehung  völlige  Uebereinstimmung, 
wenn  wir  jedwede  Fläche  von  der  Grundzahl  N  eine  N-fach  zusammen- 
hängende Fläche  nennen ;  —  was  übrigens  z.  B.  für  den  Fall  N  =1  schon 
durch  den  Satz  (19.)  geboten  ist. 

Es  seien  a  einzelne  Flächen  ^j,  ^^27  •  •  •  f^«  gegeben  respec- 
tive  mit  den  Grundzahlen  N^,  K2,  .  .  .  Na.  Zufolge  (20.)  respective 
(21.)  ist  alsdann  z.  B.  ^^  durch  [Ny  —  1)  Querschnitte  in  eine  ein- 
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fach  zusammeuhängendo  Fläche  verwandelbar.  Demnach  kann  das 
ganze  System  {j^^,  ^y^,,  •••§«)  thirch 

(i\;-l)  +  (^,-l)  +  ...  +  (i\-„-l), 
d.  1.  durch 

Querschnitte  in  rc  Flächen  verwandelt  werden,  deren  jede  einfach 
zusammenhängend  ist.  Hieraus  aber  folgt  [Satz  (18.)],  dass  die  Grund- 
zahl jenes  Systems  (^i,  ^o?  •  •  •  i^«)  ^^^u  Werth  hat: 

sodass  man  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Achter  Satz.  —  Sind  cc  einzelne  Flächen  gegeben  resjjective  mit 
(22.)  den  Grundzahlen  N^,  N^,  .  .  .  Na,  so  wird  die  Grundzahl  des  aus  aW 
diesen  Flächen  hestclmiden  Systems  den   Werth  iesitzoi: 
iN,-^K,-{-...  +  Na)-2a-\-2. 

'    Ein  Specialfall  dieses  Satzes  ist  der  frühere  Satz  (17.) 

Wir  wollen  uns  jetzt  irgend   eine   Fläche   ^   gegeben   denken, 

auf  derselben  irgend  einen  Punkt  markiren.  und  das  Bereich  U  dieses 

Punktes  mittelst  eines  unendlich  kleinen  Rückkohrschnittes  von  der 

Fläche  abtrennen.    Das  nach  Absonderung  des  Bereiches  U  von  der 

Fläche  ^   noch  übrig  bleibende  Stück   mag  %   heissen.     Ueberdies 

mögen  die  Grundzahlen  von  %,  %  und  U  respective  mit  iV,  N  und 

n  bezeichnet  werden. 

Die  Grundzahl  des  Systetns  {^,  U)  lässt  sich  nun  in  doppelter 

Weise  angeben.     Einerseits  ist  dieselbe  nämlich  [nach  (22.)] 

=  (i\r+„)_4  +  2; 

und   andererseits   ist   sie   [zufolge   des  früheren   Satzes   (IG,)]   =  i\^. 

Somit  folgt: 

N={N+n)  —  2, 

oder,  weil  [zufolge  (9.)  und  (17a.)]  die  Zahl  w  =  1  ist: 

N=N-\-  1-, 
sodass  man  also  zu  folgendem  Satze  gelangt: 

Neunter  Satz.  —   Eine  Fläche  von  der  Grundzahl  N  verwandelt 
(23.)  sich,  durch  Heraiisnahme  eines  einzelnen  PunJdes,  in  eine  Fläche  von 
der  Grundzahl   {N -\-  1).     Dabei   ist   unter  der  Herausnahme   eines 
Punktes  die  Herausnahme  eines  beliebig  kleinen  den  Punkt  umgeben- 
den Flächenstücks  zu  verstehen. 

Eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  bleibt,  falls  sie  irgend- 
(24.)  einer  stetigen  Umformung  unterworfen  wird,  fortdauernd  einfach  zu- 
sammenhängend; wie  solches  aus  der  Definition  der  einfach  zusammen- 
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hängenden  Flüche  [(2.)  p.  146]  unmittelbar  folgt.  Mit  andern  Worten 
[vgl.  (19.)J:  Eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1  wird  diese  Grundzahl, 
auch  bei  irgend  welcher  stetigen  Umformung,  fortdauernd  beibehalten. 
Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  erweitern. 

Eine  Fläche  ^  von  der  Grundzahl  N  ist  nämlich  stets  [vgl. 
(20.),  (21.)  1  durch  gewisse  {N —  1)  Querschnitte  q^,  q.^  .  .  .  qj^r—i  in 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  %^^^  verwandelbar.  Unterwirft 
man  nun  die  Fläche  ^  irgend  einer  stetigen  Umformung,  und  lässt 
man  an  dieser  Umformung  auch  die  genannten  QuersclmittCj  mithin 
auch  die  Fläche  ^(•^  participireu ,  so  werden 

i5;  Qi,  Q2,  '  ■  ■  Qx-i  und  g(^) 
irgend  welche  andere  Gestalten 

&,  r„  r,,  ..  .  r,v_i  und  @(i) 
annehmen;  und  zwar  wird  ©^'^  [zufolge  des  Satzes  (24.)],  ebenso  wie 
^^\  eine  einfach  msammenhängende  Fläche  sein.  Da  nun  aber  ö 
mittelst  der  (iV^ —  1)  Querschnitte  i\,  r,,  .  .  .  >>_i  in  diese  einfach 
zusammenhängende  Fläche  @(i  sich  verwandelt,  so  folgt  hieraus 
[mittelst  des  Satzes  (20.)],  dass  ®  selber  eine  Fläche  von  der  Grund- 
zahl iV  ist.      Also  der  Satz: 

Zehnter  Satz.  —   Eine  Fläche  von  der  GrundzahU  N  wird  diese 
(25.)  Grundzahl,  auch  hei  irgend  welcher  stetigen  Umformung,  fortdauernd 
beibehalten.     Oder  mit  andern   Worten:    Die  Grundzahl  einer  Fläche 
erleidet  durch  stetige  Umformung  derselben  h einerlei  Abänderung, 

§  7. 
lieber  die  Randcurven  einer  Fläche  respective  eines  Flächensystems. 

Es  sei  (5  ein  beliebig  gegebenes  Flächensystem  oder  auch  eine 
beliebig  gegebene  einzelne  Fläche.  Wir  führen  in  ©  einen  belie- 
bigen Querschnitt  aus.  Was  die  Lage  dieses  Querschnittes  anbe- 
langt, so  sind  überhaupt  nur  drei  Fälle  denkbar.  Fig.  i. 

Erster  Fall:  Der  Querschnitt  nimmt  sei- 
nen Anfang  in  irgend  einer  Randcurve  A  und 
endigt  in  irgend  em&v andern  Randcurve  J5.  Als- 
dann werden  sich  die  beiden  genannten  Curven 
A  und  B  [vergl.  Fig.  I]  mit  den  beiden  Ufern 
des  Querschnitts  zu  einer  einzigen  Randcurve 


^^y-//,. 


A 
vereinigen.     An  Stelle  der  beiden  Randcurven 

A  und  B  haben  wir  also  in  diesem  Falle  nach 

Ausführung    des    Querschnittes    nur    eine    einzige    Randcurve.     Mit 

Neumann,  Abel'sche  Integrale.     2.  Aufl.  11 
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andern  Worten:  Die  Anzahl  der  Randcurven  wird  durch  den  Quer- 
schnitt um   1  vermindert. 

Zweiter  Fall:  Der  Querschnitt  nimiut  seinen  Anfang  in  irgend 
einer  Raudcurve  Ä  und  endigt  in  irgend   einem  Fig.  ii. 

Punkt  derselben  Curve.  Bezeichnen  wir  [Fig.  II] 
die  beiden  Theile,  in  welche  Ä  durch  den  An- 
fangs- und  Endpunkt  des  Querschnittes  zerlegt 
wird,  mit  A'  und  Ä",  so  wird  Ä'  mit  dem  einen 
Ufer  des  Querschnittes  zusammengenommen  eine 
einzige  in  sich  zurücklaufende  Randcurve  bilden, 
und  ebenso  Ä"  mit  dem  andern  Ufer  jenes  Schnit- 
tes zusammengenommen.  In  diesem  Fall  wird  also  die  Anzahl  der 
vorhandenen  Randcurven  durch  Ausführung  des  Querschnittes  um  1 
vermehrt  werden. 

Dritter  Fall:  Der  Querschnitt  ist  ein  sigmaförmiycr.  D.  h.  er 
nimmt  seinen  Anfang  in  irgend  einer  Randcurve  A  [Fig.  III]  und 
endigt  in  irgend  einem  Punkt  seines  frühe- 
ren Laufes,  Ein  solcher  sigmaformiger  Quer-  ___J*^" 
schnitt  kann  als  ein  Complex  von  einem  Rück- 
kehrschnitt s  und  von  einem  Querschnitt  q 
angesehen  's\'t;rden.  Der  letztere  wird  dann 
seinen  Anfang  in  der  Randcurve  A,  und 
sein  Ende  in  dem  einen  Ufer  des  Schnittes  s 
haben. 

Wir  wollen  uns  nach  einander  zuerst  s  und 
sodann  q  ausgeführt  denken.  Durch  den  Rückkehrschnitt  s  wird 
die  Anzahl  der  vorhandenen  Randcurven  offenbar  um,  2  verm,ehrt'^ 
denn  das  eine  Ufer  von  s  bildet  für  sich  allein  eine  vollständige  in 
sich  zurücklaufende  Randcurve;  und  Gleiches  gilt  auch  von  dem 
andern  Ufer. 

Lassen  wir  nun  gegenwärtig  den  Querschnitt  q  sich  anschliessen, 
so  wird  dieser,  ebenso  wie  der  iui  ersten  Fall  behandelte,  zwei  ver- 
schiedene Randcurven  mit  einander  verbinden,  folglich  eine  Vermin- 
derung der  Randcurven- Anzahl  um  1  verursachen. 

Durch  beide  Schnitte  s  uud  q  zusammengenommen  tritt  also 
eine  Vermehrung  der  Randcurven  um  1  ein.  D.  h.  jene  Anzahl  wird 
durch  den  hier  im  dritten  Falle  betrachteten  Querschnitt  um  1  ver- 
tnehrt. 

Alle  drei  Fälle  zusammengefasst,  gelangen  wir  daher  zu  folgen- 
dem Resultat: 
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Erster  Satz.   —  Die  Anzahl  der  hei  irgend  einem  FläcJiensystem 

(1.)  oder  hei  irgend  einer  einzelnen  Fläche  vorhandenen  liandcurven  tvird 

durch  jeden  Querschnitt  entiveder  um  1  vermehrt,  oder  um  1  vermindert. 

Bemerkung.  —  Die  Figur  III  zeigt  in  deutlicher  Weise,  dass  ein  sigma- 
förmiger  Querschnitt  stets  zwei  Uferlinien  besitzt,  nämlich  erstens  eine 
innere,  (feschlossene ,  uud  andererseits  eine  äussere,  ungeschlossene  üferlinie. 
Die  beiden  Endpunkte  der  letztern  liegen  einander  unendlich  nahe  und 
befinden   sich   z.  B.  in  jener  Figur   III   beide  auf  der  Curve  A. 

Eine  beliebig  gegebene  Fläche  ^  von  der  Grundzahl  N  kann 
[nach  (20.)  pg.  158]  durch  (N  —  1)  Querschnitte  in  eine  Fläche 
g(i)  verwandelt  werden,  welche  einfach  zusammenhängt,  deren  Rand- 
curven- Anzahl  also  [nach  (8.)  pg.  151]  nothwendiger  Weise  =  1  ist. 

Bezeichnet  man  nun  die  ursprüngliche  Randcurven- Anzahl  der 
Fläche  5  mit  R,  so  wird  diese  Zahl  R  [vergl.  (1.)]  durch  jeden  der 
in  Rede  stehenden  (N —  1)  Querschnitte  um  s  vermehrt,  wo  £  =  +  1 
ist.  Bezeichnet  man  also  die  jenen  (K  —  1)  Querschnitten  entspre- 
chenden Vermehrungen  der  Reihe  nach  mit  s^,  £.,,  .  .  .  f,v_i,  so  muss 

gleich  der  Randcurven- Anzahl  von  '^^^\  d.  i.  gleich  1  sein.     Somit 
ergiebt  sich  die  Formel: 

^  +  «1  +  «2  +  •  •  •  +  «A'-l  =  1. 
Ist  unter  den  Grössen  s^,  s^,  . .  .  Sx—i  die  Anzahl  derjenigen,  welche 
den  Werth  +  1  haben,  gleich  v,   mithin  die  Anzahl  derer,    welche 
den  Werth  —  1  besitzen,  gleich  (N —  1  —  v),   so  verwandelt  sich 
die  eben  aufgestellte  Gleichung  in 

R  +  V  —  {N-  1  -  v)  =  1, 
d.  i.  in  R  =  (N—2v). 

Zufolge  seiner  Bedeutung  ist  v  irgend  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  1,  2,  ...,  (N-1), 
mithin  2v  eine  Zahl  aus  der  Reihe 

0,  2,4,  ...,  (2i^-2). 
Aus  der  soeben  erhaltenen  Gleichung 

R  =  (N-2v) 
ergiebt  sich  daher,  dass  R  eine  Zahl  sein  muss,   welche  zur  Reihe 

N,  (N-2),  {N-4),  ...,  (2-X) 
gehört.     Seiner  Bedeutung  zufolge  kann  natürlich  R  niemals  nega- 
tiv sein ;  jedenfalls  aber  haben  wir  folgenden  Satz : 

Zweiter  Satz.  —  Bezeichnet  man  für  irgend  eine  Fläche  die  Grund- 
zahl und  die  Randcurven- Anzahl  respective  mit  N  und  R,  so  tvird 
R,  falls  JV  gegehen  ist,  stets  einen  der   Werthe  haben: 

11* 
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(2.)  B  =  X,  {X  -  2),  (X  -  4),  {X  -  G),  etc.  etc. 

Und  uniffch'Jirt  nird  also,  falls  11  ffcgehcn  sein  sollte,  die  ZaJd  X  stets 
einen  der   ^]Wthc 
(3.)  X=Il,  (R  +  2),  (jR  +  4),  (R  +  G),  etc.  etc. 

besitzen. 

Diesem  Satze  schliesst  sich,  was  den  Fall  der  gescJdossrncn  Flüchen 
betrifft,  sofort  folgende  speciellere  Bemerkung  an: 

Dritter  Satz.  —  Versteht  matt  unta- '^  irgend  eine  geschlossene 
Fläche,  mithin  [vgl.  (5.)  pg.  150]  nnter  ^  die  zugehörige  pmddirte 
Flüche,  so  hcsitzf^  nur  eine  einzige  Randcurve.  Folglich  ivird  |nach 
(3.)]  die  Grundzahl  X  dieser  Fläche  §  einen  der    Werihe 

(4.)  ^"=  1,  3,  5,  7,  9,  etc.  etc. 

besitzen.  Und  hieraus  folgt  tveiter  [Satz  (20.),  (21.)  pg.  158],  dass 
die  Anzahl  derjenigen  Querschnitte,  tvelche  zur  Um  Wandlung  der  Fläche 
%  in  eine  einfach  zusammenhängende  erfordert ielt.  siinl,  durch  eine 
der  Zahlen: 

(5.)  0,  2,  4,  G,  8,  etc.  etc. 

dargestellt  sein  wird. 

Den  gegenwärtigen  Betrachtungen  schliessen  sich  einige  wei- 
tere Sätze  an,  die  hier  nur  deswillen  aufgeführt  werden  sollen,  weil 
sie  bequeme  Stützpunkte  abgeben  werden  für  unsere  späteren  Unter- 
suchungen.    So  z.  B.  ergiebt  sich  folgender 

Vierter  Satz.  —  Ist  die  Randcurven-Änzahl  einer  Fläche  ^^  gleich 

ztvei,  so  Jcann  dieselbe  durch  irgend  ivelchen  von  der  einen  zur  andern 

(6.)  Randcurve  laufenden  Querschnitt  niemals  zerstüchelt  iverden.    Und  zwar 

wird  die  so  entstehende  neue,  in  sich  zusammenhängende  Fläche  nur 

noch  eine  einzige  Randcurve  besitzen. 

In  der  That  schmelzen  nämlich  die  beiden  ursprünglichen  Rand- 
curven  durch  jenen  Querschnitt  zu  einer  einzigen  zusammen  [vgl.  den 
ersten  Fall  p.  161].  Das  Vorhandensein  nur  einer  einzigen  Rand- 
curve ist  aber  ein  sicheres  Anzeichen  dafür,  dass  die  Fläche  durch 
jenen  Querschnitt  nicht   in   getrennte  Stücke   zerfallen  ist.     Q.  e.  d. 

Um  nun  weiter  zu  gehen :  Jede  einem  Flächensystem  zugehörige 
ganze  Zahl,  wie  z.  B.  seine  Grundzahl,  seine  Randcurven-Anzahl,  seine 
Flächenindividuen-Anzahl  (d.  i.  die  Anzahl  der  zum  System  gehörigen 
einzelnen  Flächen),  kann  bei  einer  stetigen  Deformation  des  Systems 
sich  immer  nur  in  stetiger  Weise  ändern,  und  muss  also,  weil  ganze 
Zahlen  einer  stetigen  Aeuderung  unfähig  sind,  während  jener  De- 
formation constant  bleiben.    Entsteht  also  z.  B.  aus  einer  gegebeneu 
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Fläche  ^  durch  irgend  welchen  Querschnitt  ein  Flüchensysteni  von 
der  Individuen-Anzahl  a,  so  wird  diese  Anzahl,  falls  man  den  Quer- 
schnitt irgend  welcher  stetig  fortschreitenden  Deformation  unterwirft, 
constant,  =a  bleiben.  Hieraus  ergiebt  sich  für  den  specielleu  Fall: 
a  ==  1  folgender  Satz: 

Fünfter   Satz.  —   Denkt  man  sich  in  einer  gegebenen  Fläche  % 

irgend  einen   dieselbe  nicht  zerstückelnden    QucrscJmift  ansgefülirt,   so 

(7.)  wird  eine  Zerstückelung  auch  dann  nicht  eintreten  können,  wenn  man 

nachträglich  jenen   Querschnitt  irgend  tvelcher    stetig   fortschreitenden 

Deformation  un  tenvirft. 

Der  Anfangspunkt  des  in  Rede  stehenden  Querschnittes  liegt 
stets  auf  einer  Randcurve  der  Fläche  ^;  und  durch  eine  stetige  De- 
formation des  Querschnitts  wird  man  offenbar  diesen  Anfangspunkt 
längs  jener  Curve  beliebig  verschieben,  also  denselben  nach  einer 
beliebig  vorgeschriebenen  Stelle  jeuer  Curve  hintransportiren  können. 
Analoges  gilt  vom  Endpunkt  des  Querschnittes. 

Sind  insbesondere  der  Anfangspunkt  und  der  Endpunkt  des 
Querschnitts  beide  auf  ein  und  derselben  Randcurve  S  der  Fläche  % 
gelegen,  so  wird  man  den  Querschnitt  durch  eine  stetige  Deformation 
z.  B.  auch  in  einen  sigma- 
ßrmigen  Querschnitt  zu  ver-  Curj^^.i_ 
wandeln  im  Stande  sein.  Re- 
präsentirt  z.  B.  in  beistehen- 
der Figur  der  obere  Bogen 
ein  Bruchstück  der  Randcurve 
8,  und  aßy  d  den  in  Rede 
stehenden  Querschnitt,  so 
wird  man,  durch  eine  stetige 
Deformation  des  Querschnitts,  seinen  Endpunkt  d  über  d',  Ö"  nach 
«,  und  hierauf  weiter  nach  Ö"'  und  ö""  verschieben,  und  in  solcher 
Weise  den  Querschnitt  selber  successive  in  die  Gestalten: 

aßyd',  ccßyd",  aßya,  aßyd'",  aßy8"" 
versetzen  können.  Von  diesen  Gestalten  sind  aber  die  beiden  letzten 
sigma förmige.  Und  umgekehrt  wird  man  den  in  Rede  stehenden 
Querschnitt,  falls  er  etwa  zu  Anfang  die  sigmaförmige  Gestalt  aßyö"" 
haben  sollte,  durch  stetige  Deformation  in  die  geicöhnliche  Gestalt 
aßyd  zu  versetzen  im  Stande  sein.  —  Man  gelangt  daher  auf  Grund 
des  Satzes  (7.),  und  indem  man  (der  Einfachheit  willen)  die  betrach- 
tete Fläche  ^  noch  gewissen  specielleren  Voraussetzungen  unter- 
wirft, zu  folgendem  Resultat: 
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Sechster  Satz.  —  Es  sei  ^  eine  FlücJic  mit  nur  einer  Rand- 
(8.)  ciirvc.  Ucherdies  sei  die  Fläche  f^  keine  einfach  zusammenhängende, 
mithin  ihre  Grundzahl  verschieden  von  1 ;  sodass  also  nothwendiger  Weise 
irgend  ein  die  Flüche  nicht  zerstückelnder  Querschnitt  construirhar  ist. 
Alsdann  kann  man  durch  stetige  Deformation  diesen  Qucrsclinitt,  falls 
er  ein  gcivöhnlicher  sein  sollte,  in  einen  siginaförmigcn,  und  um- 
gekehrt, falls  er  ein  sigma förmiger  sein  sollte,  in  einen  gewöhn- 
lichen verwandeln,  —  oline  dass  dabei  eine  Zerstückelung  der  Flüche 
15  2U  befürchten  stünde. 

Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Entspricht  die  Fläche  %  den 
genannten  Bedingungen,  so  kann  man  stets  einen  die  Fläche  nicht  zer- 
stückelnden Querschnitt  ausführen^  und  dabei  diesem  Querschnitt  —  ganz 
nach  Beliehen  —  die  gewöhnliche  oder  auch  die  sigmaförmige  Ge- 
stalt verleihen.  Auch  kann  man  im  erstem  Fall,  wenn  a  und  d  zwei 
am  Bande  von  ^  ivillkürlich  vorgeschriebene  Funkte  bezeichnen,  dafür 
sorgen,  dass  der  Anfangs-  und  Endpunkt  des  Querschnitts  respective 
mit  cc  und  d  coincidiren.  Desgleichen  kann  man  im  letztern  Fall 
dafür  sorgen,  dass  der  Anfangspunkt  des  Querschnitts  die  vorgeschrie- 
bene Lage  a  erhält. 

Dabei  sind  schliesslich ,  auf  Grund  der  früher  pg.  162  ange- 
stellten Betrachtungen,  noch  folgende  Bemerkungen  zuzufügen: 

Siebenter  Satz.  —  Hält  man  fest  an  den  im  vorhergehenden  Satze 
über  die  Fläche  ^5  gemachten  Voraussetzungen  —  ihre  Bandcurve  mag 
(9.)  S  heissen  — ,  und  denkt  man  sich  irgend  einen  die  Fläche  ^  nicht 
zerstückelnden  Querschnitt  q  ausgeführt,  so  ivird  die  so  entstehende  neue 
Flüche  stets  zwei  Randcurven  Sy  und  S2  haben,  wobei  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden  sind. 

Ist  nämlich  q  ein  gewöhnlicher  Querschnitt,  so  besteht  S^  aus 
dem  einen  Ufer  von  q  und  einem  Theile  von  S,  andererseits  S2  aus 
dem  andern   Ufer  von  q,  und  dem  noch  übrigen  Theile  von  S. 

Ist  hingegen  q  ein  sigmaförmiger  Querschnitt,  so  ist  Sy  darge- 
stellt durch  das  innere  Ufer  von  q  [vgl.  die  Bemerkung  p.  163], 
andererseits  aber  S2  zusammengesetzt  aus  dem  äussern  Ufer  von  q  und 
aus  der  Curve  S. 

Die  hier  betrachtete  Fläche  ^  sollte  [nach  (8.)]  nur  eine  Kaud- 
curye  haben.  Folglich  ist  ihre  Grundzahl  [vgl.  {3.)]  eine  der  Zahlen 
1,  3,  5,  7,  9  etc.  Andererseits  aber  sollte  ^  [nach  (8.)]  eine  von 
1  verschiedene  Grundzahl  besitzen.  Also  ist  dieselbe  nothwendiger 
Weise  dargestellt  durch  eine  der  Zahlen: 

3,  5,  7,  9,  etc.  etc. 
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Bezeichnet  man  also  für  den  Augenblick  jede  Flüclie  von  der  Grund- 
zahl iV  und  der  Randcurven- Anzahl  R  mit 

SO  hat  man  die  betrachtete  Fläche  ^  mit  ^^(^z'+i)  zu  benennen.  Diese 
verwandelt  sich  durch  Ausführung  des  in  (9.)  genannten  Querschnitts 
in  eine  Fläche  ^9^^^'-  Diese  letztere  aber  verwandelt  sich  alsdann 
mittelst  eines  neuen  Querschnitts  (6.)  in  eine  Fläche  ^i'^^~^';  sodann 
diese  mittelst  eines  abermaligen  Querschnitts  (9.)  in  eine  Fläche 
^^(2/»— 2).    —  sodass  man  also  der  Reihe  nach  erhält: 

g^(2p+i)^  c^^i2p)^   c^^(2i,-i)^  c^^(2p_2)^   ^^(2^-3)^  etc.  etc., 

wo  die  untern  Indices  alternirend  1  und  2  sind.  Setzt  man  diese 
Operationen  hinreichend  weit  fort,  so  erhält  man  schliesslich  offen- 
bar eine  Fläche 

d.  h.  eine  Fläche  von  der  Grundzahl  1  und  mit  nur  einer  Randcurve. 

Bemerkung.  —  In  den  früheren  Paragraphen  haben  wir  mis  absicht- 
lich auf  unsere  geometrische  Anschaung  nur  bei  Elementarflächen  oder 
(was  auf  dasselbe  hinauskommt)  bei  den  einfach  zusammenhängenden  Flä- 
chen verlassen. 

Im  gegemcärtigen  Paragraph  hingegen  haben  wir  der  geometrischen 
Anscliauung  auch  Vertrauen  geschenkt  bei  ganz  beliebig  gegebenen  Flächen; 
und  das  dürfte  weniger  sicher  sein.  Und  in  der  That  giebt  es  Flächen, 
für  welche  die  Betrachtungen  dieses  Paragraphs  unrichtig  sind. 

Man  denke  sich  z.  B.  aus  Papier  ein  langgestrecktes  Rechteck  aaßb 
verfertigt: 

& ^ 


und  gebe  diesem  Papierstreifen  um  seine  Mittellinie  Wft  ein  Torsion  von 
180";  sodass  die  beiden  kurzen  Seiten  ab  und  aß  wieder  parallel  werden, 
aber  einander  entgegengesetzte  Richtungen  erhalten. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  ist  alsdann  ab  gleichgerichtet  mit  ßa 
(nicht  mit  aß).  Diese  gleichgerichteten  Linien  ab  und  ßa  nähere  man 
jetzt  einander,  ohne  dabei  ihre  Richtungen  zu  ändern,  was  mittelst  einer 
geeigneten  Biegung  des  Papierstreifens  leicht  zu  bewerkstelligen  ist;  und 
hefte  sie  schliesslich  aneinander,  also  a  an  ß,  und  b  an  a. 

Die  in  solcher  Weise  entstehende  (ringförmig  in  sich  zurücklaufende) 
Fläche,  welche  zuerst  von  Möbius  untersucht  wurde,  hat,  wie  leicht  zu 
übersehen,  die  Grundzahl  2  und  die  Handcurven-  Anzahl  1.    Sie  widerspricht 
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daher  den  Sätzen  (2.),  (3.)  und  zeigt,  dass  denselben  keine  unuuiscluüukte 
Gültigkeit  zukommt. 

Die  Ableitung  dieser  Sätze  muss  daher  mit  irgend  welchem  Fehler 
behaftet  sein.  Und  ein  solcher  Fehler  zeigt  sich  in  der  That  in  den  Be- 
trachtungen des  zweiten  Falles  pg.  162.  Denn  jene  Möbius'sche  Fläche 
z.  B.  besitzt  nur  eine  Randcurve,  verwandelt  sich  aber  durch  einen  geeig- 
neten Querschnitt  in  die  Fläche  eines  Rechtecks,  also  in  eine  Fläche,  die 
ebenfalls  nur  eine  Randcurve  hat;  woraus  hervorgeht,  dass  die  dortigen 
Betrachtungen  unter  Umständen  unrichtig  sind.     U.  s.  w. 

Eine  charakteristische  Eigenschaft  der  soeben  besprochenen  Möbius- 
schen  Fläche  besteht  darin,  dass  man  bei  ihr  nicht  mehr  von  zivei  verschiede- 
nen Seiten  sprechen  kann.  Denn  wollte  man  z.  B.  bei  irgend  einem  Flächen- 
element derselben  eine  bestimmte  Seite  schwarz  anstreichen,  und  mit  die- 
sem Anstrich  der  Coutinuität  entsprechend  von  Element  zu  Element  fort- 
gehen, so  würde  schliesslich  die  g.inze  Fläche,  und  zwar  jedes  Flüchen- 
dement  auf  beiden  Seiten  schwarz  angestrichen  sein. 

Demgemäss  kann  man  alle  überhaupt  denkbaren  Flächen  in  zwei 
Kategorien  bringen,  nämlich  erstens  in  die  Kategorie  derjenigen  Flächen, 
bei  denen  zwei  verschiedene  Seiten  für  die  ganze  Fläche  in  bestimmter 
Weise  und  ohne  Verletzung  der  Continuität  sich  festsetzen  lassen,  und 
zweitens  in  die  Kategorie  derjenigen  Flächen,  bei  denen  (wie  z.  B.  bei  der 
Möbius'schen  Fläche)  solches  nicht  möglich  ist.  Man  kann  etwa  die  erstem 
als  bilaterale,  die  letztern  als  unilaterale  Flächen  bezeichnen. 

Eine  genauere  Ueberlegung  zeigt  nun,  dass  die  Sätze  des  gegenwär- 
tigen Paragrophs  durchweg  amvcndbar  sind  auf  bilaterale  Flächen.  Und 
da  wir  im  Folgenden  stets  nur  mit  bilateralen  Flächen  zu  thun  haben  icer- 
den,  so  tverden  tvir  dabei  von  diesen  Sätzen,  ohne  irgend  welche  liestriction, 
Gebrauch  machen  dürfen. 


Ueber  die  Gruxidzahl  einer  Riemann'sclien  Kugelfläeho. 

Es  sei  9t  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  KugelÜäche,  und 
n  die  Anzahl  der  in  ihr  über  einander  gelagerten  Blätter.  In  dieser 
Fläche  mögen  im  Ganzen  7t  Winduugspuukte  vorhanden  sein,  von 
welchen  der  erste  mi-blättrig,  der  zweite  w?o-blättrig  u.  s.  w.,  endlich 
der  letzte  mn-h\ä.itng  ist*J.  Ferner  sei  9^  die  zugehörige  imnhürte 
Fläche  [vgl.  (5.)  pg.  150].  Es  soll  die  Grundzahl  N  dieser  Fläche  iSi 
ermittelt  iverden. 

Wir  haben  früher  [vgl.  {2b.)  pg.  161]  gesehen,  dass  die  Grund- 
zahl einer  Fläche  durch  irgend  welche  stetige  Umformung  der  Fläche 
keinerlei  Aenderung   erfahrt.     Hiervon   machen   wir  Gebrauch,    um 

*)  Ein  Windungspunkt  ist  ?«-blättrig,  wenn  in  ihm  m  Blätter  der  Fläche 
mit  einander  zusammenhängen;  also  dann,  wenn  er  von  der  (m  —  1)**^"  Ord- 
nung ist. 
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uns  die  gestellte  Aufgabe  zu  erleichtern.  Wir  denken  uns  nämlich 
durch  stetige  Umformung  die  auf  'Si  vorhandenen  tc  Windungspunkte 
der  Art  verschoben,  dass  nirgends  zwei  solche  Punkte  gerade  über 
einander  liegen,  und  gehen  nunmehr  erst  an  die  Berechnung  von  N. 

Wir  führen  auf  der  Kugellläche  91  sivci  kreisförmige  und  x 
geradlinige,  im  Ganzen  also  (n  +  2)  Schnitte  aus,  von  welchen  jeder, 
seinem  ganzen  Laufe  nach,  alle  n  Blätter  der  Fläche  durchdringt. 
Durch  die  beiden  Kreisschnitte  soll  die  gegebene  Kugelfläche  91  in 
drei  Theile  zerlegt  werden,  in  zwei  äussere  calottenförmige,  und  in 
einen  mittleren  gürtelförmigen  Theil.  Die  beiden  ersteren  mögen 
6  und  ß',  der  letztere  (^  genannt  werden;  und 
die  beiden  Kreisschnitte  mögen  der  Art  ausge- 
führt gedacht  werden,  dass  sämmtliche  n  Win- 
dungspunkte innerhalb  ©  liegen,  dass  mithin  © 
und  ß'  von  Windungspunkten  völlig  frei  sind. 

Die  %  geradlinigen  Schnitte  mögen  dazu 
dienen,  um  den  Gürtel  (^  m  ti  Theile  zu  zer- 
legen, von  welchen  jeder  immer  nur  je  einen  Win- 
dungspunkt in  sich  enthält;  und  jeder  von  diesen  geradlinigen  (oder 
genauer  ausgedrückt  bogenförmigen)  Schnitten  mag  seinen  Anfang 
in  dem  einen,  und  sein  Ende  in  dem  andern  Kreisschuitt  haben. 
Die  71  Theile,  in  welche  @  auf  diese  Weise  zerlegt  wird,  mögen  mit 
@j,  @^,  .  .  .  (^n  bezeichnet  werden,  und  zwar  in  solcher  Weisse, 
dass  ©j  den  w^- blättrigen,  ^.2  ^^n  m^- blättrigen,  u.  s.  w.,  endlich 
^n  den  Wjr-blättrigen  Windungspunkt  in  sich  enthält. 

Die  Calotte  ß  besteht  aus  n  von  einander  getrennten  einblätt- 
rigen Flächenstücken,  von  welchen  jedes  durch  stetige  Umformung 
in  eine  Elementarfläche  verwandelt  werden  kann,  von  welchen  also 
jedes  einfach  zusammenhängend  ist.    Gleiches  gilt  von  der  Calotte  ß'. 

Was  ferner  die  n  Theile  anbelangt,  in  welche  wir  den  Gürtel 
%  zerlegt  haben,  so  besteht  jeder  derselben  aus  einer  Windungs- 
fläche und  aus  einer  gewissen  Anzahl  einblättriger  Flächenstücke. 
So  besteht  z.  B.  ^y.  aus  einer  m^-blättrigen  Windungsfläche  und 
aus  (n  —  niy.)  einblättrigen  Flächenstücken,  im  Ganzen  also  aus 
(n  —  my.  -\-  1)  Flächenstücken;  jedes  von  diesen  Flächenstücken  kann 
durch  stetige  Umformung  in  eine  Elemeutarfläche  verwandelt  wer- 
den, ist  also  einfach  zusammenhängend  [vgl.  r2a.)  pg.  147]. 

Durch  unsere  (n  -\-  2)  Schnitte  tvird  demnach  die  Fläche  'di  im 
Ganzen  in 

2n-\^  {n  —  m^  +  1  j  +  {n  —  wj^  +  1)  +  .  .  .  -f  («  —  m„  +  1), 
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(/.    /.    i)l 

(1.)  {71  -f  2)  n  -  (/>/,  +  m,  +  .  .  .  +  m„)  +  x 

einzelne  FUichensfücJce  ze)' fallen,  von  tvelcJien  jedes  einfach  zusammen- 
Itängend  ist. 

Wir  müssen  nun  ferner  untersuchen,  wie  viel  Quer-  und  RücJc- 
hchrschnitte  durch  unsere  {n  -\-  2)  Schnitte  dargestellt  werden.  Die 
beiden  kreisförmigen  Schnitte  bilden,  weil  sie  alle  n  Blätter  durch- 
dringen, im  Ganzen  2n  in  sich  zurücklaufende  Schnitte.  Von  diesen 
ist  einer  als  ein  Querschnitt  anzusehen,  nämlich  als  ein  Querschnitt, 
dessen  Anfang  und  Ende  am  Rande  der  in  fR  vorhandenen  kleinen 
Oeffnung  sich  befinden.  Die  übrigen  (2w  —  1)  hingegen  sind  als 
liüchhehrschnitte  aufzufassen.  Was  ferner  die  n  geradlinigen  Schnitte 
anbelangt,  so  ist  jeder  derselben  als  ein  Aggregat  von  n  (Querschnitten 
anzusehen.  Es  iverden  also  durch  unsere  {n  -\-  2)  Schnitte  im  Ganzen 
(2.)  («ITT  +  1)  Querschnitte  und  (2w  —  1)  EücJcJcehrschnitte  der  Fläche  ?ft 
dargestellt  sein. 

Zerfällt  nun    aber   eine  gegebene   Fläche   durch  v  Querschnitte 
und  irgend  welche  Rückkehrsclmitte  in  a  einfach  zusammenhängende 
Stücke,    so    ist    [Satz   (18.j   pg.    157]    die    Grundzahl    der    Fläche 
=^  (y  —  «  -f~  -)•     lu  uuserm  Falle  ist  nach  (1.)  und  (2.): 
cc  =  (7t  -}-  2)  n  —  {^ui^  -f  m.,  +  .  .  .  +  m„)  -f  n, 

V  =  77  71  -\-   1. 

Demnach  ergiebt  sich   für  die  Grundzahl  N  unserer  Fläche  Sft   fol- 
gender Werth: 
(3.)  .Y  =  3  -  2w  -f  (m,  +  m^  +  •  •  •  +  m^)  -  ^• 

Die  71  auf  91  vorhandenen  Windungspunkte  sind  der  Reihe  nach 
von  der  {m^^  —  l)**^"?  von  der  {iu^  —  1)*®°,  u.  s.  w.,  endlich  von  der 
{m^  —  1)**"  Ordnung.  Wir  bezeichnen  die  Summe  all  dieser  Ord- 
nungszahlen mit  w,  also: 

w  =  [in^  —  1;  +  0"2  —  1)  +  •  •  •  +  ("'«  —  1)> 
d.  i.: 

W  =  (Wjj   +  ^'^2  +  •  •  •  ~f"  ^"?r)   —  Tt. 

Hierdurch  verwandelt  sich  der  für  N  erhaltene  Werth  (3.)  in: 
(4.)  iV^=3  -  2n-|- w; 

sodass  wir  also  zu  folgendem  Satz  gelangen: 

Tlieorem.  —  Besitzen  die  auf  einer  n -blättrigen  Riemann'schsn 
Ktujelfläche  '^  vorhandenen  Windnngspunlde  Ordjiungszahlcn,  deren 
Summe  =  w  ist,  so  ivird  die  GrundzaJd  der  Fläche  91,  oder  vielmehr 
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die  Grundzahl  N der  siujehörujen punlctirten  Fläche  ?ft  den  Wcrth haben: 
ip)  N=w  —  2n-{-3. 

Demgemüss  sind  [Satz  (21.)  pg.  159]  in  der  Fläche  9^ 
(6.)  (\v  —  2n  -{-  2)  Querschnitte 

ausfidirhar ,  dnrch  welche  9^  nicht  zerstüclcdt   ivird.     Änch  wird  die 
Fläche  'Si  [zufolge  des  citirten  Satzes]  durch  derartige  (w — 2«-}- 2) 
I         Querschnitte  nofhwcndigcr  Weise  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  übergehen. 

Uebrigens  ist  die  Grundzahl  N  [nach  Satz  (4.)  pg.  164]  stets 
ungerade,  also  nach  (5.)  die  Zahl  w  stets  gerade,  mithin  die  in  (6.) 
erwähnte  Querschnittanzahl : 

w  —  2n  -|-  2 
ebenfalls  stets  gerade.     Bezeichnet  man  dementsprechend  diese  letz- 
tere Zahl  mit  2j),  so  erhält  man  die  Formel: 

2p  =  w  —  2w  -f  2, 
und  gelangt  also  zu  folgendem 

Zusatz.  —  Versteht  man  unter  'HR  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche 
Kugelfläche  '^,  fernem"  unter  9^  die  zugehörige  punktirte  Fläche,  so  tvird 
diese  Fläche  9i  stets  durch  eine  geivisse  gerade  Anzahl  von  Quer- 
schnitten in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelbar 
sein.  Und  zwar  tvird  diese  gerade  Anzahl  —  sie  mag  2p  heissen  — 
nothivendiger  Weise  den  Werth  haben: 
(7.)  2p  =  w  -  2n-{-  2, 

ivo  w,  ebenso  ivie  im  vorhergehenden  Theorem,  die  Summe  der  Ord- 
nungszahlen der  einzelnen    Windung spunMe  der  Fläche  9^  repräsentirt. 

Dieser  Satz  (7.)  ist  von  Riemann  selber  auf  grossem  Umwege 
(durch  Ausführung  einer  gewissen  conformen  Abbildung)  bewiesen 
worden  [vgl.  Riemann's  Ges.  Werke  pg.  107,  die  drittletzte  Formel 
des  dortigen  Artikels  7].  Der  hier  eingeschlagene  äusserst  einfache 
Weg  ist  von  mir  bereits  1865  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
angegeben  worden.    [Vgl.  daselbst  pg.  312.] 

Beispiel.  —  Versteht  man  unter  f  eine  der  beiden  Functionen: 


(«.) 


/•  =  -j/(2  _  Ci)  (Z  —C^)  .  .  .{Z  —  C2^_i), 


f=yi2  —  Ci)  (Z  -  C^)  .  .  .(Z—  C2,._i)  {Z  —  Cg^)  , 

WO  die  c's  Constanten  sein  sollen,  so  dient  [vgl.  pg.  83.  84]  zur  eindeutigen 
Ausbreitung  der  Function  f  eine  0weiblättrige  Riemann'sche  Kugel  fläche  SR 
mit  2v  Windungspunkten,  von  denen  jeder  erster  Ordnung  ist.  Demgemäss 
haben  die  Zahlen  n  und  w  für  diese  Fläche  9i  die  Werthe: 
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n  =  2,     w  =  2  V. 

Bezeichnet  man  also  die  der  Fläche  31  zugehörige  punktirte  Fläche  mit  51 
und  die  Grundzahl  von  9{  mit  N,  so  ist  nach  (5.): 

(ß)  K  ^  2v  —  A  -\-  3  =  2v  —  1. 

Zweites  Beispiel.  —  Ist  insbesondere  v  =  1 ,  handelt  es  sich  also  um 
diejenige  Fläche  3t,  auf  welcher  eine  der  beiden  Functionen 


(y.) 


f=y{z  -c,), 


f  =  y{z  -  c,)  {z  ~  c,) 

ihre  eindeutige  Ausbreitung  findet,  so  folgt  aus  ((?.): 

Die  der  Fläche  9t  zugehörige  punktirte  Fläche  3t  hat  mithin  die  Grund- 
zahl:  N=  1,  und  ist  also  [Satz  (19.)  pg.  158]  eine  einfach  zusammen- 
hängende Fläche. 

§  9. 
lieber  die  positive  Umlaufung  einer  gegebenen  Fläche. 

Construirt  man  in  der  Horizontalebene  ilie  schon  auf  pg.  3 
besprochene  ringförmige  Fläche  SI,  und  zieht  man  in  derselben 
längs  irgend  eines  Radius  einen  vom  Innern  zum  äussern  Rande 
laufenden  Querschnitt  q,  so  wird  sich  die  Fläche  21  durch  Ausfüh- 
rung dieses  Querschnitts  q  in  eine  neue  Fläche 
2tj  verwandeln,  welche  nur  eine  einzige  Rand- 
curve  besitzt.  Diese  Randcurve  besteht  theils 
aus  den  ursprünglichen  Kreisrändern  der  Fläche 
21,  theils  aus  den  beiden  Uferlinien  des  Quer- 
schnitts q. 

Will  man  nun  die  neue  Fläche  %j  positiv 
umlaufen,  so  hat  man  offenbar  fortzuschreiten 
in  der  Richtung  der  in  nebenstehender  Figur  gezeichneten  Pfeile, 
also  z.  B.  jene  beiden  Uferlinien  des  Schnittes  q  in  entgegengesetzten 
Richtungen  zu  durchwandern.  In  der  That  hat  man,  falls  der 
Schnitt  q  als  ein  Fluss  oder  Strom  angesehen  ward,  bei  einer  sol- 
chen positiven  Umlaufung  von  %j  das  linJce  Ufer  dieses  Stromes  q 
stromahtcärts'*) ,  hingegen  sein  rechtes  Ufer  stromauficürts  zu  durch- 
wandern. 

Man  bemerkt  leicht,   dass  dieser  Satz    ganz   allgemein   gilt  für 


*)  In  der  vorstehenden  Figur  ist  die  linke  Uferlinie  des  Stromes  q  durch 
einen  stärkeren,  die  rechte  durch  einen  schwächeren  Strich  angegeben.  Glei- 
ches wird  bei  Figuren  solcher  Art  in  Zukunft  meistentheils  geschehen. 
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beliebige  Flächen  und  beliebige  Schnitte  (nicht  blos  für  Querschnitte), 
und  gelangt  so  zu  folgendem  Ausspruch: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ^  eine  beliebig  gegebene  Fläche,  deren 
obere  Seite  in  bestimmter  Weise  festgesetzt  ist.  Denkt  man  sich  mm 
in  dieser  Fläche  ^  irgend  ivelclic  Schnitte  oder  Ströme  a,  b,  c,  .  .  .  s 
consfruirt,  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit 

(8.)  1ja0c....t 

bezeichnet,  so  wird  man  bei  einer  positiven  Umlaufung  dieser  Fläche 
%af,c.  ..$  die  linken  Uferlinien  der  Strome  a,b,  c,  .  . .  s  stromabwärts, 
die  rechten  stromaufwärts  zu  durchwandern  hdben. 

Im  Folgenden  werden  wir  das  Wort  Schnitt  sehr  häufig  durch 
Strom  oder  auch  durch  Curve  respective  Linie  ersetzen,  nämlich  diese  ver- 
schiedenen Ausdrucksweisen  ganz  promiscue  anwenden,  je  nach  der  augen- 
blicklichen Bequemlichkeit.  So  z.  B.  empfiehlt  sich  das  Wort  Strom  ganz 
besonders  dann,  wenn  der  betrachtete  Schnitt  eine  bestimmt  festgesetzte 
Richtung  besitzen  soll.  Und  da  Riemann  selber  von  den  Ufern  eines 
Schnittes  spricht,  so  sehe  ich  in  der  That  (trotz  erhobenea  Widerspruchs) 
nicht  ein,  warum  man  nicht,  in  demselben  Bilde  bleibend,  den  Schnitt 
selber  als  Strom  bezeichnen  sollte.  Dienen  doch  die  alsdann  ganz  von 
selber  sich  ergebenden  Ausdrücke  stromabwärts  und  stromaiifuärts  wesent- 
lich zur  Abkürzung! 

Ist  eine  beliebig  gegebene  geschlossene  Fläche  ^  (z.  B.  eine 
mehrblättrige  Riemann'sche  Kugelfläche)  durch  irgend  welche  Schnitte 
oder  Ströme  a,  b,  c,  .  .  .  s  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche 

(9.)  ^a^.c.s 

verwandelt,  so  wird  der  Rand  dieser  letztern  Fläche  durch  die  Ufer- 
linien jener  Ströme  a,  b,  c.  .  .  .  s  dargestellt  sein.  Die  in  Rede  ste- 
hende Fläche  (9.)  kann  aber,  weil  sie  einfach  zusammenhängend  sein 
soll,  im  Ganzen  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzen  [Satz  (8.)  pg.  151]. 
Folglich  werden  die  Uferlinien  all'  jener  Ströme  a,  b,  c,  .  .  .  s  zu- 
sammengenommen eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve  aus- 
macben.     Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz: 

Zweiter  Satz.  —  Es  sei  %  eine  geschlossene  Fläche  mit  be- 
stimmt festgesetzter  oberer  Seite.  Denkt  man  sich  diese  Fläche  ^  durch 
irgend  ivelche  Schnitte  oder  Ströme  a,b,  c,  .  .  .  s  in  eine  einfach  zu- 
sa  m menh ä  ng e n  de  Fläche 

(10.)  ^a,c...s 

verwandelt,  so  bilden  die  Uferlinien  all'  jener  Ströme  zusammengenommen 
eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Curve.' 
(11.)  Diese  Curve  wird  man,  bei  einer  positiven  oder  negativen    Um- 

laufung der  Fläclie  (10,),  ihrer  ganzen  Länge  nach  einmal  zu  durch- 
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icandern  haben.  Und  soll  insbesondere  die  Umlaufung  der  Fläche  (10.) 
ei)ie  positive  sein,  so  wird  man  dabei  [wie  aus  (8.)  folgtj  die  linken 
Uferlinien  der  einzelnen  Ströme  a,  b,  c,  .  .  .  s  stromabwärts,  die 
rechten  stromaufwärts  zu  durcJischreiien  haben. 

Erläuterung  durch  ein  Beispiel.  —  Es  sei  ^-  eine  Bingßäche  d.  i.  eine 
ringförmige  KotationsfläcLc  mit  kieisi'örniiger  Meridiancurve  [vgl.  die  Rand- 
note pg.  98].  Wir  ziehen  in  dieser  Flüclie  {y,  deren  Aussonseite  als  obere  Seite 
festgesetzt  sein  mag,  zwei  in  sich  zurücklaufende  Schnitte,  den  einen  a  längs 
eines  Meridiankreises,  den  andern  h  längs  eines  Parallelkreiscs,  und  bezeich- 
nen die  durch  Ausführung  dieser  beiden  Schnitte  entstäheude  nctic  Fläche  mit 

Diese  Fläche  findet  sich  in  Figur  I  dargestellt,  wobei  allerdings  der  Raum- 
ersparniss  wegen  nur  ein  Bruchstück  der  Fläche  augedeutet  ist.  Dabei 
sind,  wie  in  der  Figur  durch  Pfeile  markirt  ist,  die  Schnitte  a,  h  als 
Ströme  von  heslimmteii  Hichtungen  gedacht,  und  die  litilen  Uferlinien  die- 
ser Ströme  mit  starken,  die  rechten  mit  schwachen  Strichen  angegeben. 
Ueberdies  sind  die  vier  Punkte,  in  denen  die  vier  Uferlinien  zusammen- 
stossen,  mit  a,  ß,  y,  S  bezeichnet. 

Man  übersieht  nun  leicht,  dass  die  Fläche  ^y^,,^  eine  einfach  zusammen- 
hängende ist.  Denn  man  kann  dieselbe  aus  ihrer  ursprünglichen  Gestalt  I. 
leicht,  mittelst  stetiger  Umformung,  nämlich  mittelst  gewisser  Biegungen 
und  Dehnungen  respective  Zusammenziehungen,  zuerst  in  die  Gestalt  II., 
und  sodann  weiter  in  die  Gestalt  III.  versetzen: 


^a 

ö 

7 

b 

(Z 

ß 

Mit  andern  Worten:  Man  kann  die  Fläche  ^y^^,^  durch  stetige  Umformung 
in  eine  Elementar  fläche  verwandeln.  Folglich  ist  [vgl.  die  Definition  pg.  146] 
5„^^  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche.     Q.  e.  d. 

Durch  diese  einfach  zusammenhängende  Fläche  ^^^^  werden  nun  die 
allgemeinen  Sätze  (10.),  (11.)  in  anschaulicher  Weise  bestätigt.  Nament- 
lich ersieht  man  z.  B.  aus  den  Figuren  II.  und  III.  [in  denen  die  Buch- 
staben a,  b,  et,  ^,  y,  d  genau  in  derselben  Weise  wie  in  der  ursprüng- 
lichen Figur  I.  beibehalten  sind],  dass  in  der  That  die  vier  Uferlinien  der 
Ströme  a,  h  zusammengenommen,  eme  eiMzt^/e  in  sich  zurücklaufende  Curve 
bilden,  und  dass  man  bei  einer  positiven   Umlaufung  der  Fläche  J^^,^  die 
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Unken  Uferlinien  jener  Ströme  stromahwärts,  die  rechten  stromaufwärts  zu 
durchwandern  hat. 

Bemerkung.  —  Die  der  von  Hause  aus  gegebenen  gcschlossoien  Ring- 
fiäche  5  zugehörige  j)UHktirte  Fläche  mag  ^  heissen,  und  zwar  mag  die 
kleine  punktförmige  Oeffnung  dieser  Fläche  ^-  au  der  Stelle  a^yS  gedacht 
werden.  Alsdann  können  die  Schnitte  a  und  h  als  zwei  aufeinander  folgende 
Querschnitte  der  Fläche  g  angesehen  werden.  Denn  jeder  derselben  hat 
alsdann  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  einem  Randpuukte  jener  kleinen 
Oeffnung. 

Durch  die  beiden  Querschnitte  a,  b  verwandelt  sich  aber  §  in  die 
einfach  zusammenhängende  Fläche  ^^^,.  Bezeichnet  man  also  die  Grund- 
zahl der  Fläche  j^  nait  N,  so  muss  [nach  Satz  (20.)  pg.  158]  die  Differenz 
{N  —  1)  =  2  sein.    Somit  folgt:  N  =  3. 

§  10. 

*  Ueber  die  Verwandlung  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  in  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche.     Erstes  Beispiel. 

Es  seien  g^,  Ji^,  g.^,  \  beliebig  gegebene,  im  Allgemeinen  also 
complexe  Constanten,  und 


(2.) 


(1.)  f{^)  =  V(^  -  9i)  (^  -  Jh)  (^  -  92)  (^  -  \)  ■ 

Sämmtliclie  Werthe  dieser  Function  lassen  sich  bekanntlich  [pg  83] 
in  eindeutiger  Weise  ausbreiten  auf  einer  gewissen  zweihlättrigen 
Kugelfläche  ^,  welche  vier  Windungspunkte:  g^,  h^,  ^g,  \  und  zwei 
Uebergangsliuien:  gji^^  und  g.Ji.2  besitzt.  Diese  beiden  Linien  sind 
in  der  nachfolgenden  Figur  durch  die  vertikalen  Striche  gji^  und 
g.Ji^  angedeutet.  Bezeichnet  man  die  zu  Üi  gehJöxigQ  punMirte  Fläche 
mit  91,   und  die  Grundzahl   von  Sft  mit  iV,    so    ist  bekanntlich  [vgl. 

Die  Fläche  9?  kann  nun  durch  die  in  der  nachfolgenden  Figur 
angegebeneu  Schnitte  oder  Ströme  a,  h  in  eine  Fläche 

(3.)  ^a, 

verwandelt  werden,  von  der  sich  nachweisen  lässt,  dass  sie  einfach 
zusammenhängend  ist.     Vor  Beginn  dieses  Nachweises  wird  es  aber 
erforderlich  sein,  zuvörderst  Näheres  mitzutheilen  über  die  Curvena,  &. 
Lage  und  Verlauf  der  Schnitte  oder  Ströme  a,  b.  —  Der  Strom  a 
soll  fortfliesseud  gedacht  werden   theils   im  untern,   theils  im  obern  Blatt 
der  Fläche  3t.     Er  mag  entspringen  an  irgend  einer  Stelle  des  obern  Blat- 
tes, etwa  in  der  Mitte  zwischen  g^h^   und  g-^Ji.,,  und  das  obere  Blatt  durch- 
schneidend zunächst  so  weit  fortlaufen,  bis  er  anf  irgend  welchem  Wege 
zur  Uebergangslinie  172 ^'2    gelangt;  bei  Ueberschreitung  dieser   Linie  wird 
er  in  das  untere  Blatt  treten.    In  dem  unteren  Blatt  mag  er  nun  auf  irgend 
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welchem  Wege  bis  zur  Uebergangslinie  g^h^  hinlaufen;  bei  Ueberschrei- 
tung  derselben  wird  er  von  Neuem  in  das  obere  Blatt  treten.  Und  hier 
in  dem  oberen  Blatt  mag  er  nun  schliesslich  bis  zu  seiner  anfäuglichen 
Quelle  zurückhiufen.  Der  Strom  a  wird  also  ein  in  sich  zurücklaufender 
sein;  seine  llichtung  mag  diejenige  sein,  in  welcher  wir  ihn  soeben  haben 
fortfliessen  lassen,  also  diejenige,  welche  in  der  untenstehenden  Figur 
durch  Pfeile  angedeutet  ist. 

Der  Strom  h  soll  seinem  ganzen  Laufe  nach  im  oberen  Blatt  der 
Fläche  bleiben.  Er  mag  an  derselben  Stelle  entspringen,  an  welcher  a 
entsprungen  ist,  nämlich  an  der  Stelle  ce^yS.  Von  hier  aus  mag  er  die 
Uebergangslinie  g^h^  in  irgend  welcher  Curve  umkreisen  und,  während 
er  also  beständig  im  oberen  Blatte 'bleibt,  schliesslich  wieder  in  seine 
Quelle  zurückfliessen.  Die  liichtuny  des  Stromes  b  soll  diejenige  sein, 
welche  in  der  untenstehenden  Figur  durch  einen  Pfeil  angedeutet  ist,  also 
der  Art  sein,  dass  Jemand,  der  an  der  gemeinsamen  Quelle  beider  Ströme 
—  nämlich  bei  cc^yS  —  steht,  die  Richtung,  in  welcher  b  fortfliesst,  mit 
ausgestreckter  Linken  angeben  wird,  sobald  er  in  derjenigen  Richtung  fort- 
sieht, in  welcher  o  fortfliesst.  Es  soll  also  die  anfängliche  lUchtung  des 
Stromes  b  zu  der  anfänglichen  Richtung  des  Stromes  a  ebenso  liegen,  wie 
[nach  unserer  Festsetzung  pg.  4]  die  y-Achse  des  Coordinatensystems  zur 
X-Achse  desselben  liegt. 


"\ 


*••■■■■■ 


V.\ 


In  der  vorstehenden  Figur  sind  diejenigen  Stromstrecken,  welche  im 
oberen  Blatt  liegen,  durch  ununterbrochene,  diejenigen  hingegen,  welche 
sich  im  unteren  Blatt  befinden,  durch  punktirte  Linien  angedeutet.  Ferner 
sind  daselbst  die  linken  Ufer  der  Ströme  mit  starken,  die  rechten  mit 
schwachen  Strichen  angegeben.  Von  Wichtigkeit  ist  zu  bemerken,  dass 
die  beiden  Ströme  a  und  b  einander  nur  an  einer  einzigen  Stelle  durch- 
kreuzen, nämlich  nur  an  der  Stelle  aßyd.  Nach  der  vorstehenden  Figur 
zu  urtheilen,  könnte  mau  vermuthen,  dass  noch  eine  zweite  Durchkreu- 
zungsstelle existire.  Das  ist  aber  nicht  der  Fall.  Denn  an  jener  zweiten 
Stelle  fliessen  die  beiden  Ströme,  ohne  mit  einander  in  irgend  welche  Be- 
rührung zu  kommen,  in  verschiedenen  Blättern  über  einander  fort,  ge- 
trennt von  einander  durch  den  —  wenn  auch  nur  unendlich  kleinen  — 
Zwischenraum,  welcher  sich  überall  zwischen  den  beiden  Blättern  der 
Fläche  hinzieht. 
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Die    Durchkreuzungsstelle   aßyd  repräsentirt    zugleich  den   Ort,  wo 
beide  Ströme  entspringen,  und  ebeuso  auch  den   Ort,   wo   beide  Ströme, 
nachdem    sie   die   ihnen   angewiesenen   Wege 
durchlaufen  haben,  wieder  einmünden.      Der  h 

Strom    h ,   können    wir  demnach    sagen,  ent-  t 

springt  im  linken  Ufer  des  Stromes  a,  und 
mündet  ein  in  das  rechte  Ufer  von  a.  Der 
Strom  a  andererseits  entspringt  im  rechten 
Ufer  von    b,   und  mündet    ein   in   das  linke  P 

Ufer  von   b.      Ob    die   Durchkreuzung    unter 


y»   >  tt 


7 
rechtem  Winkel,   oder  unter  irgend  welchem 

andernWinkel  geschieht,  ist  völlig  gleichgültig. 

Die    Fläche,    in  welche  di    durch  Aus- 
führung  der   Schnitte  oder  Ströme  a,  b  sich 

verwandelt,  ist  in  (3.)  mit  9t^^^^  bezeichnet  worden.  Während  also  3t  selber 
eine  geschlossene  Fläche  ist,  wird  91^^^  eine  umrandete  Fläche  vorstellen.  Und 
zwar  wird  der  Rand  von  d\^,^  gebildet  von  den  vier  Uferlinien  der  bei- 
den Ströme  a  und  b. 

Will  man  irgend  eine  Fläche  in  positiver  Richtung  umlaufen,  so  hat 
man  längs  ihres  Randes  —  und  zwar  auf  ihrer  obern  Seite  —  in  solcher 
Richtung  fortzuwandern,  dass  man  die  Fläche  selber  beständig  zur  Linken 
behält.  Um  demnach  die  Fläche  SR^,^,  etwa  von  der  Ecke  a  aus,  in  posi- 
tiver Richtung  zu  umlaufen,  wird  man  von  a  aus  [vgl.  die  beiden  letzten 
Figuren]  zuerst  das  linke  Ufer  von  a  stromabwärts  durchwandern  müssen, 
bis  man  nach  (3  gelangt;  sodann  wird  man  von  ß  aus  das  sich  hier  an- 
schliessende linke  Ufer  von  &,  und  zwar  wiederum  stromabtcärts ,  durch- 
schreiten müssen,  bis  man  nach  y  kommt.  Von  hier  aus  wird  nun  ferner 
das  rechte  Ufer  von  a  stromaufwärts  bis  nach  3  hin,  und  endlich  von  S 
aus  das  rechte  Ufer  von  b,  wiederum  stromaufivärts ,  zu  durchlaufen  sein, 
bis  man  schliesslich  zum  Ausgangspunkte  a  zurückgelangt. 

Dass  bei  einer  solchen  positiven  Umlaufung  der  Fläche  3t^,^  die  lin- 
ken Ufer  der  Ströme  a,  b  stromabwärts,  die  rechten  stromaufwärts  zu  durch- 
laufen sind,  kann  als  eine  unmittelbare  Folge  des  allgemeinen  Satzes  (8.) 
pg.  173  angesehen  werden.  Trotzdem  ist  es  von  Wichtigkeit,  dass  man 
jene  Wanderung  um  die  Fläche  3i^^  herum  in  Gedanken  wirklich  ausführt. 
Denn  man  erkennt  alsdann  mit  voller  Bestimmtheit,  dass  die  genannten 
vier  Uferlinien  zusammengenommen  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende 
Curve  bilden,  dass  also  die  Fläche  9t^^^  nur  eine  einzige  Handcurve  besitzt. 
Daraus  aber  folgt  —  was  bisher  vielleicht  bezweifelt  werden  konnte  — , 
dass  'Sig^f^  nicht  aus  mehreren  von  einander  getrennten  Flächenstücken  be- 
stehen kann,  sondern  eine  einzige  zusammenhängende  Fläche  sein  muss. 
Denn  zwei  oder  mehrere  von  einander  getrennte  Flächenstücke  werden 
zusammengenommen  jederzeit  mehr  als  eine  Randcurve  besitzen. 

Die  ursprünglich  gegebene  Fläche  3t  hat  also  durch  Ausführung  der 
beiden  Schnitte  oder  Ströme  a,  b  keine  Zerstückelung  erlitten. 

Man  kann  nun  offenbar  den  Strom  a  als  einen  Querschnitt  der 
punktirten  Fläche  ^  auffassen,   nämlich  als  einen  Querschnitt,  wel- 

Neumann,  Abel'sche  Integrale.     2.  Aufl.  12 
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eher  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  der  kleinen  in  ^  vorhandenen 
Oetfnung  hat.  Sodann  aber  kann  der  Strom  h  als  ein  zweiter  Quer- 
schnitt angesehen  werden,  der  seinen  Anfang  in  dem  einen,  sein 
Ende  in  dem  andern  Ufer  von  a  hat. 

Die  Fläche  9t„/,  entsteht  also  aus  9i  durch  Ausführung  von  r?m 
Querschnitten  a  und  h.  Die  Grundzahl  N  der  1^'lilcho  9t  war  aber 
=  3  [vgl.  (2.)].  Zufolge  des  Satzes  (15.)  pg.  155  ist  daher  die 
Grundzahl  der  Fläche  9^,,/,  nothwendig  =  1,  mithin  Üi,/,  eine  ein- 
fach susanwienhänge^ide  Fläche.     Q.  e.  d. 

Die  Fläche  ^ai  kann  daher,  weil  sie  einfach  zusammenhängend 
ist,  durch  stetige  Umformung  in  eine  Elementarfläche  von  belie- 
biger Gestalt,  z.  B.  in  eine  Kreisfläche  oder  auch  in  die  Flüche  eines 
Quadrats  oder  Eecldecks  verwandelt  werden.  Dass  eine  derartige 
Umgestaltung  möglich  ist,  wird  häufig  im  Auge  zu  behalten  sein, 
falls  mau  sich  durch  die  complicirte  und  wenig  übersichtliche  Ge- 
stalt, welche  iR„/^  von  Hause  aus  besitzt,  keine  unnöthigen  Schwierig- 
keiten bereiten  will. 

§  11. 
Fortsetzung.     Zweites  Beispiel. 

Sind  (/j,  Ji^,  g.^,  h.,,  g.^,  Ji.^,  g^,  h^  beliebig  gegebene  complexe  Con- 
stanten, so  sind  sämmtliche  Werthe  der  Function: 

(1.)  /■(^)  =  Vl2-gi){3-\)(z-g^)(z-h.;){z-g^){2-hs){z-g^){s!-hJ 

in  eindeutiger  Weise  ausbreitbar  auf  einer  gewissen  zweihUit^rigcn 
Riemann'schen  Kugelfläche  9t,  welche  acht  Windungspunkte:  g^^h^, 
92y\,  9z,\)  94,  h,  "wd  vier  Uebergangslinien:  gji^,  g.^\,  g^\, 
gji^  besitzt  [vgl.  pg.  83].  Diese  vier  Uebergangslinien  sind  in 
der  folgenden  Figur  durch  vertikale  Striche  raarkirt.  Bezeichnet 
man  die  Grundzahl  der  zu  9t  gehörigen  pnnktirten  Fläche  9t  mit  N, 
so  ist  bekanntlich  [vgl.  (/S.)  pg.  172|: 

(2.)  y  =  7. 

Die  Fläche  9t  kann  nun  durch  die  in  der  nachfolgenden  Figur 
angegebenen   Schnitte   oder  Ströme   «j,    a.^,   a.,,  h^,  h.j,  h.^,  ^y,  c.j    in 
eine  Fläche 
(3.)  %,,a,a,h,h^h,c,c,  oder  kürzer  %,or. 

verwandelt  werden,  von  der  sich  nachweisen  lässt,  dass  sie  einfach 
.TUsamiHf'nhängnid  ist.     Dabei  ist  zuviu'derst  vorauszuschicken 
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Einiges  Nähere  über  die  Schnitte  oder  Ströme  a,  b,  c.  —  Jeder  von 
den  sechs  Strömen  a^,  a,,  «j,  ?>j ,  h., ,  h^  soll  ein  in  sich  zurücklaufender 
sein.  Die  Ströme  a^ ,  a., ,  a.^  fliessen  zum  Theil  im  oberen,  zum  Theil  im 
unteren  Blatt  der  Fläche.  Der  Strom  a,  z.  B.  tritt,  während  er  die  Ueber- 
crangslinie  </,//.,  überschreitet,  aus  dem  oberen  Blatt  in  das  untere;  fliesst 
sodann  hier  in  dem  untern  Blatt  auf  irgend  welchem  Wege  fort,  bis  er 
zur  Uebergangslinie  (/j/ij  gelangt;  beim  Ueberschreiten  dieser  Linie  tritt 
er  wieder  in  das  obere  Blatt  und  fliesst  nun  hier  in  dem  oberen  Blatt  so 
weit  fort,  bis  er  schliesslich  in  seine  eigene  Quelle  wieder  einmündet.  Die 
Ströme  &, ,  b.^,  b.^  bleiben  ihrem  ganzen  Laufe  nach  beständig  im  oberen 
Blatt  der  Fläche.  In  der  untenstehenden  Figur  sind  die  'liichtungen  der 
Ströme  Oj ,  a.,  ,  o., ,  b^ ,  b,, ,  b.^   ebenso   wie  früher  durch  Pfeile   angedeutet. 


Betrachtet  man  also  die  Durchkreuzungsstelle  ccßyd  der  beiden  Ströme  a^ 
und  by  als  die  gemeinsame  Quelle  dieser  beiden  Ströme,  so  liegt  wiederuvi 
[nämlich  ähnlich  wie  früher  pg.  176]  die  anfängliche  Richtung  von  b^  zur 
anfänglichen  Richtung  von  a^  loie  die  y-Axe  zur  x-Axe.  Analoges  gilt 
für  a^,  62»  ebenso  für  «3,  h^. 

In  unserer  Figur  sind  übrigens  die  linken  Uferlinien  der  Ströme  durch 
stärkere,  die  rechten  durch  schwächere  Striche  angegeben.  Endlich  sind 
daselbst  diejenigen  Strecken  der  Ströme,  welche  im  oberen  Blatt  liegen, 
durch  ununterbrochene,  diejenigen,  welche  im  unteren  Blatt  sich  befinden, 
durch  punktirte  Linien  bezeichnet.  Um  die  Figur  nicht  zu  sehr  zu  über- 
laden, sind  dabei  die  AVege,  welche  die  Ströme  «,,  a.^,  a.j  im  unteren  Blatt 
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verfolgeu,  nicht  vollstüudig  angegeben;  man  kann  sich  diese  Wege  etwa 
ebenso  denken  wie  in  der  Fignr  pg.  176,  jedoch  der  Art,  dass  dieselben 
nirgends  mit  einander  in  Berührung  kommen.  Dass  die  l'unkte  g^  ,  //, , 
9i^  ''•' >  9a  >  '^3  ^^  unserer  Figur  in  einer  geraden  Linie,  und  dass  die  Punkte 
g^,  h^  in  einer  damit  parallelen  Linie  liegen,  ist  durchaus  unwesentlich. 
Es  ist  diese  Annahme  über  die  Lage  jener  Punkte  nur  deswegen  geschehen, 
damit  die  Figur  an  Uebersichtlichkeit  gewinne.  Es  versteht  sich  aber  von 
selber,  dass  die  Ströme  oder  Schnitte  a, ,  a., ,  a.^,  b^,  b.^ ,  b.^  in  ganz  ana- 
loger Weise  auch  dann  ausgeführt  werden  können,  wenn  jene  Punkte  irgend 
welche  andere  Lage  besitzen. 

Die  vier  Uferlinien  der  beiden  Ströme  «i  und  5,  bilden  —  ebenso 
wie  früher  in  der  Figur  pg.  176  —  zusammengenommen  eine  einzige  in 
sich  zurücklaufende  Curve.  Gleiches  gilt  von  den  vier  Uferlinien  der 
Ströme  a.^  und  b.^;  und  Gleiches  endlich  auch  von  denen  der  Ströme  03 
und  63.  Im  Ganzen  bilden  also  die  zwölf  Uferlinien  der  Ströme  Oj  ,  6, ,  a.^ ,  b.^ , 
O3,  &3  drei  von  einander  völlig  gesonderte  Curven,  von  denen  jede  eine  in 
sich  zurücklaufende  ist.  Die  ursprünglich  gegebene  geschlossene  Fläche  dt 
verwandelt  sich  demnach  durch  Ausführung  jener  Ströme  Oj ,  b^ ,  a., ,  b.^ , 
«3,  b„  in  eine  von  drei  Curven  umrandete  Fläche. 

Führt  man  in  einer  Fläche,  die  mehrere  Randcurven  besitzt,  einen 
Schnitt  aus,  der  von  irgend  einem  Punkte  der  einen  ßandcurve  ausgeht 
und  nach  irgend  welchem  Punkte  einer  andern  Randcurve  hinläuft,  so 
werden  sich  jene  beiden  Randcurven  durch  Ausführung  dieses  Schnittes 
vereinigen  zu  einer  einzigen  Randcui-ve;  wie  Aehnliches  bereits  bei  einer 
früheren  Gelegenheit  [pg.  161]  bemerkt  wurde. 

Führen  wir  demnach  in  der  durch  die  Schnitte  a, ,  b^,  a.,,  b.,,  a^,  63 
entstandenen,  im  Ganzen  von  drei  Randcurven  begrenzten  Fläche  zwei 
Schnitte  c.2  und  c^  aus,  von  welchen  der  eine  von  der  ersten  zur  zweiten, 
der  andere  von  der  ziceiten  zur  dritten  Randcurve  hinläuft,  so  werden  sich 
durch  Ausführung  dieser  beiden  Schnitte  jene  drei  Randcurven  vereinigen 
zu  einer  einzigen  Randcurve.  Bezeichnet  mau  also  [wie  schon  bei  i,3.)  ge- 
schehen ist]  diejenige  Gestalt,  in  welche  die  Fläche  9i  durch  gleichzeitige 
Ausführung  der  Schnitte  a^,  b^,  a^,  bo,  «3 ,  b^  und  der  Schnitte  c^ ,  c.^  ver- 
setzt wird,  mit  9t^,^(,,  so  wird  St^^^,  nur  eine  einzige  Randcurve  besitzen, 
folglich  kein  System  von  mehreren  Flächenstücken,  sondern  eine  einzige 
in  sich  zusammenhängende  Fläche  vorstellen. 
Die  Ströme 

«1,  a.,,  «3,  61,  b.^,  &3,  Co,  C3 

liönnen  in  Bezug  auf  die  Fläche  9i  oder  vielmehr  in  Bezug  auf  die 
punktirte  Fläche  Ül  als  ein  System  von  sechs  Querschnitten  aufge- 
fasst  werden.  Zuvörderst  kann  nämlich  a^  als  erster  Querschnitt  an- 
sehen werden,  als  ein  Querschnitt,  der  seinen  Anfang  und  sein  Ende 
in  der  in  'Si  vorhandenen  kleinen  Oeffnung  hat.  Sodann  kann  hy 
als  zweiter  Querschnitt  betrachtet  werden,  nämlich  als  ein  Querschnitt, 
welcher  seinen  Anfang  in  dem  einen,  und  sein  Ende  in  dem  andern 
Ufer  von  a^  hat. 
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Nunmelir  können  wir  die  beiden  Ströme  c,  und  a.^  zusammen- 
genommen als  einen  dritten  Querschnitt  von  sigmaförmiger  Gestalt 
(vgl.  pg.  148),  nämlich  als  einen  Querschnitt  auffassen,  vsrelcher  in 
einem  Uferpunkte  des  zweiten  Querschnittes  entspringt,  und  in  einen 
Punkt  seines  eigenen  Laufes  einmündet.  Ferner  können  wir  den 
Strom  &2  als  einen  vierten  Querschnitt  betrachten,  welcher  in  einem 
Uferpunkte  des  dritten  Querschnittes  entspringt  und  in  den  gegen- 
überliegenden Uferpunkt  jenes  Querschnittes  einmündet. 

Und  endlich  können  wir  nun  die  beiden  Ströme  c^  und  %  zu- 
sammengenommen als  einen  fünften^  und  den  Strom  63  als  einen 
sechsten  Querschnitt  ansehen. 

Die  von  einer  einzigen  Ciirve  umrandete  Fläche  '^„bc  entsteht  also 
aus  der  Fläche  3ft  dtirch  Ausführung  von  sccJis  Querschnitten.  Biese 
Querschnitte  sind  der  Reihe  nacli  durch 

1)  a„  2)  \, 


3)  c,  +  a,, 

4)  h, 

5)  C3  +  «3, 

6)&3 

dargestellt. 

Nach  (2.)  ist  aber  die  Grundzahl  N  der  Fläche  Sft  gleich  7. 
Folglich  wird  die  Grundzahl  der  aus  91  durch  jene  sechs  Quer- 
schnitte entstandenen  Fläche  9l„/,c  [nach  Satz  (15.)  pg.  155]  den 
Werth  1  haben.  D.  h.  die  Fläche  SRabc  ist  eine  einfach  zusammen- 
hängende.    Q.  e.  d. 

§  12. 
Fortsetzung.     Drittes  Beispiel. 
Betrachtet  man  schliesslich  die  der  Function 

f{z)  =  Yiz-g^)  {z-h,) (z—g^) {z -h^)  . .  .  {ß—gp+i)  (^-hj^i) 

entsprechende  zweiblättrige  Riemann'sche  Kugelfläche  '?R.,  und  be- 
zeichnet man  dieselbe  in  ihrer  punJctirten  Gestalt  mit  9^,  ferner  die 
Grundzahl  von  9^  mit  N,  so  findet  man  [vgl.  (ß.)  pg.  172]: 

^=  2p -^  1. 

Auch  übersieht  man  leicht,  dass  die  gegenwärtige  Fläche  91, 
ähnlich  wie  früher,  durch  gewisse  2p  Querschnitte: 
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1) 

((i, 

2) 

^. 

3). 

.  +  o,, 

4) 

K, 

5). 

3  +  «a> 

^5) 

K 

2p— l)  Cp  +  Oj,,  2p)  hj, 

in    eiue   einfach    zusammenhängende    Flüche    '3l„ijc   verwaiitlelbar   ist. 
U.  s.  w. 

§  13. 

Fortsetzung.  Viertes  Beispiel. 
Bezeichnet  9?  eine  (jaiiz  heliehig  gegebene,  z.  B.  hcUclng  vielhlätt- 
rige  Riemann'sche  Kugelfläche,  so  vfird  die  Grundzahl  N  der  zuge- 
hörigen puuktirten  Fläche  9t  nothwendiger  Weise  durch  eine  der 
Zahlen  1,  3,  5,  7,  9  etc.  dargestellt  sein  [vgl.  (4.)  pg.  164J.  Wir 
wollen  annehmen,  es  sei 
(1.)  N=l, 

ohne  sonst  aber  über  die  Beschaffenheit  der  Flächen  91,  Ül  irgend 
welche  Voraussetzung  zu  machen.  Zufolge  des  Satzes  (21.)  pg.  159 
müssen  alsdann  in  der  Fläehe  91  nothwendiger  Weise  sechs  dieselbe 
(2.)  nicht  zerstüclxelnde  Querschnitte  ausführbar  sein.  Auch  ivird  die  Fläche 
9t,  zufolge  jenes  Satzes,  durch  sechs  derartige  Querschnitte  sich  stets 
in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandeln.  Wir  stellen 
uns  die  Aufgabe,  derartige  Querschnitte  wirklich  zu  construiren, 
oder  wenigstens  so  weit  anzugeben,  als  solches,  bei  der  fast  ganz 
unbekannten  Beschaffenheit  der  Fläche  91,  überhaupt  möglich  ist. 
Dabei  werden  wir  beständig  die  Sätze  pg.  1G4  — 166  in  Anwendung 
bringen,  namentlich  die  dortigen  Sätze  (6.)  und  (8.). 

Erstens.  —  Die  Fläche  9^  besitzt  [nach  (1.)]  die  Grundzahl 
N  =1  und  nur  eine  Randcurve,  d.  i.  die  Randcurve  o  der  in  9t 
vorhandenen  kleinen  Oeffnung,  Zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  166  kann 
also  z.  B.  in  der  Fläche  9t  ein  die  Fläche  nicht  zerstückelnder,  von 
der  kleinen  Curve  o  ausgehender  sigmaförmiger  Querschnitt  (c^-f-a,) 
coustruirt  werden.  Und  durch  diesen 'wird  alsdann  die  Fläche  9t 
[Satz  (15.)  pg.  155]  in  eine  neue  Fläche  91''^^  von  der  Grundzahl  6 
übergehen.  Wir  wollen  diesen  sigmaförmigen  Querschnitt  (cj  -f-  a^) 
uns  nun  in  der  That  ausgeführt  denken.  Die  Bezeichnung  sei  dabei 
so  eingerichtet,  dass  der  sigmaförmige  Querschnitt  aus  einem  Rück- 
kehrschnitt «1  und  einem  gewöhnlichen  Querschnitt  c^  besteht.  Dem- 
gemäss  besitzt  die  neu  entstandene  Fläche  9t('''  im  Ganzen  ztvei 
Randcurven,  nämlich   eine  erste  Randcurve,   welche   durch   die  eine 
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Uferliuif  von  a^  reprüsentirt  ist,  und  eine  zweite  Rantlcurve,  welche 
aus  der  andern  Uferlinie  von  a^,  ferner  aus  den  beiden  Ufern  von 
Cy ,  und  endlieh  aus  der  kleinen  Curve  o  zusammengesetzt  ist.  [Vgl. 
die  Bemerkung  pg.  1G3.] 

Markirt  man  nun  auf  diesen  beiden  Randcurven  der  Fläche  Üt^'^^ 
je  einen  Punkt,  und  construirt  sodann  irgend  welchen  von  dem  einen 
zum  andern  Punkt  laufenden  Querschnitt  &j,  so  wird  durch  diesen, 
zufolge  des  Satzes  (6.)  pg.  164,  niemals  Zerstückelung  eintreten,  mit- 
hin die  Fläche  Si'^'  in  eine  neue  Fläche  9i(-'')  von  der  Grundzahl  5 
übergehen.  Einen  solchen  Querschnitt  b^  wollen  wir  uns  nun  wirk- 
lich ausgeführt  denken,  und  dabei  jene  beiden  willkürlich  auf  den 
beiden  Randcurven  zu  markirenden  Punkte,  d.  i.  den  Anfangs-  und 
Endpunkt  von  h^  so  wählen,  dass  sie  zu  beiden  Ufern  des  Rück- 
kehrschnitts a^  einander  gerade  gegenüberliegen.  Uebrigens  wird 
die  neue  Fläche  9ft^''',  zufolge  des  Satzes  (6.)  pg.  164,  nur  eine  ein- 
zige Randcurve  haben. 

Zweitens.  —  Diese  nur  mit  einer  einzigen  Randcurve  versehene 
Fläche  91'''^  lässt  sich  nun  genau  in  derselben  Weise  behandeln  wie 
vorhin  die  Fläche  9i  selber,  bei  welcher  ebenfalls  nur  eine  solche 
Curve  (die  Curve  o)  existirte.  In  der  That  wollen  wir,  in  ganz  ana- 
loger Weise  wie  damals  verfahrend,  in  der  Fläche  Sfl^^^  zuerst  einen 
von  hl  ausgehenden,  die  Fläche  nicht  zerstückelnden  sigmaförmigen 
Querschnitt  (c.^  -{-  a^  construireu,  und  hierauf  irgend  einen  weitern 
Querschnitt  \  folgen  lassen,  dessen  Anfangs-  und  Endpunkt  zu  bei- 
den Ufern  des  Rückkehrschnitts  a.,  einander  gerade  gegenüberliegen. 
Die  so  entstehende  Fläche  wird  alsdann  die  Grundzahl  3  haben, 
und  demgemäss  mit  9l<^'  zu  bezeichnen  sein. 

Drittens.  —  Genau  in  derselben  Weise  weitergehend  kann  man 
nun  endlich  die  Fläche  9t^^)  durch  zwei  Querschnitte  (Cg  -j-  «3)  und 
&3  in  eine  Fläche  91^^'  von  der  Grundzahl  1  verwandeln. 

Zusammenfassung.  —  Wir  können  bei  dem  ganz  zuerst  ausge- 
führten sigmaförmigen  Querschnitt  (q  -|-  a^  die  Länge  von  Cj  be- 
liebig klein,  z.  B.  auch  Null  machen.  Alsdann  haben  wir  im  Ganzen 
sechs  Querschnitte: 

1)  a„  2)  \, 

(3.)  3)  c,  +  «„  4)  6„ 

5)  c-ä  +  «3»  6)  K 

deren  Gestalt  und  relative  Lage  einigermassen  veranschaulicht  wer- 
den kann  durch  folgendes  Schema: 
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h. 


(Xy. 


y. 


Dabei  sind,  der  bessern  Uebersichtlichkeit  willen,  die  Scbnittstreeken 
c  (d.  i.  Co  und  c.^  nur  imnldirt  augegeben. 

Man  bemerkt  in  dem  vorstehenden  Schema  gewisse  Unter- 
brechungen der  Schnitte  oder  Ströme  h.  Diese  Unterbrechungen 
sollen  andeuten,  dass  an  den  betreffenden  Stelleu  zwischen  den  Strö- 
men h  und  a  T:eine  Communication  stattfindet,  dass  vielmehr  die 
Ströme  an  jeder  solchen  Stelle  in  verschiedenen  Blättern  der  Fläche 
über  einander  fortfliessen,  ohne  mit  einan- 
der in  Berührung  zu  kommen.  Anderer- 
seits aber  sind  in  dem  vorstehenden  Schema 
die  wirklichen  Dnrclikreuzimgsstellen  der 
Ströme  a,  h  besonders  stark  markirt.  Will 
(5.)  man  irgend  eine  solche  Durchkreuzungs-  ^ 
stelle  {üx,  hx)  genauer j  etwa  in  vergrösser- 
tem  Maassstabe  vor  sich  haben,  so  braucht 
man  nur  einen  Blick  zu  werfen  auf  die 
beistehende  Figur,  in  welcher  die  linJcen 
Ufer  der  Ströme  a>c,  hy.  durch  sUirJcere,  die  rechten  durch  schwächere 
Linien  angegeben  sind.  Betrachtet  man  also  diese  Burchh-euzungs- 
stelle  (üy.,  by)  als  die  gemeinsame  Quelle  der  beiden  Ströme  ay,  by, 
so  liegt  die  anfängliclie  Riclitimg  von  by  zur  anfänglichen  Bichtimg 
von  a-x  ebenso  wie  die  y-Axe  des  Coordinatensystems  zur  x-Axe.  [Vgl. 
pg.  177]. 

Durch  die  sechs  Querschnitte  (3.)  verwandelt  sich  nun  also, 
wie  vorhin  gezeigt  ist,  die  Fläche  9R  in  eine  Fläche  W-^^  von  der 
Grundzahl  1,  d.  i.  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche. 

§  14. 
Fortsetzung.    Allgemeinster  Fall. 
Welche  Beschaffenheit  eine  Riemann'sche   Kugelfläclie  ^   auch 
besitzen  mag,   stets  wird   die   Grundzahl  N  der   zugehörigen    punk- 
tirten  Fläche  3i  [vgl.  (4.)  pg.  164]  den  Werth  haben: 
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(6.)  N=2p+l, 

wo  i)  eine  Zahl  aus  der  Reihe  0,  1,  2,  3,  .  .  .  vorstellt. 

lu   ganz   analoger  Weise,    wie  im  vorhergehenden  Paragraph, 
wird  man  nun  die   Fläche  Sft  durch  2}^  Querschnitte: 

1)  a„  2)  h„ 

3)  Ca  +  a.„  4)  h,, 

(7.)  5)  c,  +  a„  6)  h,, 


2p  — l)  Cp  +  cip,  2p)  bp, 

in  eine  einfach  msammenhängende  Fläche  zu  verwandeln  im  Stande  sein. 

Bemerkung.  —  Wir  werden  im  Folgenden  die  Fläche  91,  je  nachdem 
in  ihr  alle  Schnitte  a,  h,  c,  oder  nur  die  Schnitte  a ,  h,  oder  nur  die 
Schnitte  «,  oder  endlich  nur  die  Schnitte  h  ausgeführt  gedacht  werden 
sollen,  respective  mit  SR^j/^g,  oder  31^^^,  oder  3t^^,  oder  dl/^  bezeichnen.  Die 
Fläche  3t  besitzt  alsdann  also  jj  von  einander  getrennte  Rückkehrschnitte 
Ol ,  a^ ,  Og  .  .  .  a  .    Analoges  gilt  von  St^. 

Zweite  Bemerkung.  —  Die  hier  angegebene  Verwandlung  der  Fläche 
9t  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  3t^j^^  ist  genau  dieselbe, 
welche  Miemann  ausgeführt  hat  [Ges.  Werke  pg.  122,  123]. 

Uebrigens  hat  Riemann  an  einer  früheren  Stelle  seiner  Abhandlung 
[Ges.  Werke  pg.  97]  noch  eine  etwas  andere  Methode  der  Zerschneidung 
benutzt.  Es  werden  nämlich  dort  Schnitte  a^,  ß,,,  a,,,  c^,  ■  ■  •  ß2p  benutzt, 
deren  jeder  für  sich  allein  betrachtet  einen  Rückkehrschnitt  repräsentirt. 
Die  beiden  ersten,  nämlich  Cj  und  c^,  sind  identisch  mit  den  vorhin  be- 
sprochenen Schnitten  aj  und  b^.  Es  hat  also  z.  B.  ffg  seinen  Anfang  und 
sein  Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Uferpunkten  des  Schnittes 
Cj .  Desgleichen  hat  nun  aber  auch  weiter  a^  seinen  Anfang  und  sein 
Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden  Uferpunkten  von  a.^ ;  sodann 
a^  seinen  Anfang  und  sein  Ende  in  zwei  einander  gegenüberliegenden 
üferpunkten  von  6^ ;  u.  s,  w.  u.  s.  w. 

§  15. 
Die  Grundzahl  einer  geschlossenen  Fläche. 

Unserm  Programme  pg.  151  entsprechend,  haben  wir  bis  jetzt 
die  (jeschlossenen  Flächen  von  unserer  Betrachtung  exdudirt,  indem 
wir  z.  B.  statt  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  9fl  jedesmal  die  zu- 
gehörige punktirte  Fläche  9^  ins  Auge  fassten. 

Wollen  wir  jetzt  nachträglich  auch  der  geschlossenen  Fläche 
selber  eine  bestimmte  Grundzahl  zuertheilen,  so  ist  die  dabei  zu  be- 
folgende Methode  durch  den  Satz  (23.)  pg.  160  in  deutlicher  Weise 
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vorgezeiclmet.    Ist  also  z.  B.,  wie  in  (6.),  die  Gruudzahl  N  der  piuik- 
tirteu  Fläche  9i  mit 
(8.)  N=2p-\-l 

bezeichnet,  so  wird,  zufolge  jenes  Satzes,  die  Grundzahl  N  der  Fläche 
9i  selber  den  Werth  haben: 
(9.)  J\^  =  2p. 

Wenn  Ricniann  die  Fläche  iR  selber  eine  (2|}4-l)fach  zusam- 
menhängende nennt,  derselben  also  die  Grundzahl  (2p  -{-  i)  zuer- 
theilt,  so  denkt  er  sich  dabei  jedesmal  91  statt  9t  suhstituirf,  wie 
solches  übrigens  auch  von  ihm  in  deutlicher  Weise  hervorgehoben 
ist.  Empfehlenswerther  aber  dürfte  es  vielleicht  sein,  eine  solche 
stillschweigende  Substitution  zu  vermeiden.  Und  dann  ist  die  Fläche 
9^  eine  2^)fach  zusammcuhängeude  zu  neuueu,  ihre  Grundzahl  also 
=  2p  zu  setzen. 


Achtes  Oapitel. 

Ueber  Integrale  mit  veränderlidier  Integration  sein* ve. 

Die  Untersuchungen  dieses  Capitels  sollen  nur  eine  Vorberei- 
tung:^ zum  näheren  Studium  der  AheVsclien  Integrale  sein,  von  denen 
im  folgenden  Capitel  die  Rede  sein  wird. 

§  1. 
Integrale  auf  einer  ebenen  einblättrigen  Fläche. 

Sind  (p  =  fp(z)  und  xjj  ==^  xl>{0)  gegebene  Functionen,  so  wird  der 
Werth  des  Integrals 

im  Allgemeinen  nicht  nur  von  den  beiden  Endpunkten  z^^,  -s  der 
Integrationscurve,  sondern  auch  von  dem  Wege  derselben  zwischen 
diesen  beiden  Punkten  abhängen.  Doch  lassen  sich  Fälle  angeben, 
in  denen  das  Integral  von  dem' genannten  Wege  unabhängig  ist. 

Und  zwar  stützen  sich  die  hierbei  anzustellenden  Betrachtungen 
wesentlich  auf  den  früher  [pg.  23]  gefundenen 

Hülfssatz:  Sind  qj  ^  (p{z)  und  xp  =  ■rp{z)  auf  irgend  einem  endlichen 
Tlieil  21  der  horizontalen  z- Ebene  eindeutig  und  stetig,  so  ist  das  über 
sämmtliche  Bandcurven  von  2t  in  positiver  Eichtung  erstreckte  Integral 

(la.)  f  cpdip 

stets  =  0. 

Um  zu  zeigen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (1.)  in  gewissen 
Fällen  von  dem  Wege  der  Integrationscurve  unabhängig  ist,  wollen 
wir  uns  in  der  horizontalen  5;-Ebene  irgend  eine  endliche  Fläche  5t 
mit  nur  einer  Randcurve  abgegrenzt  denken,  und  annehmen,  dass 
(p  =  cp{z)  und  t^'  =  ■^{z)  auf  dieser  Fläche  51  eindexfig  und  stetig 
sind.  Markiren  wir  nun  innerhalb  51  irgend  zwei  Funkte  ^q  und  0, 
und  ziehen  wir  sodann,  ebenfalls  innerhalb  5t,  irgend  zwei  von  s^ 
nach  s  laufende  Curven  6  und  (?',  so   bilden   a  und   a'  zusammen- 
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geuommen  einen  Rückkclirsclinitt  der  Flüche  H,  durch  welchen  die- 
selbe in  zwei  von  einander  getrennte  Stücke  Slj  und  %,  zerfällt. 
Das  über  die  Randeurve  (6-\-6') 
des  Theiles  Sl^  erstreckte  Integral 

kann    offenbar    in    zwei    Theile 
zerlest  werden: 


(2.) 


(3.)    f     (pdxl^^=  f  (pdi^  —  f   g)  dil), 

^21,  -^  CT  ^6 

wo  alsdann  in  den  beiden  Inte- 
gralen rechter  Hand  die  Inte- 
grationen über  6  und  ö'  hin- 
erstreckt zu  denken  sind  in  der  Richtung  der  gezeichneten  Pfeile, 
d.  i.  von  Zq  nach  z.  Zufolge  des  vorhin  genannten  Hülfssatzes  ist 
aber  das  Integral  (2.)  gleich  Nidl]  denn  (p  =  (p(/)  und  ^  =  ip{ß)  sind 
nach  unserer  Voraussetzung  auf  %,  mithin  auch  auf  SIj  eindeutig 
und  stetig. 

Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (3.): 

(4.)  J  (pd^  =  J   (pdil). 

6  6 

Diese  Formel  aber  zeigt,  dass  das  Integral 

(5.)  J<pdf 

ein  und  denselben  Werth  hat,  mag  man  nun  der  Integrationscurve 
den  Weg  6  oder  den  Weg  <?'  zuertheilen.  Mit  andern  Worten:  Sie 
zeigt,  dass  das  Integral  (5.)  vom  Wege  der  Integrationscurve  unab- 
hängig ist,  falls  man  nur  diesen  Weg  auf  das  Innere  der  gegebenen 
Fläche  Sl  beschränkt.     Also  der  Satz: 

Es  bezeichne  21  eine  in  der  z- Ebene  abgegrenzte  endliehe  Fläclie 
mit  nur  einer  Randeurve.  Ferner  seien  (p  =  cp{z)  und  tp  =  rp(z)  irgend 
zwei  Functionen,  die  auf  21  eindeutig  und  stetig  sind.  Versteht  man 
alsdann  unter 

z 

(6.)  J^dt 

ein  in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche  21  beschränktes  Integral,  d.  i. 
ein  Integral,  dessen  Integrationscurve  z^^ . .  .  z  beständig  imicrhalb  21 
bleiben  soll,  so  ivird   der    Werth  dieses   Integrals   lediglich   abhängen 
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V071  den  beiden   Endimnlden  z^  mid  z  der  Integrationscurve ,  hinger/en 
iinahhüngig  sein  von  dem  Wege  der  Curve  zivischen  diesen  beiden  Funltcn. 
Bemerkung.  —  Bei  Ableitung  clor  Formel  (4.)  ist  stillschweigend  vor- 
ausgesetzt, dass  die  beiden  Curven  c  und  c'  einander  nicht  durchkreuzen. 
Doch  sieht  man  leicht,  dass  die  Formel  (4.)  von  dieser  Voraussetzung  un- 
abhängig ist. 

Sind  nämlich  a  und  a'  zwei  einander  in  einem  oder  auch  in  mehreren 
Pui.kten  durchschneidende  Curven,  so  wird  man  eine  dritte  Curve  q  zu 
Hülfe  nehmen,  welche  ebenfalls  von  z^  nach  3  geht,  ebenfalls  ihrem  ganzen 
Laufe  nach  innerhalb  21  bleibt,  und  vsrelche  ausserdem  weder  mit  a  noch 
auch  mit  a'  sich  irgendwo  durchkreuzt.  Sodann  wird  sich  sofort  nach- 
weisen lassen,  dass  das  längs  q  hinerstreckte  Integral  mit  dem  längs  a 
hinerstreckten  gleichwerthig  ist,  und  dass  es  ebenso  auch  gleichwerthig  ist 
mit  dem  über  c'  hin  ausgedehnten  Integrale.  Daraus  aber  folgt  sofort, 
dass  die  auf  e  und  a'  hinlaufenden  Integrale  auch  unter  einander  gleich- 
werthig sind.     Q.  e.  d. 

Zufolge  des  Satzes  (6.)  ist  das  Integral  (6.)  lediglich  abhängig 
von  Zq  und  z,  also  eine  eindeutige  Function  von  Zf^  und  z,  oder  falls 
man  den  Punkt  z^^  als  fest  betrachtet,  eine  eindeutige  Function  von 
z  allein.    Demgemäss  mag  dasselbe  mit  F{z)  bezeichnet  werden: 


(7.) 


F(z)=f(pdi'     [2t]. 


Dabei  soll  das  in  Klammern  beigefügte  S(  andeuten,  dass  das  Inte- 
gral in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche  51  beschränkt  zu  denken  ist. 
Leicht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  diese  Function  F{z)  auf  5(  nicht 
nur  eindeutig,  sondern  aucb  stetig  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  markire  man  innerhalb  21  einen  beliebicreu 
Punkt  c,  beschreibe  um  c  eine 
Kreisfläche  6,  und  bezeichne 
irgend  einen  variablen  Punkt 
innerhalb  S  mit  z.  Um  nun 
den  Werth  der  eindeutigen  Func- 
tion F(z),  (7.),  in  diesem  Punkte 
z  zu  erhalten,  kann  man  eine 
Integrationscurve  anwenden,  die 
zuerst  von  Zq  nach  c,  und  so- 
dann von  c  nach  z  geht,  da- 
bei aber  stets  innerhalb  21  bleibt. 
In   solcher  Weise  ersieht   sich: 


(8.) 


F{z)  =J(pdip  -^Jfpdip, 
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oder,  was  dasselbe  ist: 
(9.)  F{z)  =  F{c)-\~  fcpcH'- 

Nim  soUeu  <p  und  t^'  auf  ^,?l,  Diithin  auch  auf  (£  cindmtig  iiiul  stetig  sein. 
Gleiches  gilt  daher  [Sat^  (lö.)  pg.  23J  /..  H.  auch  von  dciu   rroiliut 

d  U) 
^  dz  • 

Demgemäss  ist  dieses  Product  innerhalb  des  um  c  beschriebenen 
Kreises  S  darstellbar  durch  die  Taylor'sche  Entwicklung  [p.  34J: 

<pf^  =A  +  Bi,-  c)  +  0(5  _  c)-^  +  . .  . , 

wo  Ä,  B,  C,  .  .  .  constante  Coefficienten  vorstellen.  Hieraus  folgt, 
falls  man  mit  dz  multiplicirt: 

cpcH'=  [Ä  +  B  (z  -  c)  +  C{z  -  c)2  +  .  .  .1  dz. 

Substituirt  man  diesen  Werth  von  (pdi'  in  die  Formel  (9.),  so  er- 
hält man: 

(10.)  F(^  =  F{c)  +  A  ^^~'^'  +  B  ^'  1"^  +  6'^^^  4-  •  •  • 

Diese  für  alle  Punkte  z  der  Kreisfläche  6  gültige  Formel  zeigt  aber, 
dass  F(s)  innerhalb  dieser  Kreisfläche  S  d.  i.  im  Bereich  des  Punk- 
te c  stetig  ist.  Beachtet  man  also,  dass  c  einen  innerhalb  2t  ganz 
willkibiicJien  Punkt  repräsentirt,  so  gelangt  man  zu  folgendem  Re- 
sultat: 

Versteld  man  unter  %  eine  in  der  z- Ebene  abgegrenzte  endliche 
Fläche  mit  nur  einer  Bandcurve,  ferner  unter  (p  =  (p{z)  und  jp  =  ip(z) 
zivei  Functionen,  die  auf  2t  eindeutig  und  stetig  sind,  uml  denkt 
man  sich  überdies  innei'halb  2t  irgend  einen  festen  Punkt  Zq  markirt, 
so  wird  das  von  Zq  ausgehende  und  in  seiner  Bewegung  auf  die  Fläche 
2t  beschränkte  Integral 

(11.)  fa(H'  m 

eine  Function  von  z  sein,  die  innerhalb  2t  idjerall  eindeutig  und 
stetig  ist. 

Die  hier  abgeleiteten  Sätze  sind  niclit  mehr  gültig  für  eine 
Fläche  2t  mit  zwei  Randcurven,  z.  B.  nicht  mehr  gültig  für  eine  von 
zwei  concentrischen  Kreisen  begrenzte  ringförmige  Fläche  2t.  Ver- 
sucht man  nämlich  in  diesem  Fall  den  analogen  Weg,  wie  vorhin, 
einzuschlagen,  markirt  man  also  innerhalb  dieser  ringfijrmigeu  Fläche 
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"üi  zwei  Punkte  z^  und  z,  und  zwei  von  2^  nach  2  gehende  Wege  6 
und  (?',  so  können  z^,  z,  ö,  a'  möglicher  Weise  derart  liegen,  dass 
6  und  g'  zusammengenommen  einen  zu  jenen  beiden  Randkreisen 
conceutrischen,  intermediären  Kreis  bilden.  Durch  diesen  Kreis 
(ö  +  ^')  zerfällt  alsdann  die  Fläche  %  in  zwei  Theile  S(,  und  %.^, 
der  Art,  dass  2t^  von  (0  -f"  <?')  und  dem  innern  Randkreise,  anderer- 
seits '^.,  von  (6  -|-  g')  und  dem  äussern  Randkreise  begrenzt  ist. 
Und  demgemäss  ist  z.  B.  die  Formel  (3.j,  welche  ein  wesentliches 
Glied  der  früheren  Betrachtung  bildete,  im  gegenwärtigen  Fall  nkht 
mehr  richtig.     U.  s.  w. 

Trotzdem  aber  sind  jene  früheren  Untersuchungen  auch  auf 
eine  Fläche  %  mit  zwei  Randcurven  anwendbar,  falls  man  nur  eine 
sich  leicht  darbietende  Modificafion  eintreten  lässt.  Eine  solche  in 
der  ^- Ebene  abgegrenzte  Fläche  2t  mit  ztvel  Randcurven  kann  näm- 
lich, mittelst  eines  von  der  innern  zur  äussern  Randcurve  gehenden 
Querschnitts  q,  in  eine  Fläche  %q  verwandelt  werden,  die  nur  noch 
eine  Randcurve  besitzt  [vgl.  den  ersten  Fall  pg.  161].  Und  dem- 
gemäss sind  auf  diese  neue  Fläche  %j  die  vorhin  angestellten  Be- 
trachtungen ohne  Weiteres  anwendbar.  Man  gelangt  daher  z.  B., 
was  den  Satz  (11.)  betrifft,  im  gegenwärtigen  Fall  zu  folgendem 
analogen  Satz: 

Versteht  man  unter  %  eine  in  der  z- Ebene  abgegrenzte  endliche 
Fläche  mit  zivei  Piandciirven,  ferner  unter  (p  =  <p{z)  und  i?  ==  tp^z) 
zwei  auf  S(  eindeutige  und  stetige  Functionen,  denkt  man  sich  ferner 
die  Fläche  %  mittelst  eines  von  der  innern  zur  äussern  Fiandcurve  lau- 
fenden Querschnitts  g  in  eine  Fläche  §(3  verwandelt,  die  nur  noch  eine 
Randcurve  besitzt,  und  marhirt  man  überdies  innerhalb  %,^  irgend  einen 
festen  Punkt  Zq,  so  wird  das  von  Z(^  ausgehende  und  in  seiner  Be- 
wegung auf  %^  beschränkte  Integral 

f(pdt    \%] 

eine  Function  von  z  sein,  die  innerhalb  St,  überall  eindetitig  und 
stetig  ist. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  zu  untersuchen,  welche  die 
durch  dieses  Integral  definirte  Function  F{z): 

F(z)=fcpdxl;     \%,] 
zu  beiden  Ufern  des  Querschnitts  q  besitzt.     Sind  /l  und  k'   irgend 
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zwei  Punkte  am  livJcen  Ufer  von  q,  und  q  und  q'  die  gegenüber- 
liegenden Punkte  am  rechteti  Ufer  von  q,  so  erhält  man  aus  (,13.) 
z.  B.  für  den  Werth  F{V)  die  Formel 


F{v)=j\di'  i5g, 


Derageraäss  kann  man  diese 
und    von  liier  aus,   länus   des 


wo  die  Integrationscurve  von  z^^  nach  X'  jeden  beliebigen  innerhalb 
"Ül,^  bleibenden  AVeg  einschlagen  darf 
Curve  z.  B.  von  z^^  zunächst  nach  A. 
linken  Ufers    von  q,  nach  A' 
gehen   lassen    [vgl.  die  beiste- 
hende FigurJ.     Alsdann  erhält 

man: 

/  ;. 

F{X')=J(pdn-'-^  Jfpdi-, 

also  mit   Rücksicht   auf  (13.): 

(14.)       FW)  =  FU)  +  f(p  dt. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich 
[vgl.  wiederum  die  beistehende 
Figur]  die  analoge  Formel: 

(15.)        F{Q')  =  F(Q)+fq>dt. 

Da  nun  cp  =  q>{z)  und  i'  =  ip{/),  [nach  unserer  Voraussetzung], 
nicht  nur  auf  %q,  sondern  auch  auf  der  ursprünglichen  Fläche  ?( 
überall  eindeutig  und  stetig  sind,  so  werden  die  beiden  Integrale 
in  (14.)  und  (15.)  offenbar  einander  gleich  sein.  Demgemäss  ergiebt 
sich  aus  (14.)  und  (15.)  durch  Subtraction: 

F{k')-F{Q')  =  F{k)-F{Q). 
Also  der  Satz :  Bezeichnet  man  die  Wertlie,  ivelclie  das  Integral  (12.) : 


(16.) 


(17.) 


Fiz)=f<pdt     \%] 


in  irgend  zivei  am  linhen  und  rechten  Ufer  des  Querschnitts  q  einander 
gegenüherliegenden  Punkten  A  und  q  besitzt,  mit  F{X)  und  F{q),  und 
die  Differenz  diese)-  beiden   Werthe  mit  A: 
(18.)  A  =  F(l)  -  F[^Q), 

so  uird  A  längs  des  Querschnittes  q  constant  sein. 
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Ebenso  wie  das  Integral 
(19.)  F{z)  =  JcpcU     [%] 

in  seiner  Bewegung  auf  21^  beschränkt  ist,  ebenso  mag  jetzt  unter 

(20.)  -^{z)  =  jcpdt  m 

ein  in  seiner  Bewegung  nur  auf  %  selber  beschränktes  Integral  ver- 
standen werden;  wie  solches  in  der  Formel  angedeutet  ist  durch 
das  in  Klammern  beigefügte  51.  Während  also  das  Integral  F  {s) 
den  Querschnitt  q  niemals  überschreiten  darf,  sollen  dem  neuen 
Integral  j^  (z)  derartige  Ueber- 
schreitungen  beliebig  oft  und 
an  beliebigen  Stellen  gestat- 
tet sein. 

Wir  betrachten  das  Inte- 
gral %  in  einem  Augenblick,  wo 
seine  Integrationscurve  Zq.  . .  z 
den  Querschnitt  q  erst  einmal, 
und  zwar  an  der  Stelle  Ap, 
vom  linken  zum  rechten  Ufer 
überschritten  hat  [vgl.  die  bei- 
stehende Figur].  Der  augen- 
blickliche Werth  des  Integrals 
^{z)  kann  alsdann,  entsprechend 
den  beiden  Theilen  z^X  und 
QZ  der  genannten  Curve,   ebenfalls  in  zwei  Theile  zerlegt  werden: 

/  "  z 

(21.)  %{z)=J^d^+Jq>dt, 

-0  Q 

eine  Formel,  die  mit  Rücksicht  auf  (19.)  auch  so  geschrieben  wer- 
den darf: 


(22.) 


%{z)  =  F{k)  +  jcpdn^. 


Das  hier  auftretende  von  q  nach  z  erstreckte  Integral  kann 
aber  ebenfalls  durch  F  ausgedrückt  werden.  Will  man  nämlich 
den  Werth  von  F  im  Punkte  z  haben  [vgl.  die  vorstehende  Figur], 
so  kann  man  zu  diesem  Zweck  irgend  eine  beliebige  innerhalb  5t,^ 
bleibende  und  von  ^^  nach  z  laufende  Integrationscurve ,  also  z.  B. 

Keumann,  Abel'sche  Integrale.  2.  Aufl.  13 
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die  Curve  Zf^ccgz  anweuden,  und  erhält  in  solcher  Weise: 

F{z)  =  J'cp  (Itl^  -\-  J(p  dxl>, 

wo  unter  -„p  die  Curve  z^^ocq  zu  verstehen  ist  [vgl.  die  Figur]. 
Diese  letzte  Formel  kann  daher  mit  Rücksicht  auf  (19.)  auch  so 
geschrieben  werden: 

Substituirt  man  aber  den  hieraus  für  das  Integral 

Icp  dii) 
c 
sich  ergebenden  Werth  in  (22.),  so  erhält  man: 

(23.)  '^{d)  =  [F{k)-F{Q)-\  +  F{B), 

oder  mit  Rücksicht  auf  (18.); 
(24.)  5(^)  =  A  +  F(4 

Dieses  Resultat  kann  man  leicht  auf  den  Fall  erweitern,  dass 
der  Querschnitt  q  von  der  Bahn  des  Integrals  %  (z)  beliebig  oft  über- 
schritten wird.     Man  gelangt  so  zu  folgendem  Satz: 

Hält  man  fest  an  den  in  (12.),  (17.),  (18.)  eingeführten  Bezeich- 
nungen, und  versteht  man  überdies  unter 

(25.)  ^{z)  =  fcpd^    [%\ 

das  in  seiner  Bewegung  auf  die  ursprüngliche  Fläche  %  beschränke 
Integral,  so  wird  dieses  5(^)  eine  unendlich  vieldeutige  Function 
von  z  sein.  Doch  tverden  die  unendlich  vielen  Werthe,  welche  ^^(2)  in 
einem  gegebenen  Punlde  z  besitzt,  von  der  daselbst  eindeutigen  Func- 
tion F{z)  immer  nur  um  ganze  Vielfache  der  Constante  A  verschie- 
den sein. 

MarJcirt  man  nämlich  innerhalb  %  einen  beliebigen  Punlct  2,  und 
lässt  man  die  Integrationscurvc  des  Integrals  i^{z),  tvährend  sie  von 
Zq  nach  z  läuft,  den  Querschnitt  q  im  Ganzen  l-mal  vom  linken  zum 
rechten,  und  r-mal  vom  rechten  zum  linken  Ufer  überschreiten ,  so  wird 
dei'  bei  Ämvendung  dieser  Integrationscurvc  für  ^  (z)  sich  ergebende 
Werth  zu  F{z)  in  der  Beziehung  stehen: 
(26.)  g(^)  =  F(^)  +  (;-r)A, 

wo  A  die  in  (18.)  defmirte  Constante  vorstellt. 
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Setzt  mau  insbesondere  l  =  1   und  r  =  0,   so    erhält  mau  den 
in  (24.)  betrachteten  Specialfall. 

Beispiel.  —  Ein  einfaches  Beispiel  für  die  hier  angestellten  Betrach- 
tungen ere währt  das  Integral : 


/' 


'dz 

z 


Die  hier  auftretenden  Functionen   qp  =        und   ip  =  z  sind  eindeutig  und 

stetig  auf  einer  ringförmigen  Fläche  21,   die    von  irgend  zvrei  um  den  An- 
fangspunkt ^;  =  0  beschriebenen  Kreisperipherien  begrenzt  ist. 

Ohne  näher  auf  diesen  Gegenstand  einzugehen,  sei  nur  bemerkt,  dass 
die  Constante  A  (18.)  im  gegenwärtigen  Fall  =  —  2 Tri,  und  %{z)  iden- 
tisch mit  log  z  wird. 

§   2. 

Ueber  Integrale  auf  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen 

Kugelfläche. 

Es  sei  eine  Riemann'sche  Kugelfläche  9^  in  ganz  beliebiger 
Weise  gegeben,  mit  beliebig  vielen  Blättern,  Winduugspunkten  und 
Uebergangslinien.  Ferner  sei  ©  irgend  ein  Theil  von  9ft.  Endlich 
seien  cp  =  (p{z)  und  ip  ==  '^{z)  zwei  Functionen,  die  auf  ©  eindeutig 
und  stetig  sind.  Alsdann  kann  das  positiv  über  den  Rand  von  © 
erstreckte  Integral 

falls  man  ©  in  kleine  Stücke  Ui,  U^,  ...  U5  zerlegt,  auch  so  dar- 
gestellt werden: 

(1.)  f^cpclt=f^  (p(lx(;-\-f^^  (pd^-\-  ..  •  +/^^  ^^^, 

oder,  falls  mau  diese  Stücke  in  ihre  natürlichen  Zustände  %^,  34 > 
. .  .  3t</  versetzt,  auch  so: 

(2.)  J^  cp  cU  ^  f^^^  cp  dt  +  /^  cpdt-\-.-.+  /^j^  cpdt. 

Da  nun  cp  und  ip  auf  ©,  mithin  z.  B.  auch  auf  U;.  und  'Üy.  eindeu- 
tig und  stetig  sind,  so  ergiebt  sich  [mittelst  des  Hülfssatzes  pg.  187j 
sofort : 

und  folglich  aus  (2.): 
(3)  /'    (pdij^  ebenfalls  =0. 

13* 
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Also  der  Satz:  Sind  q)  =  (p(s)  und  ip  ^  ip{z)  anf  irf/end  einem 
Theil  @  einer  Biemann sehen   Kngelfläche  eindeutig  und  stetig^  so 
icird  das  in  positiver  Richtung  über  den  Band  von  ©  erstrecicte  In- 
tegral 
(4.)  r    (pdxl^  stets  =  0 

sein.  Besitzt  @  mehrere  Bandcurven,  so  ist  selbstverständlich  dies 
Integral  in   WirMichTicit  eine  Summe  von  mehreren  Integralen. 

Auf  der  Fläche  9i  sei  irgend  ein  fester  PunJd  2^  markirt.  Das 
von  2^,,  aus  auf  der  Fläche  9i  längs  einer  beliebigen  Curve  fortschrei- 
tende und  schliesslich  bis  zu  irgend  einem  Punkte  z  vordringende 
Integral  von  qdtl^  mag  mit 

(5.)  fcpdrl^, 

oder,  falls  jene  Curve  irgend  welche  bestimmte  Gestalt  6  besitzen 
soll,  mit 

(G.)  fq^df  [a],  oder  auch  mit  j    qdxp 

bezeichnet  werden.  Dabei  ist  unter  jener  Curve  stets  die  Bahn 
eines  Punktes  zu  verstehen,  der  seine  Lage  auf  9?  Schritt  für 
Schritt  in  stetige^'  Weise  ändert.  Es  wird  also  diese  Curve  z.  B. 
aus  einem  Blatt  der  Fläche  9?  in  ein  anderes  immer  nur  beim  Pas- 
siren einer  Uebergangslinie  gelangen  können.    [Vgl.  (2.)  pg.  66.] 

Denkt  man  sich  auf  Sd  irgend  einen  Flächentheil  @  abgegrenzt, 
ferner  den  festen  Punkt  Zq  innerhalb  @  gelegen,  und  soll  das  Inte- 
gral (5.),  was  die  Bewegung  seiner  Integrationscurve  Zq  .  .  .  s  betrifft, 
auf  den  Flächentheil  ©  beschränkt  werden,  soll  also  die  genannte 
Curve  innerhalb  ©  sich  beliebig  bewegen,  den  Rand  von  ©  aber 
niemals  überschreiten  dürfen,  so  mag  das  Integral,  um  solches  an- 
zudeuten, mit 

z 

(7.)  S^>d^     [©J 

bezeichnet  werden.  Alsdann  ergiebt  sich  leicht  ein  den  Sätzen  pg.  190 
und  191  analoger  Satz,  der  folgendermassen  lautet: 

Versteht  man  unter  ©  irgend  einen  einfach  zusammenhängen- 
den Theil  der  gegebenen  Fläche  91,  ferner  unter  (p  =  (p{z)  und  tp  =  ip{z) 
zwei  auf  ©  eindeutige  und  stetige  Functionen,  endlich  unter  z^ 
einen  innerhalb  ©  marlärten  festen  PunJd,  so  ivird  das  von  z,^  aus- 
gehende und  in  seiner  Bewegung  auf  ©  beschränJde  Integral 
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(8.)  J(pd^p     [®J 

eine  Fimetion  von  z  sein,  ivelche  auf  @  allentlialhen  eindeiiticj  und 
stetig  ist. 

Beiveis.  —  Zieht  man,  von  z  aus,  nach  einem  ebenfalls  inner- 
halb ©  liegenden  Punkte  z  irgend  zwei  innerhalb  ©  bleibende  Cur- 
ven  (3  und  (?',  so  bilden  6  und  ö'  zusammengenommen  einen  liiiclc- 
Jcehrsehnitt  der  Fläche  @. 

©  ist  aber  nach  unserer  Voraussetzung  einfach  zusammen- 
hängend, und  zerfällt  daher  [Satz  (7.)  pg.  151]  durch  diesen  Rück- 
kehrschnitt {6  -{-  6')  in  zwei  getrennte  Stücke  ©^  und  ©g;  von  denen 
das  eine  ©j  nur  von  (a  -\-  a')  begrenzt  ist,  während  das  andere  ©2 
theils  von  der  Curve  ((?  +  a'),  theils  vom  ursprünglichen  Rande  der 
Fläche  ©  begrenzt  sein  wird.  Demgemäss  ergiebt  sich  für  das  X)Osi- 
tiv  über  den  Rand  von  ©^  erstreckte  Integral 

(«^•)  J     (pdf 

die  Formel: 

iß.)  ±f     (pdip  =f  cpdilJ-  f  ,(pdxl;, 

die  Integrationen  über  6  und  (?'  hinerstreckt  gedacht  von  Zq  nach  z. 
[Vghdie  analogen  und  mehr  anschaulichen  Betrachtungen  auf  pg.  188.] 
Nach  unserer  Voraussetzung  sollen  aber  (p  =  cp{ß)  und  i^  =  ^  (^) 
auf©,  mithin  auch  auf  ©j  eindeutig  und  stetig  sein.  Zufolge  (4.J  ist 
daher  das  Integral  {a.)  gleich  Niüb^  sodass  also  die  Formel  (/3.)  über- 
geht in: 

(y.)  f  (pdil>  =  f    (pd4f. 

^  a  ^  a' 

Hiermit  aber  ist  bewiesen,  dass  der  Werth  des  Integrals  (8.)  in 
irgend  einem  Punkte  z  stets  ein  und  denselben  Werth  annimmt,  wel- 
chen Weg  man  seiner  Integrationscurve  von  Zq  nach  z  auch  zuer- 
theilen  mag. 

Der  Werth  des  Integrals  (8.)  ist  also  eine  eindeutige  Function 
von  z.  Dass  derselbe  gleichzeitig  auch  eine  stetige  Function  von  z 
ist,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  vorausgesetzten  Stetigkeit  der 
beiden  Functionen  q)  und  xIj. 
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Die  allgemeiueu  Eigeiiscliafteii  der  Abersclieii  Integrale. 

§  1. 

Untersuchung    der  Abel'schen   Integrale   in   ihrer  ursprünglichen, 
unbestimmten  Form. 

Ein  Integral  von  der  Form 

(1.)  fcp{z)dz 

wird  bekanntlich,  falls  die  Function  (p{0)  gewissen  Bedingungen  ent- 
spricht, ein  ÄbeVsches  Integral  genannt.  Und  zwar  kann  man  dabei 
jene  von  der  Function  cp{s)  zu  erfüllenden  Bedingungen  in  doppel- 
ter Weise  formuliren. 

Man  kann  entweder  sagen:  Die  Function  cp  =  cp{ß)  soll  definirt 
sein  durch  eine  Gleichung: 

Z,  +  Z,<p  -f  Z,cp^  +  .  .  •  +  ^.9^"  =  0, 

deren  Coeffwienten  Z^,  Z^,  Z.^,  .  .  .  Zn  rationale  Functionen  von  z 
sind.  Dies  würde  der  ursprünglichen  Abel'schen  Anschauungsweise 
entsprechen. 

Oder  aber  man  kann  sagen:  Die  Function  (p  =  (p{z)  soll  auf 
irgend  einer  Biemann' sehen  Kugelfläche  9t  regulär,  d.  i.  daselbst  ein- 
deutig und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig  sein. 

In  der  That  sind  beide  Bedingungen  unter  einander  äquivalent. 
Denn  entspricht  eine  Function  qp  =  (p{z)  der  ersten  Bedingung,  so 
entspricht  sie  auch  der  zweiten  [vgl.  (1.),  (2.)  pg.  94  und  namentlich 
auch  (10.)  pg.  145].  Und  entspricht  umgekehrt  die  Function  der 
zweiten  Bedingung,  so  wird  sie  nothwendiger  Weise  auch  der  ersten 
entsprechen  [vgl.  pg.  122]. 

Wir  wollen  nun  bei  den  weiteren  Betrachtungen  den  Biemann- 
schen  Weg  verfolgen,  also  der  zweiten  Definition  den  Vorzug  geben. 
Und  demgemäss   wollen   wir  uns  irgend   eine  Riemann'sche  Kugel- 
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fläche  M   in    ganz   beliebiger  Weise   gegeben   denken,   mit  beliebig 
vielen  Blättern,    Windungspunkten   und   Uebergangslinien,    und  an- 
nehmen,  die  Function  (p  =  (p{z)   sei   auf  dieser  Fläche  ?R  rojjidür, 
d.  h.  sie  sei  daselbst  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig. 
Um  zuvörderst  das  sogenannte  unbestimmte  Integral 

(2.)  F  =  f(p  dz  =  J(p  (z)  dz 

an  irgend  einer  Stelle  der  Fläche  9i  näher  zu  untersuchen,  mar- 
kiren  wir  auf  9fl  einen  beliebigen  Punkt  c  und  bezeichnen  das  Be- 
reich dieses  Punktes  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zu- 
stande respective  mit  \X{c,z)  und  2t (7,  g).  Auf  der  Fläche  %  ist 
alsdann  (p  =  (p{z)  darstellbar  durch  die  Formel: 

(«.)  q>  =  <p{^)  =  a  -  yym),  [vgi.  (15.)  pg.  losj. 

Einer  analogen  Darstellung  ist  aber  auch  die  Function  ri)  =  z  fähig 

dz 
[vgl.  (26.)  pg.  114],   und  ebenso    auch   die   Function  ^  =  j}  [vgl. 

z.  B.  pg.  122].     Somit  ergiebt  sich: 

Substituirt  man  aber  diese  Werthe  («.),  {ß.)  in  (2.),  so  folgt: 
(3.)  F  =  f<pdz  =fcpf^dt==f(^-ryEiOd^. 

Dabei  bezeichnet  v  =  ft  -{-  fi^  [ebenso  wie  ^  und  ^^  selber]  eine 
positive  oder  negative  ganze  Zahl,  und  E(£;)  =  E{^)Ei{t)  eine  Func- 
tion, die  [ebenso  wie  E(^)  und  -E^f^)]  eindeutig,  stetig  und  nicht- 
verschwindend  ist. 

Man  kann  jetzt  U  und  51  nachträglich  noch  weiter  verkleinern, 
und  in  solcher  Art  21  in  eine  um  y  beschriebene  Kreisfläche  ver- 
wandeln. Alsdann  ist  E  {^)  innerhalb  2t  in  eine  Taylor'sche  Keihe 
entwickelbar: 

E(0  =  A  +  A(t  -  r)  +  A,(^t  -  y/  +  . . . ; 
so  dass  man  erhält: 

(4.)   F = f[Ä,{^  -  yy  +  Ä,  {t  -  yy+'  +  ÄS  -  ry+'  +  • .  •]  ^n. 

Die  Integration  lässt  sich  jetzt  sofort  ausführen,  wobei  der  Fall 
V  =  —  1  besonders  zu  behandeln  ist.  Man  übersieht  sofort,  dass  der 
in  solcher  Weise  für  i^  resultirende  Werth  auf  2t  im  Punkte  y,  d.  h.  auf 
U  im  Punkte  c  endlich  oder  unendlich  ist,  jenachdem  v  =  0,  1,  2,  3  etc. 
oder  aber  =  —  1,  —  2,  —  3  etc.  ist;  und  gelangt  in  solcher  Weise 
zu  folgenden  Sätzen: 
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liepräsentirt  tp  =  <p{z)  eine  auf 'Si  reguläre  Functmi,  so  zerfallen 
sämnitlichc  Punkte  der  Fläche  91  mit  Beziuj  auf  das  nnhestimnife  In- 
tegral: 
(5.)  F  =  f(p(h 

in  zivei  Kategormi,  nämlich  erstens  in  die  Endlichlicitspunhte  von 

F,  und  zweitens  in  die  Unendlichlieitsj}unlcte  von  F. 

Ist  c  ein  Endlichlceitspunkt  von  F,   so   ivird  dieses  F  [nach 

Fixirung  der  Integrationsconstaute]  im  Bereich  U  (c,  z)  oder  5t(y,  ^) 

des  Punktes  c  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 
(6.)  jP  =  (eindeut.,  stetig.  Funct.  von  ^); 

ivoraus  z.  B.  folgt: 
(7.)  f  dF=  f   dF=  f  (pdz  =  0. 

Ist  hingegen  c  ein  Unendlichkeitspunkt  von  F,  so  ivird  dieses 
F  [nach  Fixirung  seiner  Integrationsconstaute]  im  Bereich  U  (c,  z) 
oder  %(y,  t)  d^s  Punktes  c  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

"^a-y)-^  +  ■  •  •  "^  a-y)''J 


A  log  (e  -  y)  + 


(8.)        F=  «j'""»^*       '^   '    U-y 

-f-  (eindeut.,  stetig.  Function  von  ^) 

wo  A,  B^^\  B^'^\  .  .  .  B*'')  constante  Coefficienten  vorstellen.  Aus  dieser 
Foi-mel  (8.)  folgt  sofort: 

(9.)  r   dF=  f  dF=  f  cpdz  =  27tiA, 

V   ^  J%  Ju  ^U 

die  Integration  [ebenso  wie  in  (7.)]  positiv  hinlaufend  gedacht  um  das 

Bereich  51  oder  U. 

Bemerkung.  —  Riemann  bezeichnet  die  in  der  Formel  (8.)  auftre- 
tende Function  (J  —  y)  mit  r  [vgl.  Riemann's  Gesammelte  Werke  pg.  97], 
und  sagt  von  derselben,  sie  sei  eine  Function  von  z,  die  in  dem  betrach- 
teten Punkte  c  unendlich  Mein  von  der  ersten  Ordnung  wird.  Dies  steht 
mit  unserer  Betrachtungsweise  in  vollem  Einklang.  In  der  That  ist  näm- 
lich (J  —  y)  eine  Function  von  z,  die  im  Punkte  c  einen  Nullpunkt  erster 
Ordnung  besitzt. 

Sind  beide  Functionen  g)  =  (p{z)  und  il)  =  z  im  Punkte  c  d.  h. 

dz 
auf  U  und  %  stetig,  und  ist  also  ^  ^  ^i.  auf  5t  ebenfalls  stetig  [vgl. 

den  Satz  pg.  49],  so  wird  das  Integral 

daselbst  gleichfalls  stetig  sein,  wie  sich  solches  z.  B,  leicht  ergiebt 
mittelst  der  in  (3.),  (4.)  angegebenen  Betrachtungen.  Demgemäss 
können   die    Unetidlichkeitspunkte  von  F   nur   in  solchen   Punkten  c 


Die  AbeVächen  Integrale.  201 

liegen,  in  denen  die  Functionen  (p  =  tp(z)  und  -4^  =  z  entweder  beide, 

oder  wenigstens  eine  derselben,  iinstclig  sind.     Mit  andern  Worten: 

Die  UnendUchlceitspimkte  von  F  sind  entweder  geradezu  durch  die 

(10.)  Pole  der  Functionen  q){z)  und  z,  oder  aber  durch  einen  The II  dieser 
Pole  dargestellt.  Demgemäss  Icönnen  also  die  UMndlichlieitspunMe  von 
F  auf  der  Fläche  91  immer  nur  vereinzelt  vorkomtnen. 

Ist  i^im  Punkte  c  unendlich,  so  wird  F  im  Bereich  dieses  Punk- 
tes darstellbar  sein  durch  die  Formel  (8.).  Und  für  die  Beschaffen- 
heit dieser  Formel  sind  die  Werthe  der  daselbst  auftretenden  con- 
stanten  Coefficienten  A,  B'^',  B^^,  .  .  .  B<'''  von  charakteristischer  Be- 
deutung. Sind  z.  B.  B'l^  B*^),  .  .  .  B^''^  sämmtlich  =  0,  so  geht  die 
Formel  über  in: 

(1 1.)  F  =  fKlog  (X  —  y)  -{■  (eind.  stetig.  Funct.  von  ^). 

In  diesem  Fall  heisst  c  ein  logarithmischer  ünendlichkeitspunkt,  oder 

genauer  ausgedrückt  ein  rein  logarithmischer  Unendlichkeitspunkt. 

Ist,  um  ein  zweites  Beispiel  anzuführen,  A  =  0,   hingegen  B'^^ 

von   0  verschieden,   während   B^^',  B'^^  .  . .  B^''^  sämmtlich  =  0  sind, 

so  geht  die  Formel  (8.)  über  in: 

r(i) 
(12.)  F=  .-- h  (eind.  stetig.  Funct.  von  t)- 

In  diesem  Fall  wird  offenbar  der  Punkt  c  als  ein  Pol  von  F^   und 
zwar  als  ein  Pol  erster  Ordnung  zu  bezeichnen  sein. 

In  der  That  kann  man  die  Formel  (12.),  falls  man  die  daselbst  auf- 
tretende eindeutige  und  stetige  Function  mit  O(^)  bezeichnet,  in  die  Ge- 
stalt versetzen: 

Der  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  repräsentirt  wieder- 
um eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  ^,  die  überdies  im  Punkte  y 
den  nach  unserer  Voraussetzung  von  0  verschiedenen  Werth  B^'^  annimmt. 
Denkt  man  sich  also  das  Bereich  U  oder  21  hinreichend  klein,  so  repräsen- 
tirt jener  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  eine  Function  vom 
Charakter  E\  so  dass  man  also  erhält: 

F=  it-vr^E.  -   Q.  e.  d. 

Ist  ferner,  um  ein  letztes  Beispiel  anzuführen,  A  =  0,  hingegen 
B^*)  von  0  verschieden,  ebenso  auch  B'^^,  während  B'-^^,  B<*^,  .  .  .  B"') 
sämmtlich  =  0  sind,  so  geht  die  Formel  (8.)  über  in: 

(13.)  F=f^^-{-  ^-^_  +  (eind.  stetig.  Funct.  von  t). 

Und  in  diesem  Fall  repräsentirt  c  [wie  man  leicht  übersieht]  einen 
Pol  zweiter  Ordnung  von  F. 
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Schliesslich  wird  der  durch  die  allgemeine  Formel  (8.)  charak- 
terisirte  Uneudlichkeitspuukt  c  zu  bczeiehneu  sein  als  ein  lor/arith- 
misch-poJarer  UuoiiHicMcitsimuht,  uämlicli  als  die  Superposition  eines 
reiu  logarithraischeu  üneiidlichkeitspuuktes  aud  eines  polaren  Un- 
eudliebkeitspunktes  h^^  Ordnung. 

§  2. 

Fortsetzung.     Allgemeine  Sätze  über  die  Unendlichkeitspunkte 
der  betrachteten  Integrale. 

Bezeichnet  man   s'ammtliche   Unendlichkeitspunkte,  welche   das 
Integral 
(l-^-)  F  =  f(pds 

auf  irgend  einem  Theil  ©  der  gegebenen  Fläche  9i  besitzt,  mit  c^, 
C2,  . .  •  Cy,  so  werden  all'  diese  Punkte  [zufolge  des  Satzes  (lO.)J  in 
den  Polen  der  Functionen  (p{2)  und  z  liegen.  Ausser  q,  C2,  .  •  .  c? 
können  aber  q)(2)  und  s  auf  (S  möglicher  Weise  noch  ando'e  Pole 
besitzen,  welche  (\,  d.2,  ...  dh  heissen  mögen.  Bezeichnet  man  nun 
die  Bereiche  der  genannten  Punkte  respective  mit  Ui,  Ug,  . .  .  U^, 
und  Sßj,  55o,  ...  55/,,  und  das  nach  Absonderung  all'  dieser  Bereiche 
noch  übrig  bleibende  Stück  der  Fläche  o  mit  %: 

S  =  2:  +  (U,  +  U, . . .  +  U,  +  5)\  +  95, . . .  +  «,), 
so  ist  offenbar: 

(15.)  r    dF^f   dF-i-2:'  f     dF+y    f     dF. 

Nach  (9.)  ist  aber: 
(a.)  f    dF  =  27rlA., 

wo  Ax  dasjenige  specielle  A  vorstellt,  welches  in  der  Entwicklung 
(8.)  vorkommt,  falls  man  dieselbe  speciell  auf  den  Punkt  Cx  in  An- 
wendung bringt. 

Das  dy.  ist,  nach  seiner  Definition,  ein  Endliclikeitspuiikt  von  F. 
Somit  folgt  aus  (7.): 

iß)  /,/^="- 

Nun  ist  ferner  zu  beachten,  dass  Ci^c.^,  ...  Cy  und  d^,  d.^,  .  .  .  d^ 
zusammengenommen  sämmtUclie  Pole  der  Functionen  <p{z)  und  z  auf 
der  Fläche  ©  reprüsentiren.  Demgemäss  sind  (p{z)  und  z  auf  der 
aus   @   durch    Absonderung   jener    Punkte    entstehenden    Fläche  % 
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ausnahmslos  eindeutig  und  stetig^  sodass  sich  also  [mittelst  des  Satzes 
p^.  196  (4.)]  die  Formel  ergiebtt 

J^  ^dz  =  0, 

d.  i,  die  Formel: 

Substituirt  man  schliesslich  die  Werthe  (a.j,  iß.),  (y.)  in  (15.), 
so  erhält  man: 
(16.)  /e'^^'=  ^^'^^1  +  A,  +  .  .  .  +  A,), 

und  gelangt  also  zu  folgendem  Satz: 

Bezeichnet  ©  irgend  einen  Tlieil  der  gegebenen  Flüche  9?,  und 
Imt  das  Integral 

F  =  Jcpdz 

auf  @  im  Gänsen  g  UnendlichJceitspunhte:  c^,  c.^,  . .  .  Cy,  so  ivird 
das  über  den  Rand  von  ©  positiv  erstreckte  Integral 

(17.)  f   dF  =  f    cpdz    stets     =  27r^■  CA^  +  A^  +  .  .  .  +  A^) 

sein,  ivo  A^,  A^,  .  .  .  A^  die  Logarithmus- Coefficienten  derjenigen  Ent- 
wicJdungen  (S.j  bezeichnen,  durch  tvelche  F  in  jenen  Tunläen  c^,  c.^, 
.  .  .  Cg  der  Meihe  nach  dargestellt  ist. 

Hat  also  z.  B.  F  auf  <S  gar  keine  UnendUchkeitspiinkte  oder 
lediglich  polare  Unendlichkeitspunkte,  so  ergiebt  sich: 

(18.)  J^dF  =  J^vd^  =  0. 

Lässt  man  den  Flächentheil  @  sich  mehr  und  mehr  ausdehnen, 
bis  er  schliesslich  mit  9i  selber  identisch  wird,  so  verschwindet  in 
diesem  letzten  Augenblick  die  Randcurve  von  @,  mithin  gleichzeitig 
auch  der  Werth  des  Integrals  (17.);  sodass  mau  also  zu  folgendem 
Resultat  gelangt: 

Besitzt  das  Integral 

F  =  fcpdz 

auf  der  gegebenen  Fläche  31  im  Ganzen  q  Unendlichkeitspunkte:  Cj,  Cg, 
. . .  Cq,  und  bezeichnet  man  die  Logarithmus-Coeffcienten  des  Integrals 
für  diese  Punkte  der  Reihe  nach  mit  fK^,  k.,,  .  .  .  fK^,  so  ist  stets: 

(10.)  A,  +  A,  +  .  .  .  +  A,  =  0. 

Bezeichnet  man  unter  diesen  As  diejenigen,  welche  den  loga- 
rithmischen   und    logarithmisch- polaren    ünendlichkeitspunkten    zuge- 
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hören,    für    den    Augenblick    mit   A'^^,   andererseits   aber   diejenigen, 
welche  den  polnrcu    Unendlichkeitspunkten  zugehören,   mit  A'"',   so 
sind  die  A*"^  sämmthch   ^=0;  so  dass  also  die  Formel  (10.)  sich  re- 
ducirt  auf 
(19  a.)  Z'A(^)  =  0. 

Von  diesen  Constanten  A'^'  ist  jedwede  von  0  verschieden.  Zufolge 
(19  a.)  muss  daher  die  Anzald  dieser  Constanten  A^^'  entweder  =  0, 
oder  aber  >  1  sein.     Mit  andern  Worten: 

Die  Gesammtzahl  der  logarithmischen  und  logarithmisch- 
polaren  UnendUchkeitspimhte,  ivelche  F  auf  9i  besitzt,  ist  stets  ent- 
iveder  =  0,  oder  aber  >  1,  niemals  =1.  Ist  insbesondere  diese  An- 
(\9h.)zahl  =  2,  sind  also  zwei  solche  ünendlichlceitspiinkte  vorhanden,  so 
werden  [nach  (19  a.)]  die  Logarithmns-Coefficienten  in  diesen  beiden  PimJc- 
ten  einander  entgegengesetzte   Werthe  haben. 

Beispiel.   —   Die   von  uns  gefundeneu   Sätze   gelten   für  alle  der  ge- 
gebenen Fläche   ^  entsprechenden    Abel'schen  Integrale,   gelten  also   für 
jedwedes  Integral 
(a.)  F=fcpdz, 

falls  nur  tp  =  cp(z)  eine  auf  9t  reguläre  Function  ist,   und  gelten   daher 
z.  B.  auch  für  jedwedes  Integral  von  der  Form: 


(ß-) 


-=fr:^<-=r-f-fi-^r. 


falls  nur  f  =  f{z)  eine  auf  3t  reguläre  Function  vorstellt.    Denn  entspricht  f 

dieser  Voraussetzung,    so  werden  die  Ausdrücke  -rr-  und  -^  -r-  derselben 
°  dz  f   dz 

ebenfalls  entsprechen  [vgl.  die  Sätze  (11.)  pg.   124  und  (24.)  pg.  113]. 

Markirt  man  nun  auf  31  irgend  einen  beliebigen  Punkt  c,  und  be- 
zeichnet das  Bereich  dieses  Punktes  mit  U(c,  z)  oder  2l(y,  J),  so  wird  die 
auf  3t  reguläre  Function  f  innerhalb  21  darstellbar  sein  durch: 

(y )  /■=(?-  yfEit),    [vgl.  (15.)  pg.  108]. 

Dies  in  (ß.)  substituirt,  ergiebt  sich  innerhalb  21: 

Die  Functionen  E  und  -=■  sind  auf  21  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwin- 
E 
fl  V  ^     d  V 

dend;  folglich  sind  -—  und  -^  ~j-  auf  21  eindeutig  und  stetig  [Satz  (15.) 

pg.  23],  Denkt  man  sich  also  U  und  %  nachträglich  noch  weiter  ver- 
kleinert, und  in  solcher  Weise  die  Fläche  21  in  eine  kleine  um  y  beschrie- 
bene Kreisfläche  verwandelt,  so  wird  die  Function 

i.  ^ 

E    dt 
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innerlialb  %  entwickelbar  sein  in  eine  Taylor'scbe  Reihe: 

^-  ^  =  A.  -\-A{^-y)  +  A,{t-Yr-]-... 
Hieraus  folgt: 

n  f  «  =  Const  +  A  ^-^  +  .,  «^tf  +  A  <^'  +  .  .  . 

Somit  folgt  aus  (S.): 
{f.)  F  ^  (i  log  (2;  —  y)  +  (eindeut.  stet.  Funct.  von  J). 

Diese  für  das  Bereich  U  oder  2t  des  Punktes  c  oder  y  gültigen  For- 
meln (y.),  (Ä.),  (f.)  zeigen,  dass  ft  die  Ordnungszahl  der  regulären  Func- 
tion /'  im  Punkte  c  bezeichnet,  und  dass  das  Integral  F  im  Punkte  c, 
jenachdem  ft  =  0  oder  von  0  verschieden  ist,  entweder  gar  keinen  oder 
aber  einen  rein  logarithmischen  Unendlichkeitspunkt  besitzt.  Hieraus  aber 
folgt,  weil  c  einen  ganz  beliebigen  Punkt  der  Fläche  3t  vorstellt,  dass  F 
auf  der  ganzen  Fläche  9t  nur  rein  logarithmische  Unendlichkeitspunkte  be- 
sitzt, und  dass  diese  ihrer  Lage  nach  identisch  sind  mit  den  Polen  und 
Nullpunkten  der  Function  f.  üeberdies  ergiebt  sich  aus  (s.),  dass  die  jenen 
Unendlichkeitspunkten  entsprechenden  Logarithmus- Coefficienten  des  Inte- 
grals F  identisch  sind  mit  den  dortigen  Ordnungszahlen  (i  der  Function  f. 
Also  der  Satz: 

Versteht  man  unter  f  =  f{z)  irgend  eine  auf  31  reguläre  Function 
[d.  i.  irgend  eine  Function,  die  auf  3t  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole 
stetig  ist],  so  besitzt  das  Integral 

auf  der  Fläche  3t  mir  rein  logarithmische  UnendlichkeitspunJcte.  Und 
zwar  werden  diese  Punkte  ihrer  Lage  nach  identisch  sein  mit  den  Polen 
und  Nullpunkten  der  Function  f.  Auch  werden  die  Logarithmus-Coefficien- 
ten  des  Integrals  F  in  diesen  Unendlichkeitspu/nkten  nichts  Anderes  sein,  als 
die  dortigen  Ordnungszahlen  der  Function  f. 

Der  Satz  (19.)  pg.  203  behauptet,  dass  die  Summe  der  in  Rede  ste- 
henden Logarithmus- Coefficienten  =  0  sein  muss.  Er  behauptet  also,  dass 
die  Summe  derjenigen  Ordnungszahlen,  welche  die  Function  f  in  ihren 
Polen  und  Nullpunkten  besitzt,  =  0  sein  müsse.  Dies  aber  ist  ein  schon 
früher  constatirter  Satz  [vgl.  pg.  107]. 

§  3. 

Eintheüung  der  Abel'schen  Integrale  in  solche  erster,  zweiter 
und  dritter  Gattung, 

Erste  Gattung.   —  Besitzt  das  Abelsclie  Integral: 

F  =  \(pdz 

auf  der  gegebenen  Riemauuschen  Kugelflüclie  9i  gar   Iceinc  Unend- 
lichkeitspunlite,  so  heisst  dasselbe  ein  Integral  erster  Gattung. 


a) 
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Zweite  Gattung.   —  Besitzt  das  Abel'sclie  Integral: 

auf  ^3x  nur  polare  Uneudlielikeitspunkte,  so  zählt  dasselbe  zur  zwei- 
ten Gattung.  Das  einfachste  unter  all'  solchen  Integralen  zweiter 
Gattung,  das  sogenannte  elementare  Integral  zweiter  Gattung,  wird 
offenbar  dasjenige  sein,  welches  im  Ganzen  nur  emen  Unendlichkeits- 
punkt,  und  zwar  einen  polaren  Uneudlichkeitspunkt  erster  Ordnung 
besitzt.  Bezeichnet  man  diesen  Punkt  mit  c,  und  sein  Bereich  mit 
U  (c,  ^;)  respective  5t  (j',  ^),  so  wird  das  Integral  in  diesem  Bereich 
[vgl.  (12.)]  einen  Werth  besitzen  von  der  Form: 

F  =  y— 1-  (eindeut.  stetig.  Funct.  von  ^), 

wo  B  eine  Constante  vorstellt.  Diese  Constante  kann,  durch  Mul- 
tiplication  des  ganzen  Integrals  mit  einem  constanten  Factor,  stets 
auf  1  reducirt  werden.  Und  demgemäss  wollen  wir  den  Begriff  des 
elementaren  Integrals  zweiter  Gattung  in  der  That  in  der  Weise 
genauer  fixireu,  dass  wir  festsetzen,  die  seinem  Unendliclikeitsinmht 
entsprecliende  Constante  B  solle  stets  =  1  sein. 

Dritte  Gattung.  —  Besitzt  das  Abel'sche  Integral: 

F=f(pd2 

auf  9^  irgend  welche  logaritlmiische  Unendlichkeitspunkte,-  so  wird 
dasselbe  —  einerlei,  ob  gleichzeitig  auch  noch  polare  Unendlich- 
keitspunkte vorhanden  sind,  oder  nicht  —  ein  Abel'sches  Integral 
dritter  Gattung  genannt.  Das  einfachste  unter  all'  diesen  Integralen 
dritter  Gattung,  das  sogenannte  elementare  Integral  dritter  Gattung, 
ist  dasjenige,  welches  im  Ganzen  nur  zwei  Unendlichkeitspunkte, 
und  zwar  zwei  rein  logarithmische  Unendlichkeitspunkte  besitzt.  — 
Noch  einfacher  würde  allerdings  ein  Integral  mit  nur  einem  solchen 
Punkte  sein.  Ein  derartiges  Integral  ist  aber  unmöglich,  zufolge  des 
Satzes  (19.),  (19  a,  b.). 

Zugleich  ergiebt  sich  aus  jenem  Satz,  dass  bei  einem  elemen- 
taren Integral  dritter  Gattung  die  den  beiden  Unendlichkeitspunkten 
entsprechenden  Logarithmus -Coefficienten  entgegengesetzte  Werthe 
haben  müssen.  Bezeichnet  man  also  die  beiden  Unendlichkeitspunkte 
mit  q,  C.2  und  die  Bereiche  derselben  mit  VL^iCifZ),  ll-zi'^'i}  ^)  respec- 
tive mit  2li(yi,  ^),  '^■^iy-ii  0;  ^^  wird  das  Integral  in  diesen  Bereichen 
darstellbar  sein  durch  die  Formeln 

F  =  —  tK  log  {t,  —  y, )  -h  (eind.  stetig.  Funct.  von  ^) , 
F  =  -\-  fK  log  (5  —  y.^  -\-  (eind.  stetig.  Funct.  von  5), 
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wo  A  iu  beiden  Formeln  dieselbe  Coustante  ist.  Zur  genaueren 
Fixirung  eines  solchen  elementaren  Integrals  dritter  Gattung  mag 
festgesetzt  werden,  dass  diese  Constante  A  stets  ^=  1  sein  soll. 

Beiläufige  Betrachtung  über  die  hyperelliptischen  Integrale.  — 
Die  Function 

(«.)  S=y{3  —  Cj  {S  —  C,)  .  .  .  (S  —  Cin) 

kann  [Satz  (13.)  pg.  83]  in  eindeutiger  Weise  ausgebreitet  werden 
auf  einer  gewissen  ziceihlättrigcn  Riemann'sehen  Kugelfläche  9?,  welche 
2u  Wiuduugspunkte  c^,  c.2,  .  .  .  c^n  und  n  Uebergangslinien  (CyC^, 
(Cgcj,  . .  .  {c2n—iC2n)  besitzt.  Auch  ist  sie  auf  dieser  Fläche  ^  über- 
all stetig  bis  auf  zwei  bei  ^  =  oo  übereinander  liegende  Pole. 

Die  Function  s  (a.)  ist  also  auf  9i  eindeutig  und  his  auf  ein- 
zelne Pole  stetig.  Gleiches  gilt  mithin  [vgl.  pg.  113,  114]  auf  91 
auch  von  den  Functionen 

falls  man  nämlich  unter  q  eine  ganze  Zahl  versteht.  Demgemäss 
sind  die  Ausdrücke  («.),  (/3.)  als  Functionen  zu  bezeichnen,  die  auf 
9t  regulär  sind.     Setzt  man  also  z.  B. 

(y.)  9  =  —     und     F  =  Jq)dz, 

so  repräsentirt  F  ein  der  Fläche  91  zugehöriges  AbeVsches  Integral 
[vgl.  die  Definition  pg.  198].  Ob  nun  dieses  Integral  F  erster,  zwei- 
ter oder  dritter  Gattung  ist,  hängt  lediglich  ab  von  seinen  Unend- 
lichkeitspunkten. Diese  Punkte  sind  daher  weiter  zu  untersuchen. 
Die  Pole  der  Functionen  (p  und  z  liegen  oifenbar  [vgl.  (a.) 
und'  (y.)] 

fin  den  Punkten  Cj,  c,?  •  •  •  ^2«, 

I  und  in  den  beiden  Punkten  z  =  00. 

Alle  ünendlichkeitspunkte,  welche  das  Integral  F  auf  der  Fläche  9t 
überhaupt  besitzt,  müssen  daher  nothwendiger  Weise  [Satz  (10.) 
pg.  201]  in  diesen  Punkten  anzutreffen  sein.  Leicht  lässt  sich  aber 
zeigen,  dass,  falls  g  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  .  .  .  (w  —  2)  reprä- 
sentirt, diese  Punkte  {ö.)  l'eine  Unendlichkeitspunkte  von  F  sind, 
und  dass  also  in  diesem  Fall  das  Integral  F  auf  der  ganzen  Fläche 
9t  gar  keine  Ünendlichkeitspunkte  hat,  mithin  als  ein  Integral  erster 
Gattung  zu  bezeichnen  ist. 

Beweis.  —   Bezeichnet  man  irgend  einen  der  Punkte  Cj,  C2,  .  .  .  Cg 
mit  c./nnd  sein  Bereich  mit  U.(c.,  z)  oder  21. (y.,  J),  so  ist  offenbar: 
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^  =  (f  -  Yß\ 


mithin  dz  =  2{t  -  Yj)(U. 

Die  Functionen   s  \md  —  sind   auf  9{  regulär  i 
oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  y.  respective  die  Ordnungszahlen  1  und 

—  1    [vgl.  pg.  11 
darstellbar  durch : 


Die  Functionen   s  \ind  —  sind   auf  9{  regulär  und   besitzen   im  Punkte  c. 

e  die  Ordnungszahlen  1  un 
1    [vgl.  pg.  111].     Demgemäss   ist  z.  B.  —  auf  der  Fläche  U.  oder  21 


\  =  i^-yj)-'E{t), 


wo  E{^)  eine  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindendo  Function  vor- 
stellt.    Aus  diesen  Formeln  folgt  sofort: 

cpdz  =  ^  =  [Cj  +  a  -  Y,rV .  2^;^)  •  dt. 

Hieraus  aber  folgt  weiter,  falls  q  eine  der  Zahlen  0,1,2,3,...  vor- 
stellt, mittelst  des  Cauchy-Taylor'schen  Satzes: 

q>dz  =  [A,  +  A  a  -  Yj)  +  ^2  a  -  y/-  +  ---]dt, 
wo  die  A's  Constanten   sind.     Demgemäss  besitzt  also   das  Integral  F  in 
dem  hier  betrachteten  Punkte  c.  oder  y.  (j  =  1 ,  2.  .  .  .  2w)  keinen  Unend- 
lichkeitspunkt. 

Betrachtet  man  ferner  einen  der  beiden  Punkte  ^^  =  oo,  und  bezeich- 
net das  Bereich  desselben  mit  U(oo,  z)  oder  31  (y,  t),  so  ist  offenbar 

d.  i.  z  =  a-  Yr\ 

mithin  dz  =  —  (J  —  y)~"dj. 

Die  auf  9i  regulären  Fimctionen  s  und  —  besitzen  in  dem  betrachteten 
Punkte  z  =  oo  oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  y  respective  die  Ord- 
nungszahlen —  n  und  -f  n  [vgl.  pg.  111].  Demgemäss  ist  z.  B.  —  inner- 
halb U  oder  21  darstellbar  durch 

^  =  it-  YTE{i), 

wo  E(^)  eine  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende  Function  vor- 
stellt.    Aus  diesen  Formeln,  folgt  nun  sofort: 

cpdz  =  -^'  =  (J  -  y)-'' .  (-  1)  {t  -  y)"-^  .  E{t)  .  dl 

Repräsentirt  nun  q  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,  ...  (n  —  2),  so  wird  der  Ex- 
ponent [(w  —  2)  —  q\  stets  positiv  sein ;  sodass  man  also  mittelst  des  Cauchy- 
Taylor'schen  Satzes  erhält: 

tpdz  =  [B,  J^B,{t-y)  +  B,  (X  -  yY  +  .  .  .]  dt, 
wo  die  B's  Constanten  sind.     Demgemäss  besitzt  also  das  Integral  F  in 
dem  betrachteten  Punkt  z  =  oo  oder  t  =  Y  keinen  Unendlicjikeitspunkt. 
Q.  e.  d. 
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Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz:  Rcimiscntirt  'Si  die  mr 
eindeutigen  Anshreituny  der  Function 

e7' forderliche  ziveihlüttrific  lliemami  sehe   luigelfläche,   und   rep-äsrntirt 
feiner  q  eine  der  Zahlen  0,  l,  2,  .  .  .  (n  —  2),  so  mrd  das  Integral 


a.)  F=f 


Z'^di 


stets  ein  der  Fläche  9t  zugehöriges  AheVsches  Integral  erster  Gat- 
tung sein. 

§  4. 

Das  Abel'sche  Integral  in  seiner  Erstrecknng  über  irgend  welche 

Curve. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  91  mag  irgend  ein  fester  Punkt  Zq 
markirt  sein.  Das,  vom  Punkte  Zq  aus,  auf  der  Fläche  91  längs 
einer  heliehigen  Curve  fortschreitende  und  schliesslich  bis  zu  irgend 
welchem  Punkt  z  vordringende  Abel'sche  Integral  mag  kurzweg  mit 

(20.)  f<p  dz, 

Zq 

oder,  falls  die  gewählte  Curve  irgend  welche  bestimmte  Gestalt  0 
besitzen  soll,  mit 

(21.)  jcp  dz  [6],  respective  mit  J  tp  dz 

bezeichnet  werden.  Dabei  ist  unter  der  auf  9i  fortlaufenden  Curve 
stets  die  Bahn  eines  Punktes  zu  verstehen,  der  seine  Lage  auf  9t 
Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise  ändert.  Es  wird  also  diese 
Curve  z.  B.  aus  einem  Blatt  der  Fläche  9i  in  ein  anderes  immer  nur 
beim  Passiren  einer  Uebergangslinie  gelangen  können.  [Vgl.  (2.) 
pg.  66.] 

Bezeichnet  c  irgend  einen  Punkt  der  Fläche  9i,  und  U  das  Be- 
reich desselben,  und  soll  das  Verhalten  des  Integrals  (20.)  innerhalb 
dieses  Bereiches  U  untersucht  werden,  so  markire  man  zuvörderst 
auf  U  zwei  Punkte:  einen  festen  Punkt  r„  (der  z.  B.  identisch  mit 
c  selber  sein  kann)  und  einen  variablen  Punkt  z.  Zieht  man  sodann 
eine  auf  91  von  0^  bis  f^  fortschreitende  Curve  (?„,  und  eine  auf  U 
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von  Cq  bis  s  fortschrei teiule  Curve  6,  so  hat  das  Integral  (20.)  im 
Punkte  s  den  Werth: 

f<P  d2  =  f^  ih  I  (?J  -{-fcpch  [<?]. 

Von  den  beiden  Integralen  rechter  Hand  wird  das  erste  constant, 
=^  Cq  bleiben,  so  lange  6^  ungeändert  bleibt;  während  andererseits 
das  zweite 

d.  i,  gleich  der  Differenz  derjenigen  beiden  Werthe  ist,  welche  das 
dem  Bereich  11  entsprechende  (früher  besprochene)  imhcstimmte  Inte- 
gral F  in  den  beiden  Punkten  z  und  c^   besitzt.     Man   erhält  also: 

(22.)  J<p  dz  =  C'o  +  [F\l. 

Lässt  man  also  das  Curven -Integral 

(23.)  f^  dz 

mittelst  irgend  ivelcher  Intcgrationscurve  in  das  BercicJi  U  eines  gege- 
benen Punktes  c  hineingelangen,  und  denld  man  sich  die  diesem  Be- 
reich U  entsprechenden  F-  Werthe  in  'bestimmter  Weise  fixirt,  also  da- 
selbst durch  eine  der  beiden  Formeln  (6.),  (8.)  pg.  200  ausgedrückt, 
—  so  werden  die  Werthe,  ivelche  jenes  Curven- Integral  in  den  einzel- 
nen Funkten  z  des  Bereiches  U  annimmt,  von  diesen  F-Werthen  nur 
durch  eine  additive  Constante  verschieden  sein.  Biese  Constante  aber 
kann  möglicher  Weise  sehr  verschiedene  Werthe  haben,  je  nach  dem 
Wege  6q,  auf  welchem  das  Curven -Integral  ursiYriinglich,  von  Zq  aus, 
in  das  Bereich  U  hineingelangt  ist. 

In  Folge  dieser  Constanten  ist  also  das  Curven-Integral  (23.) 
eine  vieldeutige  Function  von  z. 

Man  kann  aber  dasselbe,  durch  Beschränkung  seiner  Intcgra- 
tionscurve, in  eine  eindeutige  Function  von  z  verwandeln.  Und 
zwar  gelten  in  dieser  Beziehung,  falls  mau  das  sogenannte  tm- 
bcsfimmte  Integral  nach  wie  vor  mit  F  bezeichnet,  folgende  Sätze: 

Erster  Satz.  —  Versteht  man  unter  ©  irgend  einen  einfach  zu- 
sammenhängenden Theil  der  gegebenen  Fläche  91,  setzt  man  ferner 
(24.)  voraus,  dass  ©  entweder  gar  keine  oder  doch  nur  polare  Unend- 
lichkeitsxmnktc  von  F  enthält,  und  markirt  man  endlich  innerhalb  'B 
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irgend  einen  festen  PunJct  2^^,  so  tvird  das  von  z^  misgeJiende  und  in 
seiner  Beivegung  auf  ©  beschränkte  Integral 

f(p  dz     [@] 

eine  eindeutige  Function  von  z  sein.  Diese  eindeutige  Function  mag 
hinfort  mit  F{z)  bezeichnet  tverden: 

z 

(25.)  F{z)=f(pdz     [S]. 

Zweiter  Satz.  —  Bie  in  solcher  Weise  definirte  Function  F{z) 
verhält  sich,  hinsichtlich  ihrer  Stetigkeit  oder  Unstetigkeit ,  in  ganz  ana- 
(26.)  loger  Weise  wie  das  früher  besprochene  unbestimmte  Integral  F.  Be- 
sitzt z.  B.  F  auf  ©  gar  keinen  Unendlichkeitspunkt,  so  tvird  F(z) 
auf  ©  allenthalben  stetig  sein. 

Besitzt  hingegen  F  auf  @  im  Ganzen  j  polare  Unendlichkeits- 
pnnkte:  Cj^,  c^,  .  .  .  Cj,  respective  mit  den  Ordnungszahlen  ftj,  ft^  .  .  .  ^j, 
(27.)  so  tvird  jene  eindeutige  Function  F{z)  auf  ©  bis  auf  j  in  c^,  c.^, .  .  .  Cj 
liegende  Pole  stetig,  \md  in  diesen  Polen  respective  mit  den  Ordnungs- 
zahlen fti,  ftgj  •  •  •  ^J  l^ßJi<^ftct  sein. 

Dritter  Satz.  —  Die  Differenz  derjenigen  Werthe,  welcJie  die  ein- 
deutige Function  F{z)  auf  der  Fläche  ©  in  irgend  ztvei  Punkteti  z^ 
und  z.y  besitzt ^  ist  darstellbar  durch  die  Formel: 

(28.)  F(z.^-Fiz,)=fq>dz     [©], 

^1 

wo  die  Integrationscurve  von  z^  nach  z.,  auf  beliebigem  Wege  fort- 
schreiten darf,  falls  nur  derselbe  seinem  ganzen  Laufe  nach  inner- 
halb ©  bleibt;  wie  solches  übrigens  auch  in  der  Formel  selbem-  durch 
das  in  Klammern  beigefügte  ©  bereits  in  hinreichender  Weise  an- 
gedeutet ist. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  lehnt  sich  an  frühere  Betrachtungen  in  so 
einfacher  Weise  an,  dass  darüber  nur  einige  kurze  Andeutungen  erforder- 
lich sind. 

Beweis  des  ersten  Satzes.  —  Zieht  man,  von  z^  aus,  nach  einem 
ebenfalls  innerhalb  ©  liegenden  Punkt  z  irgend  zwei  innerhalb  S  blei- 
bende Curven  c  und  c',  so  bilden  o  und  o'  zusammengenommen  einen 
Büclkehrschnitt  der  Fläche  <B. 

<B  ist  aber  nach  unserer  Voraussetzung  einfach  zusammenhängend,  und 
zerfällt  daher  [Satz  (7.)  pg.  151J  durch  diesen  Rückkehrschnitt  (c  +  <>') 
in  zwei  getrennte  Stücke  Sj  und  S_, ,  von  denen  Q>^  nur  von  (c  -j-  c')  be- 

14* 
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grenzt  ist.     Demgeniäss    ergiebt   sich   für   das   jjositiv  über  don  Uand  von 
©,   erstreckte  Integral 
(«•)  /'     vdz 

die  Formel: 
iß.)  ±  f     rp  d.t  =   f  cp  dz  —    f    cp  dz 

die  Integrationen  über  c  und  a'  binerstreckt  gedacht  von  z^  nach  z.  Kach 
unserer  Voraussetzung  soll  aber  ©  gar  keine  oder  doch  nur  polare  Unend- 
liclikeitspunkte  von  F  enthalten.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  ©,,  Und 
das  Integral  (a.)  ist  daher  [zufolge  des  Satzes  (18.)]  gleich  Null.  Deni- 
gemiiss  geht  die  Formel  (ß.)  über  in 


(y-) 


(S.) 


C  cp  dz  =   r     <p  dz.  Q.  e.  d. 

^  ff  ^  ff' 

Der  Beweis  des  zweiten  Satzes  ergiebt  sich  sofort  aus  den  zu  An- 
fang dieses  Paragraphs  angestellten  Betrachtungen.  Vgl.  daselbst  nament- 
lich den  Satz  (23.). 

Beweis  des  dritten  Satzes.  —  Markivt  man  innerhalb  ©,  ausser  z^, 
noch  irgend  zwei  andere  Punkte  Zi  und  Z2,  und  zieht  man  irgend  welche 
innerhalb  ®  bleibende  und  von  z^  über  z^  nach  z.,  fortschreitende  Curve  e, 
so  repräsentiren  die  längs  a  von  Zq  nach  z^ ,  respective  von  ^^  über  0j  bis 
%  fortschreitenden  Integrale: 

-1  22 

jcp  dz     und      jcp  dz 


die  Werthe  der  Function  F{z),  (25.),  in  den  Punkten  s,  und  z.,.  Die  Dif- 
ferenz dieser  beiden  Integrale  (S.)  ist  aber  offenbar  nichts  Anderes,  als  das 
längs  c  vou  z^  nach  z.^  erstreckte  Integral.     Somit  ergiebt  sich: 

(f.)  F  (z,)  -  F  (z, )=  Jcpdz.  Q.  e.  d. 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  der  eindeutigen  Function 
F{s)  am  Rande  von  (S  zu  untersuchen.  Eine  derartige  Untersuchung 
ist  allerdings  im  Allgemeinen  unmöglich,  wohl  aber  dann,  wenn 
der  einfach  zusammenhängende  Flächentheil  @  aus  einem  mehrfach 
zusammenhängenden  Flächentheile  durch  irgend  welche  Schnitte  ent- 
standen ist.  Alsdann  nämlich  ist  die  Beziehung  zu  untersuchen 
zwischen  den  Werthen  der  Function  F{z)  an  den  beiden  Ufern  eines 
solchen  Schnittes.  Und  man  gelangt  in  dieser  Beziehung  zu  folgen- 
den Resultaten: 

Vierter  Satz.  —  Bei-  bisher  betrachtete  ein  fach  zusammenhängende 
Flächentheil  ®  sei  atts  einem  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen- 
thril  durch  Ansfilhrunf/  irgend  welclier  Schnitte  entstanden.  Dieses 
Schnittnetz  mag  im  Ganzen  aus  v  unvcrziveigten  Schnittstrechen  6^, 
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6.^, .  .  .  6y  Icstehen;  und  jede  solche  tmvcrmveigte  SchnittstrccJce  6y.  mcuj 
als  ein  Strom  von  bestimmter  (willkürlich  festgesetzter)  liichtung  an- 
gesehen werden.  Bezeichnet  man  alsdann  die  Werthe  der  eindeutigen 
Function  F{z)  in  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  des  Stromes 
6y.  einander  gcgenüherliegenden  PunJcfen  X  tind  q  mit  F{X)  und  F{q)) 
so  lüird  die  Differenz 
(29.)  F{X)  -  F{q)  =  A. 

einen   Wcrth  hcsitzen,  der  längs  Gy.  constant  ist. 

Fünfter  Satz.  —  Besitzt  das  in  Bede  stehende  Schnitt-  oder  Strom- 
netz ^1,  <?2;  •  •  ^v  ity^nd  welcJie  Knotenpunkte,  so  finden  ztvischen 
den  Constanten  Aj^,  Ag,  .  .  .  A,,  geivisse  Belationen  statt.  Betrachtet 
(30.)  man  nämlich  die  in  irgend  einem  solchen  Knotenpunkte  zusammenstossen- 
den  Ströme,  und  unterscheidet  man  einerseits  die  daselbst  ein  fliessen- 
den, andererseits  die  von  dem  Punkte  fort  fliessenden  Ströme,  so  ist 
die  Summe  der  in  den  erstem  vorhandenen  A's  stets  ebenso  gross,  tvie 
die  Summe  der  in  den  letztern  vorhandenen  A's. 

Beweis  des  vierten  Satzes.  —  Es  sei  a  irgend  einer  jener  unver- 
zweigten Ströme  o^ ,  a.^,  .  .  .  c^,.  Ferner  seien  X,  X'  irgend  zwei  Punkte 
seines  linJcen,  und  q,  q'  die  gegenüberliegenden  Punkte  des  recliten  Ufers: 

k  X' 


Q  Q' 

Alsdann  ist  nach  (28.) : 

n' 

(ß.)  F{q')-^  F{q)  =  Jcpdz     [©], 

wobei  die  Infcegrationscurven  innerhalb  ©  ad  libitum  zu  wählen  sind.  Dem- 
gemäss  kann  man  z.  B.  die  Curve  X  .  .  .  X'  mit  der  linken,  ebenso  die  Curve 
Q  .  .  .  q'  mit  der  rechten  Uferlinie  von  c  zusammenfallen  lassen.  Thut 
man  aber  dies,  so  werden  die  beiden  Integrale  unter  einander  identisch; 
denn  cp  und  z  sind  nicht  nur  auf  ©,  sondern  auch  auf  91  selber  überall 
eindeutig,  und  besitzen  also  in  je  zwei  zu  beiden  Ufern  von  a  einander 
gegenüberliegenden  Punkten  einerlei  Werthe.  Demgemäss  ergiebt  sich  aus 
(«.),  iß.)  sofort: 

(y.)  F(X')  -  F{X)  =  F{q')  -F{g), 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(d\)  F{X')  -  F(q')  =  F{X)  -  F{q).  Q.  e.  d. 

Beweis  des  fünften  Satzes.  —  Wir  betrachten  der  Einfachheit  willen 

zuvörderst  einen  Knotenpunkt  ccßy,   in  welchem  nur  drei  der  Ströme  a^, 

02,  ...  G    zusammenstossen.    Diese  drei  mögen  mit  c,  <»',  a"  und  die  zu- 
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gehörigen  A's  mit  A,  A',  A"   bezeichnet  soin.    Nehmen  wir  überdies    an, 
dass  <T  nach  der  Stelle  «ßy  /unfliesst,  biugegeu  c',  a"  von  aßy  /'o/<fliessen : 


O  —> 


so  ergeben  sich   [zufolge  des  schon  bewiesenen  Satzes  ('29.)]  die  Formeln: 

A    =  F{X)     -F{Q   )  =  F{a)  -  Fiß), 

(f.)  A'   =  F{X')    -  F{q')  =  F{y)  -  F(ß), 

A"  =  F(r')  -  FiQ")  =  F{a)  -  F{y). 

Deun  die  Ströme  a,  a',  a"  sind  unendlich  schmal  zu  denken;  sodass  also 
die  drei  Punkte  a,  ß,  y  einander  unendlich  nahe  liegen,  mithin  z.  B.  y 
und  ß  als  zwei  Punkte  augesehen  werden  dürfen,  die,  ebenso  wie  l'  und  q', 
zu  beiden  Ufern  des  Stromes  a'  einander  gerade  gegenüber  liegen.  Aus  den 
Formeln  (f.)  folgt  nun  aber  sofort: 

(d\)  A  =  A'  +  A".  Q.  e.  d. 

Dass  man  den  Satz  in  analoger  Weise  auch  für  solche  Knotenpunkte  zu 
beweisen  im  Stande  ist,  in  denen  beliebig  viele  der  Ströme  e, ,  tr^,  ...  ff,, 
mit  einander  zusammenstossen,  bedarf  kaum  der  Erwähnung. 

§  5. 
Das  Abel'sche  Integral  erster  Gattung. 

Ist  g)  =  q){z)  auf  der  gegebenen  Riemanu'schen  Kugelfläche 
regulär,  d.  i,  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig,  so  lieisst  das 
Integral 

F  =  ((p  dz 

ein  Abel'sches  Integral  [vgl.  die  Definition  pg.  198].  Ist  nun  ins- 
besondere die  Function  cp  von  solcher  Beschaö'enheit,  dass  F  auf  9t 
gar  keine  Unendlichkeitspunkte  hat,  so  heisst  das  Integral  ein  Abel- 
sches  Integral  erster  Gattung  [vgl.  {»g.  205]. 

Gleichzeitig  aber  wird  alsdann  den  im  vorhergehenden  Para- 
graph an  (S  gestellten  Bedingungen  (24.)  Genüge  geschehen  durch 
jeden  beliebigen  einfach  zusammenhängenden  Theil  der  Fläche  91, 
also  z,  B.  auch  Genüge  geschehen,  wenn  man  für  9i  diejenige  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  Süabc  nimmt,  in  welche  91  durch  die 
Riemann'schen  Schnitte 
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«i;   «2.   ('-6,    ■  •  •   ^'in 

bi,  h.2,  h^,  .  .  .   hj,, 

^2)     ^3?     •    •    •     ^P} 

sich  verwandelt  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  185].    Man  gelaugt  somit, 
auf  Grund  der  im  vorhergehenden  Paragraph  aufgestellten  fünf  8ätze, 
zu  folgendem  Resultat: 
Repräsentirt 

F  =  Jq)  dz 

ein  Ähel'sches  Integral  erster  Gattung,  besitzt  mithin  das  unbestimmte 
Integral  F  auf  ^  gar  keine  UnendlichkeitspunJite ,  so  wird  die  durch 
die  Formel 

(^1-)  F(z)=fcpdz     mau] 

definirte  Function  F{z)  auf  der  Flüche  9ft„/,c  überall  eindeutig  und 
stetig  sein.   Ueberdies  wird  alsdann  diese  Function  F(z)  in  den  Schnitten 

ö j ,  a.^,  a^,  .  .  .  ttp, 

bi,  h,  b^,  .  .  .  bp, 

Cg,    C3,    ...     Cp, 

mit  con stauten  Biffere}izen  behaftet  sein;  ivas  angcdeufet  sein  mag 
durch  die  Formeln: 

längs  tty.:  F{X)  —  F(q)  =  Ay., 
(31a.)  längs  by/.  F{X)  -  F(q)  =  B,, 

längs  cy.'.  F{X)  —  F(q)  =  Cy.  =  0. 

Diese  drei  Formeln  bedürfen  aber  noch  eines  genauo'en  Beweises.  Nament- 
lich wird  dabei  auch  darsuthun  sein,  dass  die  Constante  Cy.  in  der  letz- 
ten Formel  stets  =  0  ist. 

Der  Beweis  ergiebt  sich  sehr  leicht,  falls  man  nur  die  geometrische 
Configuration  der  Schnitte  a,  b,  c  sich  vergegenwärtigt  [vgl.  namentlich 
die  Figur  pg.  184].  Der  Schnitt  a^  besitzt  nämlich  [wie  jene  Figur  zeigt] 
nur  einen  Knotenpunkt.  Dieser  wird  hervorgebracht  durch  das  Zusammen- 
treffen von  ff,  mit  b^,  und  mag  daher  mit  (rt, ,  fc,)  bezeichnet  sein.  Der 
Schnitt  Oj  repräsentirt  also  eine  einzige  unverzweigte  Schnittstrecke,  die 
von  diesem  Knotenpunkt  (a, ,  fc,)  ausgeht  und  schliesslich  wieder  in  den- 
selben zurückkehrt. 

Der  Schnitt  &,  hingegen  besitzt  zwei  Knotenpunkte  (b^ ,  aj  und  (6, ,  c.^), 
und  besteht  also  aus  zwei  unverzweigten  Schnittstrecken,  welche  b/  und 
öj"  heissen  mögen  [vgl.  die  folgende  Figur]. 

Endlich  repräsentirt  der  Schnitt  c^  nur  eine  unverzweigte  Schnitt- 
strecke, welche  vom  Knotenpunkt  (c^,  b^)  fortläuft  zumKnotenpunkt  (c._,,  a.^). 
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(«.) 


iß: 


liezeichuet  man  nun  die  diesen  unverzweigten  Strecken : 
«, ,    b^',    6,",    c, 
entsprechenden  Differenzen  der  Function  F{::)  respective  mit: 

J,,    i>\',    7^,",    C,, 
so   sind   J., ,   B,',   Z>\",    C^    lauter   Constnnten  [nach  (29.)].      Auch   werden 
zwischen   diesen    Constanten   [zufolge   des   Knoteupuuktgesetzes   (30.)]    die 
Relationen  stattfinden: 

woraus  sofort  folgt: 

B,'  =  b;', 

C,  =0. 

Bezeichnet  man  also 
dengemeinschaftlichen 
Werth  der  Constanten 
B^'  und  jBj"  kurzweg 
mit  JBj ,  so  werden  die 
Differenzen  von  F(z) 
in  den  Schnitten 


[zufolge  ((?.)]  respective  dargestellt  sein  durch 

A,    B,,    0, 
wo  ./4j  und  i?j   Constanten  sind. 

Analoges  ei-giebt  sich  nun,  wenn  man  in  entsprechender  Weise  weiter- 
geht, zunächst  für  a.^,  b.^,  c^,  sodann  für  «j,  ^3,  c^,  hierauf  für  a^,  b^,  c^ 
u.  s.  w.  —  Q.  e.  d. 

Da  nun  also  die  Cy.  sämmtlich  ==  0  sind,  mithin  zu  beiden 
Ufern  des  Schnittes  Cy.  (x  ==  2,  3,  .  .  .  p)  gleiche  Werthe  der  Function 
F{z)  sich  vorfinden,  so  wird  die  Function  -F(^)  nicht  nur  auf  'iRaijc, 
sondern  auch  auf  füab  eindeutig  und  stetig  sein.  Dabei  ist  unter 
'Siao  diejenige  Fläche  zu  verstehen,  in  welche  91  bloss  durch  Aus- 
führunir  der  Schnitte 


a,,  a,,  «3, 


flp: 


(32.) 


&,,  h.^,  h,  .  .  .  hj, 

sich   verwandelt  [wie   solches   schon  früher  festgesetzt   wurde,   vgl. 
die  Bemerkung  pg.  185]. 

Auch  übersieht  man  leicht,  dass  diese  durch  die  Formel 

z 

F{z)=Jcpch     [9t„/,J 
definirte  Function  F{z),  weil  sie  eben  zu  beiden  Ufern  der  Schnitte 
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Cy.  (x  ^=  2 ,  3 ,  .  .  .  2')  einerlei  Werthe  hat,  völlig  ungeündert  dieselhc 
bleiben  wird,  einerlei,  ob  man  der  in  (32.)  angegebenen  Integra- 
tionscurve  z^^  .  .  .  s  eine  Ueberschreitung  der  Schnitte  Cy.  (wie  bisher) 
verbietet,  oder  aber  gestattet.  Mit  andern  Worten:  Die  durch  die 
Formel  (32.)  definirte  Function  F{z)  wird  völlig  iingeändcrt  bleiben, 
wenn  man  in  jener  Formel  die  Note  [Sfta/.c]  durch  ['Siab]  ersetzt. 
Demgemäss  kann  man  den  vorhergehenden  Satz  (31.)  auch  so  aus- 
drücken: 

Theorem.   —  Bejtrüsentirt 

F  =^  jq)  ds 
ein  Abel' aches  Integral  er ster  Gattung,  so  tvird  die  durek  die  Formel 

z 

(33.)  F(2)=fg>dß     [Ma,\ 

-0 

definirte  Function  F{z)  auf  der  Fläche  Süah  überall  eindeutig  und 
stetig  sein. 

Mit  andern  Worten:  Sie  ivird  anf  der  unversehrten  Fläche  SU 
üherall  eindeutig  und  stetig  sein,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Curven 
tty,  by.  {k  ^  \,  2 ,  .  .  .  p).  Ueberdies  wird  sie  in  diesen  Curveti  mit 
Constanten  Di/ferensen  behaftet  sein: 

längs  ay-.  F{X)  —  F{q)  =  Ay, 

längs  by.:  F(X)  —  F{q)  =  By. 

Zwischen  diesen  vorläufig  ganz  unbeTiannten  Constanten  Ay,  By  findet 
ührigens,  wie  später'  gezeigt  iverden  soll,  eine  geivisse  gegenseitige  Be- 
ziehung statt. 

Die  in  dem  vorstehenden  Theorem  angegebenen  Eigenschaften 
des  Integrals  erster  Gattung  sind  charalUeristischer  Natur.  In  der 
That  wird  jedwede  mit  diesen  Eigenschaften  behaftete  Function  ein 
Integral  erster  Gattung  repräsentiren.  Um  diese  Behauptung  ge- 
nauer zu  formuliren  und  zugleich  zu  beweisen,  stellen  wir  uns  fol- 
gende Aufgabe: 

Auf  der  gegebenen  Fläche  9fl  sei  irgend  eine  unbekannte  Func- 
tion f{z)  ausgebreitet,  von  welcher  indessen  vorausgesetzt  werden 
soll,  dass  sie  aufSi,  mit  Ausnahme  der  Curven  ay,by  {x  =  1,2, . .  .p), 
(34.)  eindeutig  und  stetig,  und  in  jenen  Curven  mit  irgend  welchen  con- 
stanten  Differenzen  behaftet  ist.  Auf  Grund  dieser  wenigen  An- 
gaben soll  die  Beschaffenheit  der  Function  f(z)  näher  untersucht 
werden. 
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Nach  unserer  Voraussetzung  ist  f{/)  auf  der  Fläche  '^„,,  aus- 
nahmslos eindeutig  und  stetig.  Demgemäss  ist  [Satz  pg.  124]  der 
Diff'ermtialquoticnt: 

auf  S^ab  eindeutig  und  bis  auf  einzelne  Pole  stetig.  Diese  Eigen- 
schaften aber  wird  der  Ditferentialquotient  offenbar  nicht  nur  auf 
Ot„/,,  sondern  auch  auf  9t  selber  besitzen;  denn  die  constanten  Dif- 
ferenzen, mit  denen  f{z)  in  den  Curven  a«,  &x  behaftet  ist,  ver- 
schwinden bei  Ausführung  der  Differentiation.  Der  in  Rede  stehende 
Ditferentialquotient  f  {z)  ist  also  auf  9?  eindeutig  und  bis  auf  ein- 
zelne Pole  stetig.  Oder  kürzer  ausgedrückt:  Er  ist  eine  auf  91  raju- 
läre  Function.  Demgemäss  wird  f{z)  selber: 
(34  a.)  f(^2^  ^  ß'^^yig 

zu  bezeichnen  sein  als  das  Integral  einer  auf  91  regulären  Function, 
d.  i.  als  ein  Ahel'sches  Integral  [vgl.  die  Definition  pg.  198]. 

Nach  unserer  Voraussetzung  (34.)  ist  nun  aber  die  Function 
/'(^)  auf  'Stab  überall  stetig,  mithin  auf  'Stab  und  ebenso  auch  auf  9t 
selber  überall  endlich.  Das  in  Rede  stehende  Abel'sche  Integral  (34  a.) 
ist  daher  als  ein  solches  zu  bezeichnen,  welches  auf  9t  gar  keine  Un- 
eudlichkeitspunkte  besitzt,  mithin  zu  bezeichnen  als  ein  Abel'sches 
Integral  erster  Gattung.    [Vgl.  die  Definition  pg.  205.] 

Jedwede  den  Voraussetzungen  (34.)  entsprechende  Function  f{z) 
ist  also  ein  Ahel'sches  Integral  erster  Gattung,  —  ein  Satz,  der  die 
Unikehrung  des  vorhergehenden  Satzes  (33.)  repräsentirt.  Durch  Zu- 
sammenstellung beider  Sätze,  des  directen  und  des  umgekehrten, 
gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Jedwedes  der  gegebenen  Fläche  9t  entsprechende  Äbel- 
sche -Integral  erster  Gattung  repräsentirt,  hei  gehöriger  Einschrän- 
(35.)  Icung  seiner  Integrationscurve ,  eine  Fioiction  von  z,  die  auf  der  Fläclie 
9t,  his  auf  die  Curven  a^,  hy.  (x  =  \,  2,  .  . .  p),  eindeutig  und  ste- 
tig, in  jenen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet  ist. 
(36.)  Und  umgekehrt:  Jedwede  Function  f(z),  tvelche  auf^  diese  Eigen- 

schaften besitzt,  ist  ein  AheVsches  Integral  erster  Gattung. 

§  6. 
Das  elementare  Abel'sche  Integral  zweiter  Gattung. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  die  auf  9t  reguläre  Function  (p  =  (p{z) 
sei  von  solcher  Beschaö'enheit.  dass  das  Integral 
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F  =f(p  dz 

ein  elementares  Abel'sches  Integral  zweiter  Gattung  repräsentirt. 
Alsdann  besitzt  das  unbestimmte  Integral  F  auf  der  Fläche  91  im 
Ganzen  nur  einen  Unendliehkeitspunkt,  und  zwar  einen  polaren  Un- 
endlichkeitspunkt erster  Ordnung.  Auch  wird  sich  der  Werth  von 
F  im  Bereich  dieses  Punktes,  falls  man  denselben  mit  c,  und  sein 
Bereich  mit  U(c,  z)  respective  %{y,  ^)  bezeichnet,  folgendermassen 
darstellen  lassen: 

l^"^-)  F  =  y— \-  (eind.  stetige  Funct.  von  2;); 

[vgl.  die  Definitionen  auf  pg.  206]. 

Die  in  (24.)  pg.  210  an  @  gestellten  Anforderungen  werden 
üöenbar  für  das  gegenwärtige  F  vollständig  erfüllt  sein,  falls  man 
für  ©  einen  ganz  beliebigen  einfach  zusammenhängenden  Theil  der 
Fläche  9^  nimmt.  Und  hieraus  folgt,  dass  jene  Anforderungen  auch 
dann  erfüllt  sind,  wenn  man  für  @  die  Fläche  '^„bc  nimmt.  Dem- 
gemäss  gelangt  man,  auf  Grund  der  fünf  Sätze  pg.  210 — 213,  und 
genau  in  derselben  Weise  operirend  wie  im  vorhergehenden  Para- 
graph, zu  folgendem  Satz: 

Theorem.  —  Repräsentirt 

F  =  f(pdz 

ein  elementares  Abel'sches  Integral  zweiter  Gattung  mit  dem  Un- 
endlichlieitspunlvt  c,  so  ivird  die  durch  die  Formel 

(38.)  '       F{z)=jcpdz     [%.j;\ 

-0 

definirte  Function  F  (z)  auf  der  unversehrten  FläcJie'Si,  mit  Ausnahme 
eines  in  c  liegenden  Poles  und  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  by. 
{a  =  1,  2,  .  . .  p),  eindeutig  und  stetig  sein.  Im  Bereich  \X(c,z) 
oder  %iy,  l)  jenes  Poles  c  ivird  sie  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

(39.)  F{ß)  =  ^— 1-  (eind.  stetige  Funct.  von  ^). 

Und  andererseits  ivird  sie  in  den  Curven  ay.,  by  mit  constanten  Dif- 
ferenzen behaftet  sein: 

/^^jx  längs  tty.:  F(X)  —  F{q)  =  Ay, 

längs  by:  F{X)  —  F{q)  =  By. 
Die  Formel  (39.)  folgt  nämlich   ohne  Weiteres  aus  (37.),  falls 
man   nur   die   einfachen  Betrachtungen  auf  pg.  210   sich   vergegen- 
wärtigt. 
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Auch  dieses  Theorem  ist  umJcehrhar  durch  Betrachtuuuen,  die 
deueu  iui  vorhergehenden  Paragraph  völlig  analog  sind.  Mau  ge- 
langt in  solcher  Weise,  wenn  mau  beide  Sätze,  den  directen  und 
den  umgekehrten,  zusammenstellt,  zu  folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Jedwedes  der  gegebenen  FläeJie  9?  entsprechende  ele- 
(41.)  mcntarc  Ähd'sche  Integral  ztveiter  Gattung  repräseyitirt,  hei  gehö- 
riger Einschrünliung  seiner  Integrationscurve ,  eine  Function  von  z, 

ivelche  aufiR  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  eines  Poles 
c  erster  Ordnung  und  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  hy  (x  =  1,  2, .  .  .ji), 

Kelche  ferner  im  Bet-eieh  U  (c,  ^)  oder  51  (y,  ^)  des  Poles  c  den 
Werth  hat: 

TT^ [-  (eindeut.  stetige  Fuuct.  von  t), 

und  welche  endlieh  in  den  Curven  a^,  hy.  {k  =  \,  2,  . .  .  p)  mit 
Constanten  Differenzen  hchaftet  ist. 

Und  umgekehrt:  Jedivcde  Function  f{z),  ivclche  auf  9f{  die  eben 
(42.)  genannten  Eigenschaften  besitzt,  ist  ein  elementares  Ahel'seJies  Integral 
zweiter  Gattung. 

§  7. 

Das  elementare  Abelsche  Integral  dritter  Gattung. 

Die  auf  Üt  reguläre  Function  (p  =  q)(s)  sei  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  das  Integral 

F=  J(p  dz 

ein  elementares  Abel'sches  Integral  dritter  Gattung  repräsentirt. 
Alsdann  besitzt  das  unbestimmte  Integral  F  auf  der  Fläche  9i  im 
Ganzen  nur  zivei,  und  zwar  rein  logarithmisclie  Unendlichkeitspunkte, 
welche  c^  und  c.^  heissen  mögen.  Auch  wird  alsdann  der  Werth  von 
F  in  den  Bereichen  \X^{c^,  z),  Vi.>(c.>,  z)  respective  ^^iy^,  l),  ^-^iy-z,  t) 
dieser  Punkte  darstellbar  sein  durch  die  Formeln 

F  =  —  log  (t,  —  y^  -\-  (eindeut.  stet.  Funct.  von  i;), 
F  =  -{-  log  {t,  —  y^)  +  (eindeut.  stet.  Funct.  von  S); 

[vgl.  die  Definitionen  auf  p.  206].  Demgemäss  ergiebt  sich  [zufolge 
des  Satzes  (9.)  pg.  200]: 


(43.) 


(44.) 


r     dF=  f    cpdz=  —2ni, 
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Wollen  wir  nun  das  gecrenwärtige  Integral  dritter  Gattuno;  in 
ähnlicher  Weise  behandeln,  wie  in  den  vorhergehenden  Paragraphen 
die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  so  müssen  wir  zuvörderst 
die  fünf  Sätze  pg.  210 — 213  auf  das  gegenwärtige  Integral  F 
und  die  Fläche  9i  anwendbar  zu  machen  suchen.  Zu  diesem  Zwecke 
aber  wird  es  erforderlich  sein,  die  Fläche  ffi  wieder  in  9fl„«c  zu  ver- 
wandeln, und  überdies  die  beiden  Unendlichkeitspunkte  Cj  und  c.^ 
durch  geeignete  Schnitte  abzutrennen. 

Dabei  mag  der  Bequemlichkeit  willen  zuvörderst  angenommen 
sein,  dass  Cj  und  Cg  gewöhnliche  Punkte  (keine  Windungspunkte)  sind. 
Wir  construiren  alsdann  auf  der  Fläche  9?«/,c  einen  von  c,  über  c^ 
bis  zu  irgend  einem  Randpunkte  d  der  Fläche  laufenden  schmalen 
Flächenstreifen,  welcher  bei  c^  und  c.j  kleine  kreisförmige  Erwei- 
terungen besitzt,  bezeichnen  die  von  q  nach  Cg  und  von  c.^  nach  d 
gehenden  Theile  dieses  Streifens  respective  mit  l  und  ni,  und  das 
nach  Absonderung  des  Streifens  (l  -{■  m)  noch  übrig  bleibende  Stück 
der  Fläche  'Siahc  mit 

(45.)  ^abclm- 

Diese  Fläche  ist  offenbar  (ebenso  wie  'tÜahc)  eine  einfach  zusammen- 
hängende. Auch  besitzt  das  vorgelegte  Integral  F  auf  dieser  Fläche 
gar  keine  Unendlichkeitspunkte. 

Die  früher  in  (24.)  pg.  210  an  @  gestellten  Anforderungen  sind 
daher  vollständig  erfüllt,  wenn  man  für  ©  diese  neue  Fläche  ^ahcim 
nimmt.  Auf  Grund  der  dortigen  fünf  Sätze  pg.  210 — 213  gelangt 
man  daher,  wie  leicht  zu  übersehen,  zu  folgendem  Satz: 

Beprisentirt 

F=  f(pdz 

ein  elementares  ÄbeVsches  Integral  dritter  Gattung  mit  den  hciden 
Unendlichkeits2nmkten  c^  und  C:,,  so  ivird  die  durch  die  Formel 

definirte  Function  F{z)  auf  der  Fläche  ^ohcim  üheraJl  eindeutig  und 
stetig  sein.  Ueherdies  wird  alsdann  diese  Function  F{z)  in  den 
Schnitten"^) 


*)  Es  wird  kein  Missverständniss  hervorbringen,  dass  der  Buchstabe  c  hier 
in  verschiedenen  Bedeutungen  gehraucht  ist,  nämlich  einerseits  zur  Bezeich- 
nung der  beiden  Unendlichkeitspunkte,  und  andererseits  zur  Bezeichnung  der 
Schnitte  c.^,  c^^  .  .  .  Cp. 


ooo 
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«1,  rt,.,  «3,  .  .  .  ap, 
h,,  h.>,  h.„  .  .  .  hp, 

^•>}  '^a '  •  •  •    ^pj 
und  ebenso  auch  in  den  Schnitten 

l  und  1)1 
mit  Constanten   Differenjaen  behaftet  sein,   iras  amfedeidet   sein   mag 
durch  die  Formeln: 

längs  ttyi  F(X)  —  F{q)  =  A^, 
längs  b^:  F(X)  —  F(q)  =  B,, 
(47.)  längs  c,:  F{X)  -  F{q)  =  C,  ==  0, 

lä}igs  l:  F{1)  —  F{q)  =  L, 
längs  m:  F{1)  —  F{q)  =  M. 
Dass  nämlich  Ay.,  By,  Cy.,  L,  M  wirklich  Constanten,  und  dass 
insbesondere  die  Cy  sämnitlich  =  0  sind,  ergiebt  sich  in  genau  der- 
selben Weise,  wie  Analoges  früher  bei  dem  Satz  pg.  215  bewiesen 
Avurde.  Ueberhaupt  ist  der  gegenwärtige  Satz,  seiner  Ableitung  und 
seinem  Inhalt  nach,  mit  jenem  früheren  Satz  völlig  parallel. 

Um  die  Werthe  der  Constanten  L,  M  näher  zu  bestimmen,  be- 
merken wir  zuvörderst,  dass  die  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche 
F{z)  in  irgend  zwei  Punkten  2^  und  z.,  der  Fläche  '^abcim  besitzt, 
darstellbar  ist  durch  die  Formel 

(48.)  F{z^)  —  F{z,)  =  Jcp  dz    [9i„ oci ,«] , 

-i 
[vgl.  (28.)  pg.  211J,  wo  die  Integrationscurve  Zy  .  .  .  z.,  innerhalb  der 
Fläche  9t„/,c,„i  _7>c?m  &e?2>&^ew  Lauf  nehmen  darf.    Die  folgende  Figur 
mag   nun    die   beiden   Unendlichkeitspunkte   Cj,   c,   und    den    Schnitt 


(/  -|-  *'0  uiit  seinen  beiden  kreisförmigen  Erweiterungen  vergegen- 
wärtigen. Dabei  bezeichne  die  Linie  ss  einen  kleinen  Theil  der 
Randcurve  von  SRa/-:-  Betrachtet  man  die  um  Cj  beschriebene  kleine 
Kreisfläche  als  das  Bereich  U^  dieses  Punktes  Cj,  so  erliält  man: 
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(49.)  J    cpch  =J(päz, 

die  Integration  von  a  aus  [in  der  Richtung  des  angegebenen  Pfeiles] 
längs  der  Kreisperipherie  fortlaufend  gedacht  bis  zum  Punkte  h.  Diese 
Integrationscurve  a  .  .  .h  bleibt  also  ihrem  ganzen  Laufe  nach  inner- 
halb der  Fläche  ^ai.cim,  oder  vielmehr  am  Bande  derselben.  Zufolge 
(48.)  hat  daher  das  Integral  (49.)  rechter  Hand  den  Werth 

F{h)  -  F{ay, 
sodass  man  erhält: 

(50.)  f^cpdz==-[Fia)~F{b)]. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  was  das  Bereich  U^,  des  Punk- 
tes c.)  betrifit,  die  Formel: 

[i  d 

(51-)  J    (pdz  =  f(p  dz  +  JV  ^?-; 

die  Integrationen  längs  der  Kreisperipherie  hinerstreckt  gedacht  von 
a  nach  ß  und  von  y  nach  8  [in  der  Richtung  der  in  der  Figur  an- 
gegebenen Pfeile].  Zufolge  (48.)  sind  aber  die  in  (51.)  rechter 
Hand  stehenden  Integrale 

=  F{ß)  —  F{a),  respective  =  F{d)  —  F{y); 
sodass  man  erhält: 

J^<p  dz  =  Fiß)  -  Fia)  +  F(d)  -  F{y), 
oder,  was  dasselbe  ist: 
(52.)  J^  9>  <f^  =  [F{ß)  -  F{y)-\  -  \F{a)  -  F{Ö)\. 

Beachtet  man  jetzt  die  Bedeutungen  der  Constanten  L,  M  (47.), 
so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Figur  sofort: 

[F{a)  -  F{h)-\  =  [F{ß)  -  F{y)-\  =  L, 

[F{a)  -  F{6)\  =  M, 
sodass  also  die  Formeln  (50.),  (52.)  die  Gestalt  annehmen; 

(53.)  /' 

/    w  dz  =  ^  L  —  M. 

Hieraus  aber  folgt  weiter,  falls  man  für  die  Integrale  linker  Hand 
ihre  Werthe  (44.)  substituirt: 

(54.)  -  -'^'  =  -  ^' 

4-  2;r^  =  +  L  —  i)/5 


224  Neuntes  Capitel. 

sodass  man  also  schliesslich  erhält: 

(äö.)  L  =  2ni     und     J/=0. 

Da  nun  [nach  (47.)  und  (55.)]  sämmtliche  Cy.  (x  =  2,  3,  .  .  .  j)) 
und  ebenso  auch  M  Null  sind,  mithin  die  Werthe  der  Function  F{z) 
zu  beiden  Ufern  der  Schnitte  Cx  (x  =  2,  3,  .  .  .  ;))  und  ni  einander 
fllcich  sind,  so  wird  diese  Function  F{ß)  nicht  nur  auf  '^ahcinn  ^'^w- 
dcrn  auch  auf  SÜahi  eindeutig  und  stetig  sein.  Dabei  haben  wir  von 
der  letztgenannten  Fläche 
(56.)  "Sia.l 

eine  deutliche  und  einfache  Vorstellung.  Denn  sie  entsteht  aus  der 
hel'annten  Fläche  %,/,  durch  Ausführung  des  von  c^  nach  d,  laufen- 
den Schnittes  l  und  durch  Abscheidung  zweier  kleinen  um  c^  und 
c._,  beschriebenen  Kreisflächen. 

Gleichzeitig  lässt  sich  übrigens  die  durch  die  Formel  (46.): 

(57.)  F{z)==ftpdz     [9^a.cn.] 

gegebene  Definition  der  Function  F{s)  ebenfalls  vereinfachen.  Da 
nämlich  F{z)  zu  beiden  Ufern  der  Schnitte  c^  (jf  =  2,  3, .  .  .^)  und 
m  einerlei  Werthe  hat,  so  wird  diese  Function  F{z),  wie  man  so- 
fort übersieht,  ungeändert  dieselbe  bleiben,  falls  man  in  ihrer  Defi- 
nitionsformel (57.)  die  Note  \%abcim\  durch  [^abi\  ersetzt. 

Mit  Rücksicht  auf  all"  diese  Betrachtungen,  namentlich  auch 
mit  Rücksicht  auf  (55.),  können  wir  nun  schliesslich  dem  vorher- 
gehenden Satze  (46.),  (47.)  folgende  einfachere  Gestalt  geben: 

Reiyräsentirt 

F  =  f(p  dB 

ein  elementares  AheVsches  Integral  dritter  Gattung  mit  den  beiden 
Unendlichkeitspunhten  Cj  und  c.,,  so  ivird  die  durch  die  Formel 

(58.)  F{z)=Jcpdz     [%,oi\ 

-0 

definirte  Function  F(z)  innerhalb  der  Fläche  9\„/,/  überall  eindeutig 
und  stetig  sein,  überdies  aber  in  den  Schnitten  a^,  b^  [x  =  \,2, . .  .j)) 
und  l  mit  consfanten  Differenzen  behaftet  sein: 

längs  ay.:  F{1)  —  F{q)  =  Ay, 
(59.)  längs  hyi  F{X)  -  F{q)  =  By, 

längs    l:  F{X)  —  F{q)  =  27ii. 
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Die  Flüche  %i/,i  besitzt  [vgl.  (56.)]  bei  c^  und  c.^  kleine  kreisförmige 
Oeffnungen.  Lässt  man  die  Radien  dieser  Oeffnungen  kleiner  und 
kleiner  werden,  so  wird  der  vorstehende  Satz  dabei  ungeändert  in 
Kraft  bleiben.  Eine  solche  weiter  und  weiter  fortschreitende  Ver- 
kleinerung der  genannten  Oeffnungen  wird  den  Effect  haben,  dass 
die  in  der  Definitionsforniel  (58.)  auftretende  Integrationscurve 
Sq  .  .  .  2  alsdann  näher  und  näher  an  die  Punkte  c^  und  c^  heran- 
zukommen, also  in  die  Bereiche  U^  und  U^  dieser  Punkte  c^  und  c^ 
tiefer  und  tiefer  einzudringen  vermag. 

Die  Werthe  aber,  die  in  solcher  Weise  für  die  Function  F(0) 
in  jenen  Bereichen  U^  und  Ujj  sich  ergeben,  können  von  den  dor- 
tigen Werthen  des  unhestimmten  Integrals  F  (43.): 

/^^  V  F=  —  log  (^  —  fi)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  ^) 

F=  -\-\og{^  —  ^2)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  g) 

nur  durch  irgend  welche  additiven  Constanten  verschieden  sein;  wie 
solches  aus  einem  früheren  Satz  [(23.)  pg.  210]  sofort  sich  ergiebt. 

Der  letzte  Satz  (58.)  gewinnt  daher,  falls  man  die  in  Rede 
stehenden  kreisförmigen  Oeffnungen  der  Fläche  'iRaoi  unendlich  Mein 
werden  lässt,  folgende  Gestalt: 

Theorem.  —  Mepräsentirt 

F  =f(pd2 

ein  elementares  AheVsches  Integral  dritter  Gattung  mit  den  heiden 
Unendlichkeitspunkten  c^  und  c^,  und  denlä  man  sich  in  der  gegebenen 
Fläche  'Siah  irgend  welchen  von  c^  nach  c^  laufenden  Schnitt  l  ausge- 
führt, und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit  '^abi  hezeichnet,  so  wird 
die  durch  die  Formel 

(Gl.)  F{z)  =  f<pd0     man] 

defnirte  Function  F{z)  auf  der  unversehrten  Fläclie  SU,  mit  Ausnahme 
der  Punkte  Cj,  C2,  ferner  init  Ausnahme  der  Curven  ax,hy.(x  =  l,2,..,p) 
und  der  Curve  l,   eindeutig   und  stetig  sein.     In   den   Bereichen 

^li^i}^))  '^2(^2)^)  oder  '^liyi,^),  '^2(.'y2>0  ^^^^'  Funkte  c^,  Cg  tvird 
diese  Function  darstellbar  sein  respective  durch  die  Formeln: 

F{z)  =  —  log  {t,  —  Yi)  -\-  (eind.  stet.  Funct.  von  ^), 
F{z)  =  +  log  (g  —  y^)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  ^). 

Andererseits  unrd  dieselbe  in  den  Curven  a^,  b^  (x  =  1,2,  .  .  .p)  und 
l  mit  Constanten  Differenzen  behaftet  sein: 

Neu  mann,  Abel'sche  Integrale.    2.  Aufl.  15 


(62.) 
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Jängs  Oyi  F{k)  —  F{q)  =  A^, 
(G3).  längs  K :  F{X)  —  F{q)  =  B,, 

längs    /  :  F{X)  —  F(q)  =  27ti. 

Dabei  sind,  tvas  die  letzte  Formel  betrifft,  das  linke  und  rechte  Ufer 
des  Schnittes  l  in  völlig  bestimmte}'  Weise  definirt.  Denn  nach  unserer 
Festsetzung  soll  der  Schnitt  l  von  c^  nach  c,  laufen. 

Ergänzung.  —  Der  vorstehende  Satz  ist  bisher  eigentlich  erst  für 
den  Fall  bewiesen  worden ,  dass  c,  und  c.  geivöhnUche  Punkte  (keine  Win- 
dungspunkte) sind. 

Sind  fj ,  c,  Wiudungspunkte  der  Fläche  9t ,  etwa  c^  ein  fünfblättriger, 
und  Cj  ein  zehnblättriger  Windungspunkt  [also  der  eine  von  der  vierten, 
der  andere  von  der  neunten  Ordnung],  so  kann  man  zunächst  diese  beiden 
Punkte  von  der  Fläche  St,,,,^  absondern  durch  zwei  Rückkehrschnitte,  von 
denen  der  eine  das  Bereich  U,  des  Puuktes  q ,  der  andere  das  Bereich  llj 
des  Punktes  c,  umläuft;  sodass  also  diese  Schnitte  respective  fünf  und 
zehn  volle  Umgänge  machen,  bevor  jeder  derselben  in  sich  zurückläuft. 
Das  nach  Absonderung  dieser  Bereiche  Ui  und  U^,  noch  übrig  bleibende 
Stück  3i*a(,c  ^^^'  Fläche  Si^j^  besitzt  alsdann  im  Ganzen  drei  Randcurven. 
Zwei  derselben  sind  dargestellt  durch  die  genannten  beiden  Rückkehr- 
schnitte; sie  mögen  Sj  und  &,  heissen;  während  die  dritte  Randcurve  iden- 
tisch ist  mit  der  ursprünglichen  Randcurve  s  der  Fläche  'St^,,^. 

Man  construire  jetzt  in  der  Fläche  3t*„,,£.  zwei  Querschnitte,  von  denen 
der  erste  l  von  irgend  einem  Punkte  der  Randcurve  Sj  zu  irgend  einem 
Punkte  der  Randcurve  s,^  hinläuft;  während  der  andere  in  irgend  zwei 
Punkte  der  Curven  s._.  und  s  mit  einander  verbindet. 

Bezeichnet  man  nun  die  neue  Fläche,  in  welche  3t*, ^^  durch  Aus- 
führung dieser  beiden  Schnitte  7,  m  sich  verwandelt,  mit 

80  kann  man  auf  diese  letztere  Fläche  Schritt  für  Schritt  genau  dieselben 
Betrachtungen  anwenden,  welche  vorhin  [als  c, ,  c^  gewöhnliche  Punkte 
waren]  auf  die  damalige  Fläche  SJ^j^cJm  angewendet  wurden.  In  solcher 
Weise  überzeugt  man  sich  dann  leicht  davon,  dasB  der  vorstehende  Satz 
(61.),  (62.),  (63.)  ganz  allgemein  gültig  ist,  einerlei,  ob  c, ,  c.^  gewöhnliche 
Punkte  oder  Windungspunkte  vorstellen. 

Das  gefundene  Theorem  (61.),  (62.),  (63.)  ist  wiederum  um- 
kehrbar, und  zwar  durch  Betrachtungen,  die  denen  auf  pg.  217,  218 
analog  sind.  Man  gelangt  in  solcher  Weise,  falls  man  schliesslich 
beide  Sätze,  den  directen  und  umgekehrten  zusammenstellt,  zu 
folgendem  Resultat: 

Theorem.  —  Jedwedes  der  gegebenen  Fläche  9fl  entsprechende  ele- 
(64.)  mentare  Äbel'sche  Integral  dritter  Gattung  repräsentirt,  bei  gehö- 
riger Einschränkung  seiner  Integrationscurve,  eine  Function  von  z, 
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icelche  auf  91  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  sivcier 
Punkte  Ol  und  c^,  einer  von  q  nach  c^  laufenden  Linie  l  und  der 
Curven  üy.,  by  (x  =  1,2 ,  .  .  .p), 

ivelche  ferner  in  den  Bereichen  Vii(Ci,z),  UgCca,;?)  oder  2t, (^i,  t), 
^.y^y^f  ^)  (^^'  Punkte  Cj,  c.^  die   Werthe  besitzt: 

—  log  (§  —  Yi)  -\-  (eiud.  stet.  Fuuct.  von  ^), 
+  log  (^  —  y.2)  -\-  (eind.  stet.  Fuuct.  von  t) , 

und  welche  endlich  längs  der  Linie  l  mit  der  constanten  Dif- 
ferenz 2ni,  und  längs  der  Curven  ay.,  by.  (x  =  1,  2, . .  .2))  ebenfalls 
mit  constanten  Differenzen  behaftet  ist. 

Und  umgekelirt :  Jedivede  Function  f(z),  welche  auf  91  die  ge- 
(G5.)  nanntoi  drei  Eigenschaften  besitzt,  ist  ein  elementares  Abel'sches  Inte- 
gral dritter  Gattung. 

§  8. 
Das  allgemeine  AbePsclie  Integral. 
Das  allgemeine  Abel'sche  Integral 
(1.)  F=f(pd0 

besitzt  auf  der  gegebenen  Fläche' 91  beliebig  viele  Unendlichkeits- 
puukte.     Von  diesen  mögen  die  polaren  mit 

(2.)  c',  c",  c'"  .  .  .  d^\ 

andererseits  aber  die  logaritlimischen  oder  logarithmisch-polaren  mit 

(3.)  q,  C2,  C3,  .  .  .  cj 

bezeichnet  werden.  Alsdann  findet  bekanntlich  zwischen  den  den 
Punkten  c^^,  c.>,  c^,  .  .  .  Cj  entsprechenden  Logarithmus-Coefficienten 
Ai,  A^,  A3,  ...  tKj  die  Relation  statt: 

(4.)  A,  +  A,  +  A3  +  .  .  .  A^  =  0  [vgl.  (19  a.)  pg.  204]. 

Dieses  allgemeine  Abel'sche  Integral  kann  nun  in  analoge)'  Weise 
behandelt  werden,  wie  das  Integral  erster  Gattung  und  die  elemen- 
taren Integrale  zweiter  und  dritter  Gattung.  Wir  können  uns  dem- 
geraäss  hier  beschränken  auf  eine  kurze  Andeutung  der  in  solcher 
Weise  sich  ergebenden  Resultate. 

Man  führe  in  der  Fläche  9t„/,  einen  von  q  über  Cg,  Cg  u.  s.  w. 
bis  Cj  fortlaufenden  Schnitt  l  aus  und  bezeichne  die  in  solcher  Weise 

15* 
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sich  ergebende  neue  Fläche  mit  'Siaoi-  Alsdann  wird  dio  durch  die 
Formel 

(5.)  Fig)=f<pfh  m,„.c\ 

definirte  Function  F(si)  auf  der  unversehrten  Fläche  fR,  mit  Aus- 
nahme der  Punkte  c^,  c^,  c^,  .  .  .  Cj,  ferner  mit  Ausnahme  der  Linie  / 
und  der  Curven  Oy.,  hy.  {x  =  1,2, ..  .p),  eindeutig  und  stetig  sein. 

Bezeichnet  man  irgend  eine)i  unter  den  Punkten  Ci,  c^jC.^, . .  .  Cj 
kurzweg  mit  c,  so  wird  diese  Function  F(ß)  im  Bereich  Vi(c,  z)  oder 
%{}>,  ^  dieses  Punktes  c  darstellbar  sein  durch  eine  Formel  von  der 
Gestalt: 

l  +  (eindeut.  stet.  Function  von  2;)  j 

wo  A  und  B^^),  B<'-^,  .  .  .  B^'')  Constanten  sind.  Und  zwar  repräsen- 
tirt  das  A  der  Reihe  nach  die  schon  in  (4.)  erwähnten  Constanten 
Aj,  Ag,  A3,  .  .  .  Ay,  je  nachdem  der  betrachtete  Punkt  c  identisch  ist 
mit  q,  c,,  Cg,  .  .  .  Cj. 

Ferner  gelten,  wenn  man  die  von  den  Punkten  e^,  c^,  c^,  . . .  Cj 
interceptirten  einzelnen  Strecken  der  Curve  l  mit  l^^,  l^^,  l^^, .  .  .  Ij—i^j 
bezeichnet,  die  Formeln: 

längs     l^:     F{X)  —  F{q)  =  —  2ni  ^^, 

FiX)  -  F(q)  =  -  2Jti{^,  -^  /\.^, 
F{1)  -  F(q)  =  -  27ti{\  +  A,  +  A3), 


längs     ^23 
(7.)       längs     ?24 


längs  lj-t,j:  F{1)  —  F(q)  =  -  27ti{A,  +  A,  +  A3  +  .  .  .  A,_i), 

wo  wiederum  die  A's  dieselben  Constanten  sind,  wie  in  (4.). 

Endlich  wird  die  Function  F{0)  mit  constanten  Differenzen  auch 
in  den  Curven  «x,  &x  (jc  =  1,  2,  .  .  .  ^j)  behaftet  sein: 

längs  tty.:  F{1)  —  F{q)  =  Äy, 
längs  by:  F{k)  -  F{q)  =  By. 

Bemüht  man  sich,  all'  diese  Eigenschaften  des  Integrals  (1.) 
in  möglichst  einfacher  Weise  zusammenzufassen,  so  gelangt  man  zu 
folgendem 

Theorem.  —  Jedwedes  der  gegebenen  Fläche  'tu  entsprechende 
(9.)  ÄbeVsclw  Integral  repräsentirt,  bei  gehöriger  Einschränkung  seiner  Inte- 
grationscurve,  eine  Function  von  z, 


(8.) 
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welche  cmfiR  eindeuti(j  tind  stetig  ist,  mit  Ausnahme  einzelner 
PunJcte  und  Linien, 

ivelche  ferner  in  jedem  solchen  Äusnahmepunltt  entweder  eine  po- 
lare, oder  eine  logarithmische,  oder  eine  logarithmisch-polare 
Unstetigkeit  besitzt, 

und  ivelclie  endlich  in  jeder  Ausnahmelinie  mit  einer  constanten 
Differenz  behaftet  ist. 

Und  umgekehrt:  Jedicede  Function  f(z),  welche  auf  ^  die  ge- 
(\0.)  nannten  drei  Eigenschaften  besitzt,  ist  ein  AbeVsches  Integral.  —  Die 
Betraclitungen ,  welche  vom  direeten  Satze  aus  zu  diesem  umge- 
kehrten Satze  hinleiten,  sind  analog  mit  den  früheren  Betrachtungen 
pg.  217,  218. 

Beispiel.  —  Repräsentirt  f  =  f{z)  eine  auf  9i  regtdäre  Function,  und 
bezeichnet  man  die  Pole  und  Nullpunkte  dieser  Function  f  promiscue  in 
irgend  welcher  Reihenfolge  mit  Cj ,  c:, ,  C3 ,  .  .  .  Cj,  ferner  die  dortigen  Ord- 
nungszahlen von  f  mit  ftj ,  fij ,  (U.3 ,  .  .  .  fiy,  so  besitzt  bekanntlich  [Satz  (^.) 
pg.  205]  das  Integral 

(a.)  F  =  f'^  =  Jd  log  f 

auf  der  Fläche  3t  nur  rein  logarithmische  Unendlichkeitspunkte.  Auch  sind 
diese  Punkte  [zufolge  jenes  Satzes]  identisch  mit  q ,  c, ,  C3 ,  .  .  .  Cj,  und 
die  diesen  Punkten  entsprechenden  Logarithmus -Coefficienten  des  Inte- 
grals F  identisch  mit  (Ltj ,  yi.^,  ftj ,  ...  {ij. 

Will  man  also  die  Betrachtungen  des  gegenwärtigen  Paragraphs  auf 
dieses  Integral  F  (a.)  in  Anwendung  bringen,  so  hat  man  zuvörderst  in 
der  Fläche  31^^  einen  von  Cj  über  c^,  Cg  etc.  bis  Cj  laufenden  Schnitt  l 
auszuführen,  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit  Si^^^  zu  bezeichnen. 
Alsdann  wird  die  durch  die  Formel 

(b.)  Fiz)=ß^=fd\ogf    [3i,,,] 

-0  ^o 

definirte  Function  F{z)  auf  der  unversehrten  Fläche  31  eindeutig  und  stetig 
sein,  mit  Ausnahme  der  Punkte  Cj ,  c, ,  Cg,  ...  Cj,  femer  mit  Ausnahme 
der  Curve  ?,  endlich  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  &^(/c  =  1,  2,  .  .  ._/;). 

Ferner  wird   diese  Function  im  Bereich  U{c.,  z)  oder  2l(y.,  ^)  eines 
jeden  Punktes  c.  {j  =  1,  2,  3,  .  .  .  J)  darstellbar  sein  durch  die  Formel 
(c.)  F  (2)  =  (i^  log  ( J  —  yß  +  (eindeut.  stet.  Funct.  von  S)- 

Bezeichnet  man  femer  die  von  den  Punkten  Cj ,  c^ ,  C3 ,  .  .  .  c^  inter- 
ceptirten  einzelnen   Strecken   der  Curve  l  mit  ^12»  ^23»  hti  ■  •  •  h—iji   ^^ 
werden  die  Formeln  gelten: 
längs     ?i^:       F{1)  —  F{q)  =  —  27ti  (ij^, 
längs     723=      F{1)  —  F(q)  =  —  27ii  [(i^  -i- 112), 
(d.)  längs     ?3,:       F{X)  -  F(o)  =  -  2ni  {a,  -\- (i,  +  (i,), 

• 

längs  lj_ij:  F{X)  -  F{q)  =  —  2;rj  {(i,  -j-  fi^  +  ."3  •  •  •  +  i^y_i)- 


(e.) 


230  Neuutes  Capitel. 

Da  ferner  die  Function  F{z)  [zufolge  (b.)]  im  gegenwärtigen  Fall  die 
Form  besitzt: 

log  A^)  —  log/(2o), 

also  z.  B.  in  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Schnittes  a^  einander  gegenüber 
liegenden  Punkten  z  Werthe  haben  muss,  die  sich  nur  um  ein  ganzes  Viel- 
faches von  2  711  unterscheiden  können,  so  werden  die  in  (8.)  aufgeführten 
Constanten  J.^  im  gegenwärtigen  Fall  ganze  Vielfache  von  ini  sein.  Ana- 
loges gilt  von  den  B^.  Und  wir  erhalten  also  für  die  Schnitte  a^,,  h^ 
(x  =  1,  2,  .  .  .  ;p)  die  Formeln: 

längs  «^:  F{X)  —  F(q)  =  2  7ii  M.^  , 

längs  h^:   F{X)  -  F{q)  =  2:r/  X^  , 
wo  die  Jf^,  N^  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Etwas  einfacher  gestalten  sich  diese  durch  (b.),  (c),  (d.),  (e.)  darge- 
stellten Sätze,  wenn  die  Pole  und  Nullpunkte  der  gegebenen  Function 
f  =  f{z)  sämmtlich  erster  Ordnung  sind.  Alsdann  ist  [Satz  pg.  107] 
die  Anzahl  der  Pole  ebenso  gross  wie  die  der  Nullpunkte,  mithin  J  eine 
gerade  Zahl;  sodass  man  also  die  Pole  mit 

^1  )    ^3  >   ^5  5    •  •  •    ^2  A' —  1  > 

andererseits  die  Nullpunkte  mit 

C2  ,  C4 ,   Cß ,   .  .  .   Cg  j^- 

bezeichnen  kann.    Und  gleichzeitig  ist  alsdann: 

f  1  =  fi3  =  f^s  =  •  •  •  =  f^2A--i  =  —  1' 
und 

f^2  =  ."4  =  fo  =  •■  •  =  f^2A-  =4-1- 
Demgemäss  verwandeln  sich  die  rechten  Seiten  der  Formeln  (d.)  alternirend 
in  2ni  und   0;    sodass  also   F{z)  längs  der  Strecken   Zj,,  Zsi,  l^g  etc.  die 
Differenz  2Tti,  und  längs  der  Strecken  7.23,  l^r,,  lg-  etc.  gar  keine  DiSerenz 
besitzt.     Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Es  sei  f  =  f{z)  eine  auf  91  reguläre  Function,  deren  Pole  und  Null- 
punkte sämmtlich  erster  Ordnung  sind.    Die  Pole  seien  bezeichnet  mit 

^1  )   ^3  »    ''5  )  •  ■  •  ^2  A' —  1 ' 

andererseits  die  Nullpunkte  mit 

Cj  ,  C4  ,   Cg  ,  .  .  .  ^2  A'  • 

Construirt  man  nun  in  der  Fläche  31^^  einen  von  c^  nach  C2  laufenden 
Schnitt  /,„,  sodann  einen  von  Cg  nach  c^  laufenden  Schnitt  l^^  etc.,  end- 
lich einen  von  C2j^_i  nach  c^j^  laufenden  Schnitt  I^k—x  2K^  ^*^^  bezeich- 
net man  die  Fläche  3^^^  nach  Ausführung  dieser  K  Schnitte  mit 

^«6«..'34-./2A:-1,2ä' 

so  wird  die  durch  die  Formel 

z  z 

■So  »«0 

definirte  Function  F{z)  auf  der  unversehrten  Fläche  91  eindeutig  und 
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stetig  sein  mit  Ausnahme  der  Funkte  q ,  c^,  c^,  .  .  .  c.^^,  der  Linien  Z,^ , 
':;4)  •  •  •  'iA'—i  2A'  "***''  '^^''  Kurven  a^,  ft^  (x  ^  1,  2,  .  .  .  p). 

Ferner  u-ird  diese  Function  F{z)   im  Bereich  U(c.,  z)  oder  %{y.,  ^) 
eines  jeden   Punktes  c.  (.;'  =  1,  2,  3,  .  .  .  2Ä')  darstellbar  sein  durch  die 
Formel: 
(C.)  F{z)  =  (ij  log  (J  —  yß  4-  (eindeut.  stet.  Funct.  von  J), 

wo  (*■:  =  —  1  oder  =  +  1  ist,  jenachdem  c,  zu  den  Polen  oder  Nullpunk- 
ten von  f  gehört.  Endlich  wird  diese  Function  in  den  Curven  l^^,  l^^  etc. 
tmd  a^,  6j,  mit  constanten  Differenzen  behaftet  sein: 

( längs       /i 2 :         F{1)  —  F(q)  =  2iii, 
(D.)  \  längs       l^^:         F{X)  —  F{q)  =  2ni, 


(E.) 


längs  Zj^._j^  ^^.c  F{X)  —  F{g)  =  27ti, 

(längs  a^:  F{X)  —  F{q)  =  2ni  M.^, 
[längs  b^ :  Fß)  —  F{q)  =  2ni  X.^, 

wo  die  M.^,  N.^  (x  =  1,  2,  .  .  .p)  nicht  näher  bekannte  ganze  Zahlen 
vorstellen. 

Zweites  Beispiel.  —  In  älmliclier  Weise  ergeben  sich  andere,  zum 
Theil  noch  einfachere  Sätze,  so  z.  B.  folgender: 

Es  sei  (3  irgend  ein  einfach  zusammenhängender  Theil  der  ge- 
gebenen Fläche  9t.  Ferner  sei  f{z)  eine  auf  <B  reguläre  Function^  die  auf 
(3  nur  einen  Pol:  Cj,  und  nur  einen  Nullpunkt:  c^  besitzt.  Auch  seien 
der  Pol  Cj  und  der  Nullpunkt  c^  beide  elementarer  Natur  d.  i.  erster 
Ordnung. 

Zieht  man  nun  innerhalb  <B  irgend  einen  von  Cj  nach  c.^  laufenden 
Schnitt  l,  wnd  bezeichnet  die  Fläche  (3  nach  Ausführung  dieses  Schnittes 
mit  ©^,  so  wird  die  durch  die  Formel 

(F.)  F^^=r-M  ^®'^ 

deßnirte  Function  F{z)  aiif  ©  eindeutig  und  stetig  sein,  mit  Ausnahme 
der  Punkte  c^,  c.^  und  der  Linie  l. 

Und  zwar  wird  dieselbe  im  Bereich  U(c.,  z)  oder  3l(y.,  J)  des  Pv/nk- 
tes  c.  {j  =  \,2)  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 
(G.)  F{z)  =  (—  ly  log  {l  —  yp  +  (eind.  stet.  Funct.  von  J), 

und  längs  der  von  c^  nach  Cj   laufenden  Linie  l  mit  der  constanten  Diffe- 
renz 2ni  behaftet  sein: 
(H.)  längs  l:  F{X)  —  F{q)  =  2ni. 

Schlnssbemerknng.  —  In  diesem  ganzen  Capitel  ist  zwischen  F  und 
F{z)  unterschieden  worden.  Denn  während  F  das  unbestimmte  Litegral 
vorstellt,  repräsentirt  andererseits  F{z)  diejenige  eindeutige  Function,  in 
welche  das  Curven- Integral  durch  geeignete  Beschränkung  seiner  Integra- 
tionscurve  sich  verwandelt. 


Zehntes  Oapitel. 

Aiiweiiduug  der  Riemanirschen  Existenz -Theoreme 
zni*  Untersnclmng  der  Abel'sclieu  Integrale. 

§  1. 

Aufstellung  einiger  Hülfssätze. 

Die  Function  f  =  f{z)  sei  auf  irgend  einem  Theil  @  einer  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  chidentig  und  stetig.     Ferner  repräsentire 

(A.)  f=f{^=U-\-iV 

die  Gestalt,  welche  f  annimmt  durch  Sonderung  des  Reellen  und 
Imaginären.  Solches  festgesetzt,  wird  das  positiv  über  den  Rand 
von  (S  erstreckte  Integral 

falls  man  @  in  kleine  Stücke  Ui,  U^,  .  .  .  U,^  zerlegt,  folgender- 
massen  darstellbar  sein: 

(B.)  f^üdr=f^ud7+f^Udr+. . .  +  f^Udv, 

oder,  falls  man  jene  Stücke  in  ihre  natürlichen  Zustände  %i,%^,  .  .  .%q 
versetzt,  auch  folgendermassen: 

(c.)         r  udr=  f  udv-\- f  udv-{- ...  -j-  f  Udv, 

die  Integrationen  positiv  erstreckt  gedacht  über  den  Rand  einer  jeden 
Fläche  \Xy.  respective  %y.. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  nun  die  Function  /=  U -\- iV 
auf  ©,  mithin  auch  auf  Uz,  und  also  auch  auf  St^  eindeutig  und 
stetig.    Hieraus  aber  folgt  [Satz  pg.  27],  dass  das  Integral 

f    UdV 

stets  positiv  oder  Nidl  ist,  und  überdies,  dass  ein  Nullsein  des  Inte- 
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grals  nur  dann  stattfinden  kann,  wenn  /'  auf  %>;,  mitbin  auch  auf 
Ux  consfant  ist.  Demgemäss  führt  die  Formel  (C.)  zu  folgendem  Satz : 
Ist  die  Function  f{z)  =  U  -\-  iV  auf  irgend  einem  TJicil  ©  einer 
lUcmann' sehen  Kugcl/läcJic  '^  eindeutig  und  stetig,  so  tvird  das  in 
positiver  llichtung  über  den  Hand  von  @  erstrecJde  Integral 

(D.)  J^UdV 

stets  positiv  oder  Null  sein.  Und  zwar  wird  ein  Nullsein  dieses 
Integrals  nur  dann  eintreten  Jcönncn,  ivenn  jene  Function  f{/)  auf  © 
allenthalben  constant  ist. 

Entspricht  nun  die  Function  f{ß)  den  Voraussetzungen  der  Ein- 
deutigkeit und  Stetigkeit  auf  der  ganzen  Riemann'schen  Kugelfläche  01, 
so  kann  man,  bei  Anwendung  des  vorstehenden  Satzes,  den  Theil  © 
grösser  und  grösser  werden  lassen,  bis  er  schliesslich  in  9^1  übergeht.  In 
diesem  Augenblick  verschwindet  alsdann  die  Randcurve  von  ©  und 
mit  ihr  zugleich  auch  der  Werth  des  Integrals  (D.).  Und  aus  diesem 
Verschwinden  oder  Nullsein  des  Integrals  ergiebt  sich  alsdann,  auf 
Grund  des  vorstehenden  Satzes,  sofort,  dass  f{z)  auf  9ft  allenthalben 
constant  sein  muss.  Also  der  Zusatz: 
(E.)  Ist  die  Function  f(z)  auf  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  'tR  über- 

all eindeutig  und  stetig,  so  tvird  sie  eine  Constante  sein. 

Dies  ist  der  schon  früher  [pg.  118]  gefundene  Satz.  Wir  haben 
jetzt  aber  die  Mittel  in  Händen,  um  denselben  bedeutend  zu  ver- 
allgemeinern. 

Es  sei  Sa  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Kugelfläche. 
Wir  führen  in  derselben  irgend  welchen  Rückkehrschnitt  6  aus, 
und  denken  uns  eine  auf  9^1  ausgebreitete  Function 

(F.)  f=f{^,)=U-^iV 

gegeben,  welche  auf  dem  linken  Ufer  von  a  um  eine  gegebene  Con- 
stante C  =  (A  -\-  iE)  grösser  als  auf  dem  rechten  ist.  Sind  also 
A  und  Q  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  einander 
gegenüberliegende  Funkte,  so  soll  sein: 

m  -  f{Q)  =  c, 

(G.)  TJ{1)-U{q)  =  A, 

F(A)-F(p)=J5. 

Verschiebt  man  die  beiden  einander  gegenüberliegenden  Funkte  A, 
Q  unendlich  wenig  in  der  Richtung  des  Schnittes  6,  bis  sie  nach 
A',  q'  gelangen,  so  erhält  man  in  gleicher  Weise: 
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fin-  t\9')-c,  ^    ^, 

(H.)  U{X')  —  UiQ')  =  A,  ^->g 

also,  falls  man  die  Formeln  (G.),  (H.)  vou  einander  subtrahirt: 
(I.)  dUiX)=^dU(Q), 

dV{l)  =  dV(Q), 

wo  die  Differentiale  der  Verschiebung  AA'  respective  qq'  entsprechen. 
Wir  nehmen  jetzt  au,  die  Function  /'(^)  =  U  -\-  iV  sei,  abge- 
sehen von  ihrer  in  ß  vorhandenen  constanten  Differenz  (',  im  Uebrigen 
auf  der  Fläche  9t  überall  eindeutig  und  stetig.  Oder  mit  andern 
Worten:  Wir  nehmen  an,  dass  die  Function  diese  Eigenschaften 
der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  ohne  irgend  welche  Ausnahme  auf 
derjenigen  Fläche  9ta  besitzt,  welche  aus  üt  selber  durch  Ausfüh- 
rung des  Schnittes  0  entstanden  ist.  Zufolge  des  Satzes  (D.)  wird 
alsdann  das  positiv  über  den  Rand  von  9i(,   erstreckte  Integral 

'ff 

stets  positiv  oder  Nidl  sein,  und  den  Wertli  Null  imr  dann  haben 
können,  wenn  f{ß)  auf  Üic  überall  constant  ist. 

Will  man  aber  den  Rand  von  ^a  positiv  umlaufen,  so  hat  man 
die  beiden  Ufer  von  6,  und  zwar  das  linlie  Ufer  stromohvärts ,  das 
rechte  stromaiifivärts  zu  durchwandern  [vgl.  pg.  173].  Demgemäss 
nimmt  das  Integral  (K.)  die  Gestalt  an: 

/^   UdV  =  JlJ{X)dV{X)-JU{Q)dV{Q), 

wo  rechter  Hand  beide  Integrationen  stromahtvärts ,  d.  i.  in  der  Rich- 
tung von  0  zu  erstrecken  sind.  Demgemäss  sind  die  beiden  Diffe- 
rentiale dV(X)  und  dV(Q)  als  Abbreviaturen  für  [F(A')  —  F(A)] 
und  [V{q')  —  V(q)\  anzusehen,  mithin  nach  (I.)  einander  gleich. 
Man  erhält  also: 

/^  UdV  =  fjUß)-  U{Q)]dVil), 

oder  mit  Rücksicht  auf  (G.): 
(L.)  S^lldV=AjdV(X), 

oder  schliesslich,  weil  0  eine  geschlossene  Curve  ist: 

(M.)  Sv<iy-*>- 
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Aus  dem  NiiUsein  dieses  Integrals  ergiebt  sich  [zufolge  des 
Satzes  (D.)]  sofort,  dass  /'(^)  auf  9t„  constant  ist.  Möglicherweise 
indessen  kann  9i  durch  den  Schnitt  0  in  zwei  getrennte  Stücke  ffi' 
und  91"  zerfallen;  sodass  alsdann  unter  'tRa  das  System  dieser  bei- 
den Flächen  9t',  9i"  zu  verstehen  sein  würde.  In  diesem  Fall  würde 
aus  dem  Nullsein  des  Integrals  (M.)  der  Schluss  zu  ziehen  sein,  dass 
die  Function  [(2)  auf  91'  einen  constanten,  und  auf  91"  ebenfalls, 
aber  vielleicht  einen  andern  constanten  Werth  hat.    Also  der  Satz: 

Es  sei  91  eine  beliebig  gegebene  Ricmami' sehe  Kugelfläche,  und  a 
irgend  eine  auf  91  gezeichnete,  in  sich  mrücklaufende  Curve.  Ist  nun 
von  einer  Function  f(z)  beJcannt,  dass  sie,  mit  Ausnahme  der  Curve  6, 
(N-)  ««/"9t  überall  eindeutig  und  stetig,  längs  jener  Curve  aber  mit  irgend 
welcher  constanten  Werthdifferenz  behaftet  ist;  —  so  folgt  hieraus, 
dass  die  Function  eine  Constante,  respective  ein  System  von  zivei 
Constanten  ist. 

Man  kann  diesen  Satz  [zufolge  seiner  Ableitung]  sofort  auf  be- 
liebig viele  Curven  ausdehnen,  falls  nur  dieselben  einander  nicht 
schneiden;  und  erhält  so  den  allgemeinern  Satz: 

Sind  auf  91  beliebig  viele,  einander  nicht  schneidende  geschlossene 
Curven  0,  0',  0",  ...  gegeben,  und  ist  von  einer  Fmlction  f(ß)  beJcannt, 
(0.)  dass  sie,  abgesehen  von  diesen  Curven,  auf  91  eindeutig  und  stetig, 
und  dass  sie  längs  jeder  solchen  Curve  mit  irgend  welcher  constanten 
Werthdifferens  behaftet  ist;  —  so  folgt  hieraus^  dass  die  Function  eine 
Constante,  respective  ein  System  von  Constanten  ist. 

Unter  Umständen  gilt  übrigens  dieser  Satz  auch  dann  noch, 
wenn  die  Curven  6,  a',  ö",  .  .  .  einander  schneiden.  Bezeiclmet  man 
nämlich  die  durch  Ausführung  dieser  Curven  oder  Schnitte  entste- 
hende Fläche  mit  ^aa'a"...,  so  erhält  man  analog  mit  (L.): 

(P.)  /  UdV=  ÄjdV(X)  +  Ä'  f  dVik)-\-..., 

falls  man  nämlich  unter  C  ==  {Ä  -\-  iB),  C  =  {A'  -\-  iB'),  .  .  .  die 
den  einzelneu  Curven  (3,6',.  .  .  entsprechenden  constanten  Differen- 
zen versteht. 

In  dieser  Formel  (P.)  sind  jetzt  die  Integrale  rechter  Hand 
nicht  mehr  Null.  So  wird  z.  B.  das  erste  dieser  Integrale,  falls  a 
nur  von  der  Curve  g'  und  auch  von  dieser  nur  einmal  geschnitten 
wird,  den  Werth  +  B'  haben.  U.  s.  w.  Wie  dem  auch  sei,  —  jeden- 
falls wird  die  Formel  (P.),  falls  man  annimmt,  dass  A,  A',  A",  . . . 
sämmtlich  =  0,  mithin  C,  C,  C"  .  .  .  sämmtlich  rein  imaginär  seien, 
die  Gestalt  annehmen: 
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(Q.)  /  UdV=0- 

'^'■o  a'  o"  ... 

woraus   alsdann   wiederum   folgt,   dass  f{z)   auf  9too'a"...   coustaut, 
respective  ein  System  von  Constanten  ist. 

Schneiden  also  die  Curvcn  ö,  6',  a'\  .  . .  einander,  so  ivird  der 
(Iv.)  vorhergeJiende  Satz  (0.)  trotzdem  noch  gelten,  falls  mir  feststeht,  dass 
die  diesen  Curven  entsprechenden  constanten  Differenzen  sütnmtlich  rein 
imaginär  sind. 

Und  hieraus  folgt  weiter,  dass  der  Satz  für  einander  schneidende 
(S.)  Curven  auch  dann  gilt,  ivenn  jene  Differenzen  säinmtlich  reell  sind. 
Denn  hat  z.  B.  f{z)  lauter  reelle  Differenzen,  so  wird  die  Function 
if{z)  lauter  rein  imaginäre  Differenzen  besitzen.    U.  s.  w. 

Der  Satz  (0.)  gilt  für  jedwedes  auf  91  gezogene  Curvensystem 
(5,  (?',  (?",  .  .  .  ,  falls  nur  die  einzelnen  Curven  einander  nicht  schnei- 
den, und  ist  daher  z.  B.  ohne  Weiteres  anwendbar  auf  die  Kie- 
mann'schen  Curven  a^,  a.^,  ...  a^.  Er  lautet  alsdann  folgender- 
massen: 

Eine  Function  f{z),  tvelche  auf  der  gegebenen  Fläche  9t,  ahge- 
(1.)  sehen  von  den  Curven  a^,  a.2,  .  .  .  ap^  eindeutig  und  stetig,  in  diesen 
Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet  ist,   ivird  notlnven- 
diger   Weise  eine  Constante  sein. 

Desgleichen  kann  man  jenen  Satz  (0.)  auf  die  Riemann'schen 
Curven  b^,  b^,  .  .  .  bp  anwenden,  mithin  sagen: 

Eine  Function  f{z),  die  aufSk,  abgesehen  von  den  Curven  b^,  b^, 
(2.)  ...bp,  eindeutig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit  constanten 
Differenzen  behaftet  ist,  niuss  nothtvendig  eine  Constante  sein. 

Andererseits  aber  wird  der  Satz  (R.),  (S.)  anwendbar  sein  auf 
alle  22)  Curven  «j,  «2;  •  •  •  ö^jj?  &i5  &2>  •  •  •  ^p  zusammengenommen;  und 
alsdann  folgendermassen  lauten: 

Eine  Function  f(z),  die  aufiR,  abgesehen  von  den  Curven  «j,  «2» 

. .  .üp,  b^,  b.2,  . .  .bp,  eindeidig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit 

(3.)  constanten  Differenzen  belmftet  ist,  wird  eine  Constante  sein,  falls 

jene  Differenzen  entweder  sämmtlich  reell,  oder  aber  sämmtlich  rein 

imaginär  sind. 

§  2. 

Vorläufige  Bemerkungen  über  das  Dirichlet'sche  Minimum-Princip 
und  die  Riemann'schen  Existenz-Theoreme. 

Soll  irgend  eine  Riemann'sche  Kugelfläche  construirt  werden, 
so  kann  man  über  die  Anzahl  ihrer  Blätter,  sowie  über  die  Anzahl, 
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Lage  und  Beschaffeuheit  ihrer  Uebergangsliuien  und  Wiudungspiiukte 
in  ivülhürUclicr  Weise  disponiren. 

Eine  solche  tvillkürlich  construirte  Hiemann' scJie  Kugelfläche  mag 
gegeben  sein;  sie  soll  die  feste  und  unveränderliche  Basis  hilden 
(4.)  für  unsere  weiteren  Betrachtungen.  Die  Fläche  seiher  mag  mit  9?,  und 
der  Grad  ihres  Zusammenhanges  mit  2j}  bezeichnet  sein.  Auch  mögen 
auf  ihr  die  Biemann  sehen  Curven  oder  Schnitte  a^,  %?  •  •  •  ^p^  ^i?  ^2; 
.  .  .hp  eonstruirt  gedacht  werden. 

Will  man  nun  von  Functionen  q){z),  die  auf  dieser  Fläche  9i 
regulär  sind,  respective  von  den  Integralen  solcher  Functionen  spre- 
chen, so  erhebt  sich  zuvörderst  die  Frage,  ob  derartige  Functionen 
und  Integrale  wirklich  existiren.  Diese  Frage  ist  bejahend  zu  be- 
antworten, wie  solches  im  gegenwärtigen  Capitel,  auf  Grund  des 
Dirichlef  sehen  Minitmim-Princips ,  oder  (besser  ausgedrückt)  auf  Grund 
der  von  Bieniann  aus  jenem  Minimum-Frincip  abstrahirten  Existenz- 
Theoreme,  gezeigt  werden  soll"). 

Und  zwar  wird  sich  in  dieser  Weise  ergeben,  dass  unendlich 
viele  auf  SR  reguläre  Functionen  g){s;)  existiren.  Solches  constatirt, 
entsteht  alsdann  der  Wunsch,  diese  unendlich  vielen  Functionen 
(p{z),  sowie  die  zugehörigen  Integrale 

F  =  f(p{z)dz 

durch  irgend  welche  Mittel  zu  individualisiren.  Mit  andern  Worten: 
Es  entsteht  die  Aufgabe,  jedwedes  individuelle  qp  oder  F  kenntlich 
zu  machen,  also  Bedingungen  zu  entdecken,  die  zur  Bestimmung 
eines  solchen  individuellen  <p  oder  F  ausreichend  sind.  —  Auch  zur 
Absolvirung  dieser  Aufgabe  werden  jene  Biemann' sehen  Existenz- 
TJieoreme  die  erforderlichen  Mittel  darbieten. 

Jene  Theoreme  sind,  wie  schon  bemerkt  wurde,  von  Riemanu 
aus  einem  gewissen  Minimum -Princip  abgeleitet  worden**).  Und 
wenn  auch  diese  Methode  der  Ableitung,  bei  dem  heutigen  Stand- 
punkte der  Wissenschaft,   nur  als   eine  mangelhafte,   höchstens   als 


*)  Jenes  Minimum-Princip,  welches  Dirichlet  in  seinen  Vorlesungen  über 
die  dem  umgekehrten  Quadrat  der  Entfernung  proportionalen  Kräfte  anzu- 
wenden pflegte,  verdankt  übrigens  seinen  Ursprung  wahrscheinlich  einem  ähn- 
lichen Gedanken  von  Gauss  [vgl.  Gauss  Ges.  Werke  Bd.  5,  pg.  232  —  35  und 
überdies  auch  Biemann's  Ges.  Werke  pg.  90]. 

**)  Die  Art  und  Weise  dieser  Ableitung  ist  von  mir  näher  exponirt  wor- 
den in  meiner  kleineu  Schrift:  Das  Dirichlef  sehe  Princip,  in  seiner  Anwen- 
dung auf  die  Biemann'' selten  Flüchen.     Leipzig,  bei  Teubner,  1865. 
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eine  divinatorischc  Methode  an/Aiseheu  ist,  so  wird  man  trotzdem 
die  Richtigkeit  der  Theoreme  selber  nicht  zu  bezweifeln  wagen.  In 
der  That  bin  ich  der  Ansicht,  dass  man  jene  Theoreme  in  völlig 
strenger  Art  zu  beweisen  im  Stande  ist  mittels  der  von  mir  ent- 
deckten Methode  des  arifhmetischrn  Mittels,  und  unter  Zuhülfenjihme 
gewisser  ebenfalls  von  mir  angegebener  comhlual arischen  Met/iodenj'). 
Wie  dem  auch  sei,  —  jedenfalls  werde  ich  die  in  Rede  stehen- 
den Riemann'schen  Theoreme  im  Folgenden  als  corrcct  voraussetzen. 
Ich  werde  dieselben,  ohne  auf  ihren  Beweis  einzugehen,  rein  histo- 
risch mittheilen  und  dieselben  sodann  zur  Basis  meiner  weitem  Be- 
trachtungen nehmen, 

§  3. 
Historische  Mittheilung  der  Riemann'schen  Existenz-Theoreme. 

Denkt  man  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  9i  (4.)  eine  Func- 
tion f{z)  ausgebreitet,  die  in  den  Curven  ay.,  by.  (x  =  1,2,..,^))  mit 
irgend  welchen  Differenzen  behaftet  ist,  so  soll  unter  einer  solchen 
Differenz  stets  diejenige  Quantität  verstanden  werden,  um  welche 
die  Function  am  tinlen  Ufer  grösser  als  am  rechten  ist.  Nimmt 
man  nun  an,  jene  Curven  a^,  hy.  (x  =  1,2,  ..  .p)  seien  auf  der  Fläche 
9t  in  bestimmter  Weise  festgesetzt,  so  gilt  nach  Riemann  folgen- 
der Satz: 

Erstes  Existenz- Theorem.    —   Es  existirt  stets  eine  Function 
f{d),  welche  den  beiden  Bedingiingen  genügt: 
(5.)  I.    f{ß)  soll  auf  Sa,  abgesehen  von  den  2p  Curven  ay,  by,  ein- 

deutig und  stetig  sein. 

II.  f  (z)  soll  in  jenen  Curven  ay,  by  mit  constanten  Differenzen 
behaftet  sein,  deren  reelle  Theile  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Aus   diesem  Theorem   ergiebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  (36.)  pg.  218, 
sofort  die  Existenz  der  Aberschen  Integrale  erster  Gattung. 

Wir  markiren  jetzt  auf  der  Fläche  91  einen  beliebigen  Punkt 
c,  und  bezeichnen  das  Bereich  dieses  Punktes  mit  \X{c,  z)  oder 
%  (y,  £;).     Innerhalb  dieses  Bereiches  wird  alsdann  die  Function 

r(^)  =  --^,  (i\r=  1,2,3,...) 


t)  Diese  Methode  des  arithmetischen  Mittels,  sowie  die  in  Rede  stehenden 
combinatorischen  Methoden  sind  von  mir  kurz  angedeutet  worden  in  den  Be- 
richten der  Kgl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  (21.  April  und  31.  Oct.  1870),  sowie  auch 
in  den  Math.  Annalen  (Bd.  11,  pg.  558);  sodann  aber  ausführlicher  publicirt 
in  meinem  Werke  über  das  Logarithmische  und  Newton' sehe  Potential,  Leip- 
zig, bei  Teubner,  1877. 
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eindeutig  und  stetig  sein,  bis  auf  einen  in  c,  respective  y  liegenden 
Pol  N^""  Ordnung.  Denkt  man  sich  nun  die  Curven  Oy,,  hy.  (x.  =  1, 
2, . .  .  j)),  ferner  den  Punkt  c  und  die  Zahl  N  in  bestimmter  Weise 
festgesetzt,  so  gilt  nach  Riemaun  folgender  Satz: 

Zweites  Existenz -Theorem.  —  Es  existirt  stets  eine  Function 
fiß),  dir  den  beiden  Bedingungen  genügt: 
(6.)  I.     f(s)  soll,  abgesehen  vom   Pimlie  c   und  den   Curven   ay,  hy 

(x  =  1,  2,  .  .  .  j;),  auf  ?ft  eindeutig  und  stetig  sein. 

II.  f{s)  soll  im  Funlcte  c  in  solcher.  Weise  tmstetig  sein,  dass  die 
Differenz  f{s)  —  f*(/)  i^  Bereich  des  PnnJctes  stetig  bleibt.  Ueber- 
dies  soll  f'{z)  in  den  Curven  ay,  by  mit  constanten  Differenzen  be- 
haftet sein,  deren  reelle  Theile  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Aus  diesem  Theorem  folgt,  mit  Rücksicht  auf  (42.)  pg.  220,  sofort  die 
Existenz  der  elementaren  Abel'schen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Sind  auf  der  Fläche  9fl  die  Riemann'schen  Curven  ay,  by  ge- 
zeichnet, und  überdies  irgend  zwei  Punkte  c^,  Co  festgesetzt,  so  wird 
man  stets  auf  Üt  eine  von  Cy  nach  c.2  gehende  und  die  Curven  ay, 
by  vermeidende  Linie  l  ziehen  können.  Denkt  man  sich  für  jed- 
weden Punkt  der  Linie  /  das  Bereich  markirt,  so  werden  all"  diese 
Bereiche  zusammengenommen  ein  gewisses  Flächenstück  bilden.  Und 
dieses  Flächenstück  mag  kurzweg  das  Bereich  der  Linie  l  heissen. 
Vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  240. 

Es  sei  nun  f^(z)  irgend  eine  Function,  die  im  Bereich  der 
Linie  l  eindeutig  und  stetig  ist,  bis  auf  irgend  welche  in  der  Linie 
l  selbst  vorhandene  Unstetigkeiten.  Denkt  man  sich  die  Curven  a^, 
by,  ferner  die  Linie  l  und  die  derselben  zugehörige  Function  f*{z) 
in  bestimmter  Weise  festgesetzt,  so  gilt  nach  Riemann  folgender  Satz; 

Drittes  Existenz -Theorem.   —   Es  existirt  stets  eine  Function 
f{z),  ivelche  die  beiden  Bedingungen  erfüllt: 
n\  I.    fiß)  soll,  abgesehen  von  der  Linie  l  und  den  Curven  Uy,  by 

(x  =  1,2,  . .  ,p),  auf  ffi  eindeutig  und  stetig  sein; 

IL  f{z)  soll  in  der  Linie  l  in  solcher  Weise  unstetig  sein,  dass 
die  Differenz  f{z)  —  f*{^)  «wi  Bereich  der  Linie  l  stetig  bleibt.  Uebcr- 
dies  soll  f(z)  in  den  Curven  ay,  by  mit  constanten  Differenzen  be- 
haftet sein,  deren  reelle  Theile  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Aus  diesem  Theorem  ergiebt  sich,  mit  Rücksieht  auf  (65.)  pg.  227, 
die  Existenz  der  elementaren  Integrale  dritter  Gattung;  wie  solches  später 
näher  dargelegt  werden  wird. 

Die  im  dritten  Theorem  auftretende  Linie  l  kann  beliebig  kurz 
sein,  also  z.  B.  auch  zu  einem  einzelneu  Punkte  zusammenschrumpfen. 
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Uud   mit    Rücksicht   hierauf  erkennt   man    sofort,   chiss  das  frühere 
zweite  Theorem  nur  ein  specieller  Fall  des  dritten  ist. 

Uebrigens  hat  Rienianu  selber  die  genannten  Theoreme  in  einer 
viel  complicirteren  und  den  Ueberblick  sehr  erschwerenden  Weise 
ausgesprochen  [Riemaun's  Ges.  Werke  pg.  97,  98].  Ein  wenig  ein- 
facher dürfte  bereits  die  Form  gewesen  sein,  in  welcher  ich  diese 
Theoreme  in  der  schon  citirten  Schrift  [Das  Dirichlet'sche  Prin- 
cip  etc.,  bei  Teubner,  1865]  ausgesprochen  habe.  Ganz  beson- 
ders aber  dürfte  durch  ihre  Einfachheit  diejenige  Fassung  sich  em- 
pfehlen, in  welcher  ich  hier,  im  gegenwärtigen  Paragraph,  diese 
Theoreme  dargelegt  habe.  Dabei  sei  bemerkt,  dass  das  gegenwär- 
tige erste  Theorem  unmittelbar  aus  dem  Satz  pg.  53  der  citirten 
Schrift  [von  1865J  folgt;  uud  dass  andererseits  das  gegenwärtige 
zweite  und  dritte  Theorem  aus  den  Sätzen  pg.  53  uud  76  jener  Schrift 
sich  ergeben. 

Erläuterung.  —  Besteht  die  Linie  l  (pg.  239)  aus  lauter  getvühnlichen 
Punkten  (keinen  Windungspunkten),  so  wird  das  Bereich  der  Linie  l  dnrch 
einen  schmalen  Flächenstreifen  dargestellt  sein,  der  die  Linie  l  in  sich 
enthält,  und  dessen  Randcurve  nirgends  hart  an  l  heranreicht.  Doch  wird 
man  von  dem  Bereich  der  Linie  /  auch  dann  sich  eine  deutliche  Vorstel- 
lung bilden  können,  wenn  die  Linie  l  WindungspunTcte  enthält.  Ist  z.  B. 
der  Ausgangspunkt  Cj  der  Linie  Z  ein  Windungspunkt  (m  —  l)ter  Ord- 
nung, während  alle  übrigen  Punkte  von  l  gewöhnliche  Punkte  sind,  so  be- 
steht das  Bereich  der  Linie  l  aus  einer  kleinen  um  Cj  beschriebenen  m-blätt- 
rigen  Windungsfiäche ,  der  sich,  au  einer  bestimmten  Stelle  ihrer  Peri- 
pherie, ein  gewöhnlicher  einblättriger  Flächenstreifen  anschliesst. 

§  4. 

Die  der  gegebenen  Riemann'schen  Kugelfläehe  9i  zugehörigen 

Aberschen  Integrale  erster  Gattung. 

Auf  der  gegebenen  Fläche  9t  mögen  die  Curven  ciy,,  h>c  (x  =  1, 
2,  .  .  .  p)  in  bestimmter  Weise  festgesetzt  und  in  irgend  welcher 
Reihenfolge  mit  6^,6.2,6.,,...  ö^p  bezeichnet  sein.  Nach  dem  Rie- 
mann'schen Theorem  (5.J  cxistirt  alsdann  stets  eine  Function  f{z), 
die  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

I.  fiß)  soll  auf  9t,  abgesehen  von  den  Curven  a^,  <?2>  •  •  •  ^^pj 
eindeutig  und  stetig  sein, 

IL  f{ß)  soll  in  jenen  Curven  constante  Differenzen  besitzen: 
Ad) -^  i[j\W^  A<2'i+  *M<2),  .  .  .  N-^P) -\-  im^p\  deren  reelle  Theile 
A'^),  A^^),  .  .  .  A^^^^  vorgeschriebene  Werthe  haben. 

Auch  ist  die  Function  f{z)  durch  die  Bedingungen  I.,  IT.  voll- 
ständig bestimmt,    bis   auf  eine  additive  Constante.     Denn  existirten 
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zwei  diesen  Bedingungen  entsprechende  Functionen  f{z)  und  f"(/), 
so  würde  ihre  Differenz 

auf  9i,  abgesehen  von  den  Curven  6^,  a.^,  .  .  .  <J2p,  eindeutig  und 
stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit  constanten,  und  zwar  rein  imagi- 
nären Differenzen  behaftet  sein.  Folglich  würde  sie  [Satz  (3.)  pg.  236] 
eine  Constanfe  sein.     Q.  e.  d. 

Die  durch  die  Bedingungen  I.,  II.  charakterisirte  Function  f{s) 
ist  aber  nach  (36.)  pg.  218  ein  ÄheVsdies  Integral  etstei-  Gattung]  so 
dass  man  also  sagen  kann: 

Für  die  gegebene  Fläche  9R  cxistirt  ein,  und,  abgesehen  von  einer 
(8.)  unbestimmten  additiven  Constanten,  nur  ein  einziges  Integral  erster  Gat- 
tung W{s),  dessen  constante  Differenzen  in  den  Curven  6^,6.,, ..  .  62p 
vorgeschriebene  reelle  Theilc  A('>,  A'-^,  .  .  .  A^^^^  besitzen''^-). 

Jeder  neuen  Wahl  der  A^'**  entspricht  also  ein  neues  Integral 
W{z).  Es  fragt  sich,  wie  viele  unter  diesen  von  einander  linear 
unabhängig,  nämlich  von  solcher  Beschaffenheit  sind,  dass  zwischen 
ihnen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  möglich 
ist.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  denken  wir  uns  irgend  welche 
Anzahl  solcher  Integrale:  W^{z),  W.2{z),.  ..  W,i{z),  deren  constante 
Differenzen  in  den  Curven  6y.  mit  A/'''  +  «M/''',  N.y-^  -\-  iN\J'''\ 
.  .  .  Arj^"^  -\-  iM,('^^  bezeichnet  sein  mögen,  und  bilden  sodann,  unter 
Zuhülfenahme  beliebiger  Constanten  K^^,  K^,  K,  .  .  .  Kq  das  Aggregat: 

IV  =  K,  +  K,W,  +  K,W, . . .  -f  KqWq. 
Diese  neue  Function  tv  ist  offenbar  wiederum  ein  Integral  erster  Gat- 
tung. Denn  sie  ist  (ebenso  wie  W^,  W^, .  .  .Wq)  auf  9t,  abgesehen 
von  den  Curven  6y.,  eindeutig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit 
constanten  Differenzen  behaftet.  Letztere  lassen  sich  sofort  angeben. 
Bildet  man  nämlich  das  w  für  zwei  auf  dem  linken  und  rechten 
Ufer  von  6y.  einander  gegenüberliegende  Punkte  l  und  r,  und  sub- 
trahirt  man  die  so  entstehenden  beiden  Formeln  von  einander,  so 
erhält  man: 


*)  Während  im  vorhergehenden  Capitel  die  Abel'schen  Integrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung  promiscue  mit  F  bezeichnet  wurden,  wird  es  zweck- 
mässig sein,  fortan  eine  Sonderung  eintreten  zu  lassen.  In  der  That  werde  ich 
fortan  die  Integrale  erster  Gattung  mit  IT,  w,  w,  ferner  die  elementaren  Inte- 
grale ziceiter  Gattung  mit  T,  t  oder  genauer  mit  T^,  t^,  endlich  die  elementaren 
Integrale  dritter  Gattung  mit  TT,  ß)  oder  genauer  mit  TT^  c  >  ®c  c  bezeichnen. 
Dabei  sollen  durch  die  beigefügten  Indices  die  Unendlichkeitspunkte  der  in 
Rede  stehenden  Integrale  angedeutet  sein. 

N eu mann,  AbeFsche  Integrale.    2.  Auü.  16 
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,,.(/)  _  „•(,-)  =  7v,  [!]',(/)  -  Tr,(r)J  +  7u[Ti;(0  -  W,(r)\  +... 

. . .  +  K.,[W,o)  -  n;(r)j, 
d.  i. 

wo  alsdann  A*'''  +  H^''''^   ^^^   constante   Diöerenz  der  Function  ?r  in 
der  Curve  Gy.  vorstellt. 

Setzt  man  zur  Sonderung  des  Reellen  und  Imaginären: 
K\  =  A  —  iMi,     ä;  =  L,  —  i]\L.  ...     K,,  =  L.,  —  iM.„  *) 
so  eröciebt  sieh  aus  der  letzten  Formel  für  A^*"^  der  Ausdruck: 
(9.)  A('')  =  (4A^(^^  +  LoAo('^^..+i,A,<>'>)  +  (M,M/'^)+J»/,M,(-\..+  J/,M,/^)^ 

und  ebenso  ein  entsprechender  Ausdruck  für  ^iS'''*. 

Bildet  mau  die  Formel  (9.)  der  Reihe  nach  für  sämmtliche  Cur- 
ven  6y.,  d.  i.  für  x  =  1,  2,  o,  .  .  .  2j),  so  erhält  man  im  Ganzen  2p 
Gleichungen,  aus  denen  die  Constanten  L,  M  diminirhar  sein  wer- 
den, falls  ihre  Anzahl  2q  <  2p  ist.  Durch  eine  solche  Elimination 
ergeben  sich  also  dann  eine  oder  mehrere  Fielatümen,  durch  welche 
die  A'''^  direct  an  einander  und  an  die  A,""',  M/""^  gel-eftet  sind. 

Ist  also  q  <|),  und  denkt  man  sich  die  Functionen  TF^,  IFg, . . .  TF, 
und  die  denselben  zugehörigen  Constanten  Ay\  N\y^  in  bestimm- 
ter Weise  festgesetzt,  so  wird  die  Formel 

(10.)  iv  =  K,  +  K, TFi  -f  ä; W,...-{- k„ ii;, 

wie  man  die  Ä"s  auch  wählen  mag,  immer  nur  solche  iv  liefern, 
deren  A^''^  au  einander  und  an  diese  Ny\  ^y-^  durch  jene  Relationen 
gefesselt  sind.  Nimmt  man  daher  für  die  A''')  irgend  welche  jenen 
Relationen  nicht  entsprechende  Constanten,  so  ist  man  sicher,  dass 
das  diesen  A'*"^  auf  Grund  des  Satzes  (8.)  zugehörige  Integral  iv  der 
Formel  (10.)  wzc//i  subsumirbar,  also  mit  TF^,  TF^,  . .  .  TF^  nicht  durch 
eine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  verbunden  ist. 
Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Sind  irgend  welche  In- 
tegrale erster  Gattung:  IF, ,  W.,,  .  .  .  TF;,  deren  Anzahl  q<p  sein 
soll,  in  bestimmter  Weise  festgesetzt,  so  wird  stets  ein  {q  -\-  l)tes 
Integral  erster  Gattung  existiren,  ivelches  von  IF, ,  TF^,  .  .  .  TF,  linear 
unahhünyig  ist.     Bringt  man  aber  diesen  Satz  der  Reihe  nach  auf 

2  =  1,2,3,...  (p-\) 
in  Anwendung,  so  gelangt  mau  zu  folgendem  Resultat: 


*)  Es  sollen  also  die  i,  M,  ebenso  wie  die  A,  M,  reelle  Constanten   vor- 
stellen. 
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Zur  ffcf/fhcricn  Ilicmann  sehen  Ktigrlflächr  9i  gehören  stets  ^i  Inte- 
(11.)  (irale  erster  Gattung:    W^,  IK,,  .  .  .  Wp,  die  von  einander  linear  un- 
abhängig sind,  d.  h.  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichmg  mit  con- 
stanten  Coeffteienten  stattfindet. 

Denkt  man  sich  jetzt  diese  W^,  W^, .  .  .  Wp  in  bestimmter  Weise 
fixirt,  so  kann  man  aus  denselben  durch  Multiplication  mit  constau- 
ten  Coefficienten  und  Addition  unendlich  viele  andere  Integrale 
erster  Gattung  ableiten.     Versteht  man  nämlich  unter 

K^  =  L^  —  iM^,    K,  =  L,-  iMi,  ...     Z,,  =  Lp  —  iMp 
irgend    welche    ivillldirlieh    zu    tdihlende   Constanten,    so    wird   das 
Aggregat 
(12.)  IV  =  Zo  +  A'i  W,  +  K,  W,  ...  +  Kp  Wp, 

oder,  ausführlicher  geschrieben: 

(13.)  w  =  {L,-i]\'Q-\-{L,-iM,)W,  +  {L,-i]\QW.,...-\-{Lp-iMp)Wp 
stets  wiederum  ein  Integral  erster  Gattung  sein;  wie  solches  aus 
unsern  früheren  Betrachtungen  pg.  241  unmittelbar  folgt.  Auch  sind 
die  coustanten  Differenzen  A'"^'  -f-  i^^^\  welche  dieses  neue  Integral 
w  in  den  Curven  6y.  besitzt,  sofort  angebbar.    So  ist  z.  B.  [vgl.  (9.)J: 

(14.)  A(>^)  =  (L,Ai(^)+Z,A,/^\..  +  L,.V'^))  +  (MiM/^)+Jf,MoW...+il4M^W), 

x  =  1,2,  3,...  22,, 
falls  man  nämlich  unter  A/*^)  +  ?M/^',  A.,"^'  +  itA.j''^  . . .  A/^>  -j-  «M/'^) 
die  constanteu  Differenzen  jener  p  Grundintegrale    W^,  W.^,  .  .  .  IJ'^j 
versteht. 

Hieran  knüpft  sich  die  wichtige  Bemerkung,  dass  die  Deter- 
minante : 

Ai(i>  ^,W  , . .  A/)  M/i)  M;i)  . .  .  M,;i) 

,^.  ^  _    A/2)  ^w  . .  .  A/)  M/->  M,(2)  .  .  .  M/) 


A/2i»  /^^(2p)  ^ ,  _  A,,(2p)  M/2i»  M,(2i^) .  . .  M^'2/>) 

nothwendiger  Weise  von  Ntdl  verschieden  ist.  Wäre  nämlich  die- 
selbe =  0,  so  könnte  man  die  Constanten  L,  M  in  (14.)  so  wählen, 
dass  sämmtliche  }S'''-^  verschwinden  [man  braucht  zu  diesem  Zweck 
für  die  L,  M  nur  gewisse  Subdetermiuanten  von  A  zu  nehmen]. 
Das  diesen  L,  M  entsprechende  w  (13.)  würde  alsdann  in  den  Cur- 
ven 6x  mit  lauter  rein  imaginären  Differenzen  behaftet,  also  [nach 
Satz  (3.)]  eine  Constnnte  sein.  Es  würde  also  dann  die  Formel  (13.) 
eine  zwischen  den  W^,  W.^,  .  . .  Tl^,  stattfindende  Gleichung  mit  con- 
stanten  Coefficienten  vorstellen;   —  was  der  Natur  der  Functionen 

16* 
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ITi,   ir^,  .  .  .  Wp  lüiderspricht  [vgl.  (11.)]-    Folglich  wird  jene  Deter- 
minante A  (15.)  notliwendiger  Weise  von  Null  versclneden  sein. 

Bemerkung.  —  Diese  von  Riemann  gegebene  und  von  andern  Auto- 
ren ohne  Weiteres  wiederholte  Schlussf'olgerung  bedarf,  falls  sie  streng 
sein  soll,  einer  gewissen  Modification,  bei  welcher  uicht  nur  die  Determi- 
nante A  selber,  sondern  auch  ihre  sämmtlidun  Suhdcterminatiten  eine  Rolle 
spielen.  Dabei  mag  jedwede  aus  j  Horizontal-  und  j  Vertikalreihen  be- 
stehende Subdeterminante  mit  A.  bezoichuet  werden;  so  dass  also  z.  B.  Ag 
nichts  Anderes  sein  wird  als  A  selber,  und  A,  nichts  Anderes  als  eine  Col- 
lectivbezeichnung  sämmtlicher  Elemente  A,  M. 

Wir  wollen  nun  anuehmeu,  die  Determinante  A  oder  A..  sei  =  0, 
die  hieraus  sich  ergebenden  Consequenzen  entwickeln,  und  zeigen,  dass 
diese  Consequenzen  zu  eioem  Absurdum  führen. 

Verschwindet  A  d.  i.  A^,  ,  so  können  sämmtliche  v'^'  (14)  dadurch 
zu  Null  gemacht  werden,  das  man  die  (quadratförmige)  Tafel  der  4p-  Sub- 
determinanten  A.,  ^  hinschreibt  und  die  2p  Constanten  L,  M  mit  irgend 
einer  beliebigen  Horizontalreihe  dieser  Tafel  identificirt.  Hieraus  folgt  als- 
dann [wie  vorhin  ausführlich  erörtert  ist],  dass  zwischen  den  11^,  IF», 
.  .  .  TT  eine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  stattfindet; 
—  es  sei  denn,  dass  diese  Coefficienten  sämmtlich  ==  0  sind. 

Dieser  Ausnahmefall  ist  aber,  weil  die  in  Rede  stehenden  Coeffi- 
cienten durch  eine  beliebige  Horizontalreihe  aus  der  Tafel  der  A..  ^  dar- 
gestellt sind,  nur  dann  von  Gewicht,  wenn  die  4p'-  Subdeterminanten 
A.,      ,  sämmtlich  verschwinden. 

2p— 1 

Verschwindet  also  A  d.  i.  A.,  ,  so  werden  entneder  sämmtliche  A^  ^ 
ebenfalls  verschwinden,  oder  aber  es  wird  zwischen  IT,,  IT«,  .  .  .  W  eine 
lineare  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  stattfinden.  Und  diesen  Satz 
kann  man,  weil  der  letztere  Fall  [zufolge  (11.)]  unmöglich  ist,  einfacher  so 
aussprechen:  Verschwindet  A  d.  i.  A.,  ,  so  werden  sämmtliche  A.^p^i  eben- 
falls verschwinden. 

Verschwinden   nun   aber  sämmtliche  A.,      j,  so  folgt  hieraus  weiter, 

durch  Wiederholung  der  nämlichen  Schlussfolge,  dass  auch  sämmtliche 
A.>„_2  verschwinden,  sodann  weiter,  dass  sämmtliche  A.,  3  verschwinden, 
u.  8.  f.  Und  man  gelangt  also,  in  dieser  Weise  weiter  und  weiter  gehend, 
schliesslich  zu  dem  Resultat,  dass  auch  sämmtliche  A,  ,  d.  i.  sämmtliche 
A,  M  verschwinden.  Um  die  Hauptsache  hervorzuheben:  Verschwindet  A, 
so  folgt  hieraus,  dass  sämmtliche  A,  M  ebenfalls  verschwinden. 

Die  (A  -j-  «M)  repräsentiren  aber  die  constanten  Differenzen  der  Func- 
tionen 71',,  1^2»  •  •  •  ^^p  ^"^  ^^^  Curven  c.  Aus  dem  Verschwinden  sämmt- 
licher A,  M  würde  daher  [nach  Satz  (3.)]  sich  ergeben,  dass  die  Functio- 
nen TT,,  ir., ,  .  .  .  ir  lauter  Constanten  sind;  —  was  der  in  (11.)  ge- 
gebenen Definition  dieser  Functionen  beider  spricht. 

Unsere  Annahme,  dass  A  verschwindet,  führt  also  zu  einem  absurden 
Resultat.     Folglich  wird  A  stets  von  Null  verschieden  sein.     Q.  e.  d. 

Da  nun  A  stets  von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  in  den 
Gleichungen  (14.)   die   Constanten  L,  M  der  Art  wählen,   dass  die 


(16.) 
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X^"^  heliebig  vorgeschriebene  Wertlie  erhalten.  Mit  andern  Worten: 
Man  kann  jene  L,  31  der  Art  wählen,  dass  die  reellen  Theile  der- 
jenigen Difterenzen,  welche  das  Integral  erster  Gattung  zv  (13.)  in 
den  Schnitten  ö^,  6.^,  ...  ß-^p  besitzt,  beliebig  vorgeschriebene  Werthe 
erhalten.  Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksieht  auf  den  Satz  (8.),  dass 
das  durch  die  Formel  (13.)  dargestellte  Integral  tv  durch  geeignete 
Wahl  der  Constauten  L,  M  identisch  gemacht  werden  kann  mit 
jedivedem  der  Fläche  9t  zugehörigen  Integral  erster  Gattung.  Also 
der  Satz: 

Versteht  man  [ebenso  wie  in  (11.)]  unter  TFj,  W.,,  .  .  .  Wp  solche 
p  Integrale  erster  Gattung,  die  von  einander  linear  unabhängig 
sind  [d.  i.  zwischen  denen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten 
Coefficienten  stattfindet],  so  ivird  jedwedes  der  Fläche  91  zugehörige 
Integral  erster  Gattung  durch  die  Formel  darstellbar  sein: 

iv  =  K,-{-  K,W,  +  ^,TF,  -f  . . .  -^K.Wp, 
ICO  die  Ks  Constanten  sind. 


§  5. 

Die  der  gegebenen  Fläche  9i  zugehörigen  Normalintegrale 
erster  Gattung. 

Es  sei  wiederum: 
(17.)  iv  =  K^-\-  K,  IF,  +  Ä^,  IF,  +  . . .  Zp  Wp, 

wo  TF^,  TFg,  ...  TT'^,  die  in  (11.)  und  (16.)  genannten  Bedeutungen 
haben  sollen.  Wir  wollen  jetzt  aber  zu  unserer  ursprünglichen  Be- 
zeichnungsweise zurückkehren,  nämlich  die  2p  Curven  öj,  ö^,  .  .  .  <5-2p 
wieder,  nach  Riemann,  mit  a^,  a,,  .  . .  ap,  b^jb^,  ...  bp  benennen. 
Sind  a'^'  und  Ai""^,  Ao'^*,  .  .  .  A^,'^^  die  (im  Allgemeinen  complexen) 
constanten  Differenzen  der  Functionen  tv  und  TF^,  TFg,  .  .  .  TF^,  in 
der  Curve  a^,  so  ist  nach  (17.): 
(18.)  a^-")  =  Z,A/^)  +  Z,A,<'=)  +  .  . .  +  Kp/\p^''\     X  =  1,  2, . .  .p. 

Wäre  die  Determinante  der  p)^  Grössen  A/""^  gleich  Null,  so 
würde  man  in  diesen  Gleichungen  (18.)  die  Constanten  K  so  wäh- 
len können,  dass  sämmtliche  «'^^  verschwinden  [man  brauchte  zu 
diesem  Behuf  für  die  K  nur  gewisse  Subdeterminanten  der  genann- 
ten Determinante  zu  nehmen].  Das  diesen  K  entsprechende  iv  (17.) 
würde  alsdann  in  den  Curven  «x  gar  Iccine  Differenzen  haben,  also 
[nach  Satz  (2.)]  eine  Constante  sein.  Demgemäss  würde  also  die 
Formel  (17.)  in  eine  zwischen  den  TFj,  TF^,  .  .  .  TF^  stattfindende 
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Gleichung  mit  coustanten  Coeffieieuten  sich  verwandeln;  —  was  nach 
(11.)  unmö(jlkh  ist.  Jene  Determinante  der  A/*")  ist  daher  stets  von 
Null  verschieden. 

Will  mau  diese  Behauptung  mit  wirklicher  Strenge  beweisen,  so  hat 

mau  wieder  ein  analoges  Verfahren  einzuschlagen,   wie  in  der  Bemerkung 

pg.  -244. 

Da  nun  die  Determinante  der  A/""^  von  Null  verschieden  ist,  so 
kann  man  in  den  Gleichungen  (18.)  die  K's  so  wählen,  dass  die  a'^''^ 
heliebiij  vorgeschriebene  Wcrthc  annehmen,  z.  B.  so  wählen,  dass  alle  «('') 
den  Werth  0  annehmen,  mit  alleiniger  Ausnahme  von  d^\  letzteres 
aber  =  7ii  wird.  Dass  diesen  speciellen  X's  zugehörige  w  (17.) 
mag  mit  \\\  bezeichnet  werden.  Desgleichen  kann  man  z.  B.  die 
jBT's  auch  so  wählen,  dass  alle  c<S'''\  mit  alleiniger  Ausnahme  von  a^'^\ 
verschwinden,  «^-^  aber  =  ni  wird.  Das  in  solcher  Weise  ent- 
stehende w  mag  w^  heissen.     U.  s.  f. 

Bezeichnet  man  irgend  eine  beliebige  unter  diesen  neuen  Func- 
tionen Wj,  w^,  W3,  .  .  .  w^,  mit  w,,  und  die  coustanten  Differenzen 
dieser  Function  w,  in  den  Curveu 

rtj,  a.,,  .  .  .  üp     und     b^,  b.,  ...  hp 
respective  mit 

tta,  0,2,  .  .  .  a,p     und     ha,  b.j,  .  .  .  b,p, 

so  erhält  man  folgende  Tabelle: 


(19.) 


«!> 

a,, 

% 

b,,    h,,    .  . 

■    K 

w. 

a^i  =ni, 
«,,  =  0  , 

a,2  =  0  ,  . 

«22  =  TCi,    . 

.  .  ttip  =  0 

.  .  a.>p  =  0 

Oll}  ^12  >  • 

b,,,  b,„  . 

.    .     b2p 

'w. 

ttpi  =  0  , 

ap2  =  0  ,  . 

.  .  ctpp  =  7t  i 

bpi,  hp>,  . 

.  .  bpp 

Dabei  sind  die  Constanten  &,>-  einstweilen  noch  völlig  unbekannt.  So 
z.  B.  ist  fraglich,  ob  hr/.  und  hy.,  einander  gleich  sind  oder  nicht. 
Biese  Functionen  Wj,  w^,  .  .  .  w^,  mögen  hinfort  die  p  Normal- 
(20.)  integrale  erster  Gattung  genannt  werden.  Jedes  derselben  ist  voll- 
ständig bestimmt,  bis  auf  eine  additive  Constante.  Existirten  nämlich 
zwei  Integrale  erster  Gattung  Wj  und  w/,  welche  in  «i,  a^,  «3,  .  .  .  Op 
die  Differenzen  Jti,  0,  0,  ...  0  besitzen,  so  würde  die  Function 


OJ  =  w, 


in  jenen  Curven  a^  a.^,  «3  .  .  .  Op  gar  Iccine  Differenzen  haben.    Es 
würde  mithin  dieses  co  auf  der  Fläche  9i,  abgesehen  von  den  Cur- 
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ven  &i,  b.j,  ...  bp,  eiiulcutly  and  stetig,  in  jeder  dieser  Curven  aber 
mit  einer  constanteu  Differenz  behaftet  sein.  Demgemäss  würde  die- 
ses w  [nach  Satz  (2.)]  eine  Constante  sein,     Q.  e.  d. 

Die  p  Normalintegrale  Wj,  w^,  .  .  .  w^^  sind  von  einander  linear 
(21.)  unabhängig.     D.  h.  es  kann  zwischen  ihnen   keine  lineare  Gleichung 
mit  Constanten  Coefficienten  stattfinden.     Denn  existirte  eine  derartige 
Gleichung: 

0  =  K^  +  Ä'jWj  +  ZoW^  .  .  .  -f  KpVfp, 

so  könnte  man  dieselbe  z.  B.  bilden  für  zwei  zu  beiden  Ufern  der 
Curve  «1  einander  gegenüberliegende  Punkte,  und  würde  so  ZAvei 
Formeln  erhalten,  durch  deren  Subtraction  sich  ergiebt: 

0=^0  + iTj^rZ-f  0  + ... +  0,       d.i.  7^1=0. 

Existirte  also  eine  Gleichung  von  der  genannten  Form,  so  müssten 
die  in  derselben  enthaltenen  Coefficienten  K^,  K.^,  .  .  ,  Kp  sämmt- 
lich  =  0  sein,  wodurch  die  Gleichung  aufhören  würde,  die  w^,  W2, 
.  .  .  Wp  zu  enthalten.     Q.  e.  d. 

Da  mui  Wj,  Wg,  ...  Wp  von  einander  linear  unabhängig  sind,  so 
ergiebt  sich  hieraus  [mittelst  des  Satzes  (16.)],  dass  jedivedes  der 
Fläche  9ft  zugehörige  Integral  erster  Gattung  W  durch  diese  w^,  Wg, 
.  .  .  Wp  folgenderniassen  ausdrückbar  ist: 

(22.)  W=  K,  +  K\w,  +  K,w,  . . .  +  KpWp, 

wo  die  K's  Constanten  sind. 

In  Betreff  der  Constanten  ?/,z  (19.)  gelten  vier  Sätze,  die  wir 
hier  sogleich  angeben,  aber  erst  im  folgenden  Paragraph  beweisen 
werden. 

I.  Es  ist  stets: 

(23.)  b,y.=  b,,. 

II.  Bezeichnet  man  den  Werth  von  bu.,  tvie  er  bei  Sonderung  des 
Reellen  und  Imaginären  sich  gestaltet,  mit 

(24.)  ^i"-  =  Qcy.  +  if^u, 

und  versteht  man  überdies  unter  n^,  n.^, . . .  np  tvillkürliclie  reelle  Grössen, 
so  ist  der  Ausdruck 

(25.)  Qii^h'  +  -P12  *h  «2  +  •  •  •  +  Qpp^h^  stets  <  0, 

es  sei  dcnn^  dass  die  n^,  n.,,  ...  np  sämmtlich  =  0  sind.  In  diesem 
besondern  Fall  hört  der  Ausdruck  auf  <C0  zu  sein,  imlem  er  alsdann 
=  0  wird. 


(26.) 
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111.    Die  Determinante 

C21  (»22  •  •  •  Q2j>  I  ^^f.  gf.^fg  ^.^^  j^^^^  verschieden. 


Qpi  Qp2  •  •  •  Qjw 

IV.  Sollen  irgend  welche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  J/, , 
Jig,  . .  .  Mp,  N^,  N2,  .  .  .  Np  so  eingerichtet  werden,  dass  die p  Äusdrüclce: 
Z,  =  JSI.ni  +  N,h,,  +  Kh,  .  .  .  +  Nph.u 
(27.)  Z,  =  3I,7ti  +  N,  h,,  +  iV,&,,  . . .  +  Nphp,, 

Zp  =  MpTci  +  N^h^p  -\-  K^,,p  .  .  . -\-  Npbpp 
sänimtlieh  unendlich   Jclein   tverden,  so   ist   man  gezivungen,  jene 
Zahlen  M,  N  sümmtlich  =  0  zu  machen. 

§  6- 
Nachträglicher  Beweis  der  vier  letzten  Sätze. 

Es  erscheint  zweckmässig,  dem  Beweise  dieser  Sätze  die  Ab- 
leitung Z'weier  HiUfssätze,  die  auch  weiterhin  vielfach  von  Nutzen  sein 
werden,  voranzuschicken. 

Erster  Hülfssatz.  —  Denkt  man  sich  auf  der  gegebenen  Fläche  3i 
irgeml  eine  Function  F  ausgebreitet,  die  in  den  Curven  a^,  by  mit  Con- 
sta nten  Differenzen  A''''\  B''^'  behaftet  ist,  so  gelten  die  Formeln: 

dF  =  B^''\ 


(a.) 


die  Integrationen  stromabwärts  hinerstreckt  gedacht  längs  a^,  respec- 
tive  längs  b^.  Dabei  ist  es  gleichgültig,  ob  man  diese  Integrationen  am 
linken  oder  am  rechten  Ufer  jener  Curven  fortlaufen  lässt. 

Beteeis.   —   Integrirt  mau   das  Differen- 
tial dF  stromabwärts  längs  des  linken  Ufers  ^ 
von  a^,   also   [vgl.   die   Figur]    von  a  bis  ß, 
so  erhält  man: 


f    dF  =   F{ß)  -  F(a). 


Führt  man  andererseits  die  Integration  aus 
über  das  rechte  Ufer  von  a^,  also  von  d  bis 
y,  so  ergiebt  sich: 

dF  =  F{y)  -  F{6). 


J 


Nun  ist  aber   die   constante   Differenz   von  F  längs   der  andern  Curve  Z»^ 
mit  B   '  bezeichnet,  folglich: 


(ß-) 
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F{ß)  -  F{a)  =  F(y)  -  F(d)  =  B^'\ 
Demgemäss  sieht  man  also,  dass  jenes  Integral 

f    ilF 

stets  =  Bi")  ist,   einerlei,   ob  die   Integration  über  das  linke   oder  rechte 
Ufer  von  a^  fortläuft. 

Hiermit  ist  die  erste  der  Formeln  (a.)  constatirt.  In  analoger  Weise 
ergiebt  sich  der  Beweis  der  ziveiten. 

Zweiter  Hülfssatz.  —  Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  3i  ztoei  Func- 
tionen F  und  0  ausgebreitet,  von  denen  die  erstere  in  den  Curven  a^,  b. 
tviederum  die  constanten  Differenzen  A^''''\  B'^"'^  besitzt,  während  die  letz- 
tere ganz  beliebig  sein  darf,  so  gilt  die  Formel: 

J'       <^dF  =  ^  \f    L^(I)  -  0(9)]  dF+f    [^(X)  -  0(9)]  dp]. 

•^ah  y.  =  l    {      "'y.  ^  y.  ] 

Dabei  ist  das  Integral  linker  Hand  positiv  erstreckt  über  den  Band  der- 
jenigen Fläche  di^j,  in  welche  M  durch  Ausführung  der  2  p  Schnitte  a^,  b^ 
übergeht.  Andererseits  sind  die  Integrale  rechter  Hand  stromnbtoärts  er- 
streckt zu  denken  über  die  Curven  a^  und  b^ .  Und  zwar  ist  in  jedem  sol- 
chem Integral  unter  [0(A)  —  0(9)]  die  Differenz  derjenigen  Werthe  zu  ver- 
stehen, welche  0  am  linken  und  rechten  Ufer  der  Integrationscurve  besitzt. 
Setzt  man  insbesondere  voraus,  dass  nicht  nur  F,  sondern  ebenso  auch  0 
in  den  Curven  a^,  b^  constante  Differenzen  hat,  und  bezeichnet  man  diese 
Differenzen  für  F,  wie  schon  festgesetzt  tourde,  mit  J.^'^',  B''^\  andererseits 
für  0  mit  A''^',  B'''',  so  nimmt  die  Formel  (ß.)  die  Gestalt  an: 

y.=p 

(y.)  f      ci>dF=  ^  {h^"-^  B^"-^  -  B^"-^  A^% 

•^,ii,  y.  =  l 

Beweis.  —  Will  man  den  Rand  der  Fläche  Si^^  positiv  durchwandern, 
so  hat  man  dabei  die  linken  Ufer  der  Schnitte  a^,  b^  stromabivärts,  die 
rechten  stromaufwärts  zu  durchlaufen.  Will  man  also  z.  B.  diejenigen 
Theile  des  Randintegrals 

n  ^ 

haben,  welche  den  beiden  Ufern  von  a.^  entsprechen,  so  hat  man  [vgl.  die 
Figur]  das  Integral 

j0{l)d  F{1)  stromabivärts , 
und  andererseits  das  Integral 


ß 


0  {Q)dF{Q)  stromaufwärts 

zu  bilden.  Statt  dessen  kann  man  beide  Integrale  sivomabivärts  nehmen, 
falls  man  nur  dabei  dem  letztern  den  Factor  ( —  1)  zufügt.  Demgemäss 
lautet  also  der  den  beiden  Ufern  von  «^  entsprechende  Theil  des  vorge- 
legten Integrals  folgendermassen : 
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Nach  unserer  Voraussetzung  ist  aber  längs  n.,: 

FH)  -  F{q)  =  A^'\ 
mithin: 

(IFH)  -  (IF{q)  =  0,     d.  i.     dF{l)  =  dF(Q). 

Bezeichnet  man  jetzt  den  gemeinschaftlichen  Werth  von  (IF{X)  und  dF{Q) 
kurzweg  mit  dF,  so  geht  der  in  Rede  stehende  lutegraltheil  über  in: 

/"     lO^A)  -  0(9)]  dF. 

Analoges   gilt  für  den  den   beiden   Ufern  von  b^    entsprechenden  Intogral- 
theil.     Mau  gelaugt  also  in  dieser  Weise  zur  Formel  (ß.). 

Dass  schliesslich  aus  dem  Satze  (ß.)  sofort  auch  der  speciellere  Satz 
(y.)  folgt,  bedarf,  falls  mau  nur  die  Formeln  (a.)  beachtet,  keiner  weite- 
reu Erläuterung. 

Zufolge  des  Hülfssatzes  (y.)  ergiebt   yieh   für  die  beiden  Func- 
tionen Wj  und  Wo  die  Formel: 

P  '''■=i> 

J  ^     Wj (/ w.,  =  ^  (aiy.h,y.  —  hiy.a^y) 

wo  die  a,  h  die  in  (19.)  genannten  Bede^utungen  haben,  und  wo 
also  ttii  =  «22  =  ^h  ^^^^  übrigen  a  aber  =  U  sind.     Somit  folgt: 

/      w^^Wg  =  3rj&2i  —  Ttihy). 

Das  Integral  linker   Hand   ist    aber  =  0   [Satz  (4.)  pg.  196].     So- 
mit folgt  ^21  =  &,2,  und  ebenso  allgemein: 
(28.)  h,,  =  h,,. 

Somit  ist  also  die  Formel  (23.)  constatirt. 

Um  ferner  den  Satz  (25.)  zu  beweisen,  bilde  man  unter  Zuhülfe- 
nalime  willkürlicher  reeller  Constauten  ii^,  n.^,  .  .  .  iip  das  Aggregat 

und  bezeichne  die  constanteu  Differenzen  dieser  Function  IT  in 
den  Curven  ttx,  hy.  mit  A''^^  B^''^  Ueberdies  bezeichne  man  die 
Werthe  W,  A^''^,  B**^),  wie  sie  bei  Sonder ung  des  Reellen  und  Ima- 
ginären sich  gestalten,  in  folgender  Weise: 

W=  U-\-  iV,     A<^)  =  A^^)  +  iW,     E^"-^  =  P(^)  4-  iie^). 
Alsdann  ist  nach  (19.): 

W  =  U  -\-  iV  =  WjWj  +  *^^>^^  •  •  •  +  WpWp, 
;^(y.)  ^  y\(^)  _|_  if^{y.}  ^  „^^^^  _|_  n^a-.y.  .  .  .*+  nj,a„y , 
B  X)  _   py.)  _j_    --^(y.)  ^  „^  J^^  _|_  ,j_^  ^.,^  _     _|_  ^^^^  i^^,^^ 
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also  mit  abermaliger  Rücksicht  auf  (19.) 

A(^)  =  0     und     M''^>  =  »x7r, 
ferner  mit  Rücksicht  auf  (23.),  (24.): 

p(x)  =  niQiy.-\- 11., Qoy.  •  •  •  +  '>h'Qi'><}   "-i"^^  Y^'''>  =  H^6iy.-\-ni^iy.  "  •  +  ripöpy.. 
Bringt  mau  jetzt  den  Hülfssatz  {y.)  auf  die  Functionen  F  =  U 
und  0  =  F  in  Anwendung,  so  erhält  man: 

J      UdV=  V(A(^> I(^'  —  M(^)  P'^)), 

oder,  falls  mau  die  soeben  für  die  A,  M,  P,  Z  gefundeneu  Werthe 
substituirt: 

(-^•)  f        UdV  =   —   7t  ^   lly,  («1  Qu  +  IL.Qj^  .  •  •  +  flpQi^y)- 

Das  Integral  linker  Hand  ist  [Satz  (D.)  pg.  233]  stets  >  0,  nie- 
mals =  0;  es  sei  denn,  dass  die  Function  W  =  U  -\-  iF  eine  Con- 
stantc  wäre.     Ein  solches  Constantsein  des  Ausdrucks 

W=  n^w^  4"  ^h^-2  •  •  •  +  nj'^p 
kann  aber  [zufolge  (21)J  nur  dann  eintreten,  wenn  die  n^,  «2  •  •  •  ^h 
sämmtlich  =  0  sind. 

Abstrahirt  man  also  von  diesem  singulären  Fall,  dass  die  n^, 
)h,,  .  .  .  tip  sämmtlich  verschwinden,  so  wird  das  Integral  in  (29.) 
stets  >  0,  mithin  der  in  (29.)  befindliche  x4.usdruck 

y.=p 

^ny.{n^Qiy,  +  n.,Q2y.  •  •  •  +  th^Qpy) 

y=  1 

stets  <  0  sein.  Hiermit  aber  ist  der  Sats  (25.)  heiviesen. 

Um  ferner  den  Satz  (26.)  zu  begründen,  bilden  wir  von  Neuem 
den  Ausdruck 

(30.)  1F=  njWj  -\-  «2^2  .  .  •  +  UpWp, 

uud  bezeichnen  wiederum  die  constanten  Differenzen  dieser  Function 
W  in  den  Curven  a^,  h.  mit  A^^',  B«^).  Die  reellen  Theile  A^^',  P^'^) 
dieser  Constanten  A^""),  B^*')  haben,  wie  vorhin  gefunden  wurde,  die 
Werthe: 

A(^)  =  0, 

^       '^  P-''^  =^  n^Qiy  -{-   IL,Q.>y,  ...-{-  llpQpy. 

Wäre  nun  die  Determinante  der  Q^y  (jleicli  0,  so  könnte  man  in  den 
Gleichungen  (31.)  die  reellen  Constanten  n^,  n.j,  .  .  .  iip  der  Art  wäh- 
len, dass  die  A'""'  und  P'^'  sämmtlich  verschwinden.  Das  diesen  spe- 
ciellen  11^,  n.^,  ...    Up  zugehörige    TF  (30.)    würde  alsdann  in  den 
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Ciirven  üy,  hy  lauter  rem  inirnjuiärc  coustaiitc  Differenzeu  luiben,  also 
[nach  Satz  (3.)]  eiue  Conatante  sein.  Hierdurch  würde  die  Formel 
(30.)  sich  verwaudelu  in  eine  lineare  Relation  mit  constanten  Coef- 
ficienten  zwischen  w,,  w^,,  .  .  .  w^,.  Eiue  derartige  Relation  aber  ist 
nach  (21.")  iOimöglicli. 

Demgemäss  kann  die  Determinante  der  Qty.  niemals  =  0  sein; 
60  dass  also  der  Beiveis  des  Satzes  (26.)  geführt  ist. 

Will  man  übrigens  diesen  Satz  (26.)  mit  voller  Slrou/c  beweisen,  so 
hat  man  wieder  analoge  Betrachtungen  anzustellen,  wie  früher  in  der  Be- 
merkung pg.  244. 
Was  schliesslich  den  Beweis  des  Satzes  (27.)  betrifft,  so  ist 

(32.)  Zy    =     BlyTCi    +     N,h,y     +     N,h,y    .    .    .     +     N,hp  y  ,  X     =      1,    2,    .     .     .  p. 

Bezeichnet  man  also  den  Werth  dieses  Ausdruckes  Zy,  wie  er  bei 
Souderung  des  Reellen  und  luuiginären  sich  gestaltet,  mit 

(33.)  Z.  =  E.  +  iHy, 

so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  (24.): 

(34.)  Ey.     =     N^Qly-{-     N.,Q->y    .     .    .     -\-     Nj,  Qj,  y  ,  X     =     1  ,    2  ,    .    .     .  jj  , 

und  andererseits: 

(35.)  Hy    =     3Iy7l    +     N.öly     +     X6,y    .    .    .     ^     Npöpy,  X     =     1  ,    2  ,     .     .     .  ^J . 

Aus  diesen  Gleichungen  (34.),  (35.)  lassen  sich  die  31,  N  be- 
rechnen, falls  die  Z,  Z,  H  f/cf/ehen  sind.  Denkt  man  sich  nun  die 
gegebenen  Werthe  der  Z,  mithin  auch  die  der  E  und  H  unendlich 
Mein,  so  erhält  man  aus  (34.)  für  die  N  ebenfalls  lauter  unendlich 
Meine  Werthe;  denn  es  ist  zu  beachten,  dass  die  Determinante  der 
Qiy  von  0  verschieden  ist  [zufolge  (26.)].  Substituirt  man  diese 
Werthe  der  N  in  (35.),  so  ergeben  sich  für  die  31  wiederum  un- 
endlich Meine  Werthe. 

Sollen  also  die  Z  unendlich  kleine  Werthe  erhalten,  so  hat  man 
sämmtlichen  Grössen  31,  N  ebenfalls  unendlich  kleine  Werthe  bei- 
zulegen. Letzteres  aber  kann,  weil  die  31,  N  ganze  Zahlen  sein 
sollen,  nur  dadurch  geschehen,  dass  man  die  31,  AT  sämmtlich  =  0 
macht.     Hiermit  ist  der  Satz  (27.)  heiviesen. 

§  7. 

Ueber  die  den  Normalintegralen  erster  Gattung  zugehörige 

Determinante  D. 

Setzt  man  zur  Abkürzung 

rfw^(2) 
(1.)  w„'(^)   für   -^y-,     (?  =  1,2,  ...i>, 
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so  gind  offenbar  [vgl.  die  Definitionen  pg.  198]  diese  Wa'(^)  lauter 
auf  9i  rc(julürc  Functionen,  also  Functionen,  die  auf  IK  nur  einzelne 
Pole,  und  ebenso  auch  nur  em^eZwe  Nullpunkte  haben.  Markirt  man 
nun  auf  SU  im  Ganzen  p  Punkte  z^,  z.^,  .  .  .  Zp,  und  bildet  man  die 
Determinante: 

w^'(Zi)  wJ(Zo)  .  .  .  WaX^^) 


(2.)  Diz„z^,...Zp)  = 


so  fragt  es  sich,  ob  diese  Determinante  vielleicht  identisch  ver- 
schwinden könne,  d.h.  ob  sie  verschwinden  könne  für  jedwede  Lage 
der  2>  Punkte  Zi,  z.,,  .  .  .  Zp.  Diese  Frage  ist  mit  Nein.'  zu  beant- 
worten.    Es  gilt  nämlich  folgender,  leicht  zu  beweisender  Satz: 

Verstellt  man  unter  @  einen  heliehig  gegebenen  FläcJientheil 
(3.)  von  ^  {z.  B.  einen  heliebig  Je  leinen  Flächentheil  von  'di),  so  werden 
auf  <B  stets  p  Punkte  z^,  z.^,  . . .  Zp  existiren,  für  ivelcJie  DißijZ^,  ...  Zp) 
nicht  verschivindet. 

Erläuterung.  —  Um  den  Satz  zu  beweisen,  werden  wir  einen  apa- 
gogiscben  Weg  einschlagen,  nämlich  zuvörderst  annehmen,  die  Determi- 
(a.)  nante  J>(2j ,  5., ,  .  .  .  z  )  verscMcütide  stets,  welche  Lage  die  Punkte  ^r, ,  z.2, 

'  ■  ■  z    auf  der  Fläche  ©  auch  annehmen  mögen; 

und  sodann  zeigen,  dass  diese  Annahme  zu  absurden  Resultaten  hin- 
leitet, mithin  unzulässig  ist. 

Ordnet  man  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Ver- 
tikalreihe, so  erhält  man: 

Z»(2i,  2,,  .  .  .  Zj)  =  A',  w,'(>,)  -}-  A',w,'(.^)  .  .  .  +  A"pWp'(^,), 

wo  die  A's  nur  noch  von  z.,,z.^,...  z  abhängen.  Nimmt  man  nun  für 
2j  einen  auf  <S  variablen  Punkt,  und  für  z.^,  z.^,  .  .  .  z  irgend  welche  auf 
©  festliegende  Punkte,  so  folgt  aus  der  Annahme  (c),  dass  für  jedwede 
Lage  des  auf  ©  variirenden  Punktes  z^  die  Formel  stattfindet: 

0  =  A,  w/(.^,)  +  K,  w;(r.)  .  .  .  +  A^w;(^J, 
dass  mithin  die  von  z^   abhängende  Function 

A,  w,  {z,)  +  K,yf,{z,)  .  .  .  +  A^w^(^.) 

constant  ist,  so  lange  z^  innerhalb  ©  bleibt. 

Diese  Function  ist  aber,  ebenso  wie  Wi(0,),  "^^(^i),  .  .  .  w  (2,),  auf 
der  Fläche  91^^,  eindeutig  uml  stetig.  Aus  ihrer  Constanz  auf  S  folgt 
daher  [mittelst  des  Satzes  (1.)  pg.  101]  sofort,  dass  sie  auf  der  ganzen 
Fläche  91^  j,  mithin  auch  auf  9t  selber  constant  ist.  Dies  aber  ist  unmög- 
lich. Denn  zwischen  w,  (-,),  w^,  (^,),  .  .  .  w  (0,)  kann  keine  lineare  Glei- 
chung mit  Constanten  Coefficienten  stattfinden  [Satz  (21.)  pg.  247]. 

Die  Annahme  (a.)  führt  also  zu  einem  absurden  Resultat;  —  es  sei 
denn,    dass  Jene  constanten    Coefficienten  K   sümmtlich    =  0   tvären.     Mit 
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andern  Worten:  Ans  jener  Annahme  («.)  fol(jt  mit  Nothircviligkcit,  dass  die 
K's  siinnutUch  =  o  sind;  wobei  von  Nenem  daran  zu  erinnern  ist,  dass 
diese  Constanten  K  lediglich  dependiren  von  der  Lage  der  festen  Punkte 
z^,  s^,  .  .  .  s  .  Diese  letztern  aber  waren  innerhalb  S  willkürlich  ge- 
wählt.    Aus  der  Annahme  («.)  foh/t  daher,   dass  die  K's  stets  =  0  sind, 

(ß)  welche  Lage  man  den  Punl:te)i   z.,,s^,...  z     innerhtdh  S   mich   zuerthei- 

len  mag. 

Die  A''s  repräsentiren  die  der  ersten  Vertikalreihe  entsprechenden  Par- 
tialdeterminanten.  Zu  genau  demselben  Resultat  wird  man  gelangen  mit 
Bezug  auf  diejenigen  Partialdeterminanten,  welche  der  zweiten  Vertikal- 
reihe entsprechen,  n.  s.  f.  Bezeichnet  man  also  die  Determinante  7)  selber 
[weil  sie  von  der  p*""  Ordnung  ist]  mit  1)  ,  und  jedwede  Subdeterminante 
jter  Ordnung  mit  J).,  so  kann  man  dem  Satz  (ß.)  folgende  allgemeinere 
Fassung  geben:   Aus  der  Annahme   (or.),  dass  D  oder  D     für  sämmiliche 

(y.)  Punkte  z^,  z^,  z^,  .  .  .  z    der  Fläche  ©  verschwindet,  folgt  mit  Nothwendig- 

keit,  dass  alle  Determinanten  D  ^^  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen. 

Hieraus  aber  folgt  nun  in  analoger  Weise,  dass  dieselbe  Eigenschaft 
auch  den  D  .^  anhaftet,  sodaun,  dass  sie  auch  deu  D  ^^  zukommt,  u.  s.  f. 
Man  gelangt  so  schliesslich  zu  den  Z>, ,  d.  i.  zu  den  Functionen  w^'(0.). 
Aus  der  Annahme  (a.)  folgt  daher,  dass  diese  w^'  (z)  für  sämmtliche  Punkte 
Zj,  Z.2,  .  .  .  z  der  Fläche  S  verschwinden ,  oder  (einfacher  ausgedrückt), 
dass  die  Functionen 

w„'(ä),     0  =  1,2,...^) 

auf  der  Fläche  S  allenthalben  =  0  sind,  tmd  dass  mithin  die  Functionen 
w^(~i,     a  =  1,  2,  .  .  .  p 

auf  S  allenthalben  constant  sind.  Diese  Functionen  w^(s)  sind  aber  auf 
3i^jj  eindeutig  und  stetig.  Aus  ihrer  Coustanz  auf©  folgt  daher  [Satz  (1.) 
pg.  101],  dass  sie  auf  der  ganzen  Fläche  91^,,  mithin  auch  auf  3t  con- 
stant sind.  Die  Annahme  (a.)  führt  also  schliesslich  zu  dem  Resultat,  dass 
(8.)  die  Functionen  Wi(^),  •w.^{z),  .  .  .  w  (2)  lauter  Constanten  sind;  —  was  ab- 

surd ist. 

Folglich  ist  jene  Annahme  unzulässig,  also  die  Richtigkeit  des  Satzes 
(3.)  constatirt.     Q.  e.  d. 

Um  den  Satz  (3.)  unsern  spätem  Zwecken  dienstbar  zu  machen, 
denken  wir  uns  auf  'Si  irgend  einen  Fl'ächentheil  @  abgegrenzt,  wel- 
cher frei  ist  von  den  Polen  der  regulären  Functionen 

und  ferner  frei  ist  von  den  Windungspunkten  der  Fläche  9t,  sowie 
auch  von  den  daselbst  an  der  Stelle  ^s  =  00  übereinander  liegenden 
Punkten.  Alsdann  ist  yva{z)  im  Bereich  eines  jedweden  innerhalb 
<3  gelegenen  Punktes  c  entwickelbar  in  eine  Reihe  von  der  Form: 

(4.)  Yfoiz)  =  w„'(c)  +  B„(^  -  c)  +  Voiz  -cf-\-...,     [vgl.  pg.  112], 

wo  Ba,  Ta, .  .  .  constante  Coefficienten  vorstellen.    Markirt  man  also 
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innerhalb  (S  irgend  welche  Punkte  c,,  c.,,  .  .  .  Cp,  beschreibt  um  die- 
selben (als  Centra)  auf  der  Fläche  ©  kleine  Kreise  und  bezeichnet 
irgend  welche  innerhalb  dieser  p  Kreise  beliebig  variirende  Punkte 
respective  mit  s^,  s.^,  .  .  .  2,,,  so  werden  die  Elemente  w„'(c,)  und 
yiä{Zj^  der  beiden  Determinanten 

(5.)  C  =  B((\  ,c.,,...  c,,),     und     Z  =  Di^i,  z^_, . . .  Zj,) 

mit   einander   verbunden    sein  durch  die  in  (4.)    angedeuteten  Rela- 
tionen: 
(G.)  w„'(^,)  -  w/ ic,)  =  B,(^)(.e,  -  0)  +  r„(^-)(^,  -  c,f  +  . .  . 

Man  kann  daher,  wie  aus  diesen  Relationen  folgt,  die  genannten 
Kreise  so  klein  machen,  dass  die  Elemente  der  einen  Determinante 
von  denen  der  andern  beliebig  wenig  abweichen,  und  dass  mithin 
auch  die  Werthc  der  Determinanten  selber  beliebig  wenig  von  ein- 
ander differiren. 

Denkt  man  sich  also  z.  B.,  was  zufolge  des  Satzes  (3.)  stets 
ausführbar  ist,  die  festen  Punkte  c^,  c.^,  .  .  .  Cp  auf  dem  Flächentheil 
©  in  solcher  Weise  markirt,  dass  die  Determinante  C  von  0  ver- 
schieden ist,  so  wird  man  jene  Kreise  so  klein  macheu  können,  dass 
die  Determinante  Z  ebenfalls  von  0  vcrscldeäen  bleibt,  welche  Be- 
wegung man  den  Punkten  ^j,  s.,,  ...  Sp  innerhalb  jener  Kreise  auch 
zuertheilen  mag.     Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Es  sei  (S  irgend  ein  Tlieil  der  gegebenen  Flüche  9i,  und  zivar  sei 
dieser  Tlieil  ©  frei  von  den  Polen  der  regidären  Functionen 

Wo\s),     (?=  1,2, .  ..i), 

ferner  sei  @  frei  von  den  Windungsinmhten  der  Fläche  iR,  soivie  mich 
von  den  hei  z  ==  00  liegenden  Pimlden. 

Denli  man  sich  alsdann  [was  zufolge  des  vorhergehenden  Satzes 
(3.)   stets   möglich  ist]  auf  <B  p  Punkte  Ci,  Cj,,  .  .  .  Cp  markirt,  für 
ivclclie 
(7.)  D{c^,  c,, .  . .  Cp) 

von  0  verschieden  ist,  so  lassen  sich  um  diese  Punkte  Cj,  c.^, .  .  .  Cp 
(als  Centra)  Kreise  von  solcher  Kleinheit  heschreiben,  dass  die  Deter- 
minante 
(8.)  D{z„z,,...Zp) 

beständig  von  0  verschieden  bleibt,  icelche  Bewegung  man  den  Punk- 
ten Zi,  z.^,  ...  Zp  innerhalb  jener  p  Kreise  auch  zuertheilen  mag. 
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§   8. 

Die  der  gegebenen  Fläche  ^  zugehörigen  Integrale  zweiter 
Gattung.    Definition  der  betreffenden  Normal-Integrale. 

Denkt  man  sich  auf  der  Fläche  9x  ausser  den  Kiemann'schen 
Curven  ay:,l)>,  noch  irgend  einen  FwiJd  c  markirt,  so  wird  nach  dem 
Kiemann'schen  Theorem  (6.)  pg.  239  stets  eine  Function  /'(^)  exi- 
stiren,  die  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

I.  f(z)  soll  auf  '^,  bis  auf  den  Punkt  c  und  die  Linien  n^,  hy,, 
eindeutig  und  stetig  sein. 

II.  f{s)  soll  im  Bereich  \X{c,z)  oder  %{'y,^)  des  Punktes  c  in 
solcher  Weise  unstetig  sein,  dass  die  Differenz 

/■(^)  -  F^r 
daselbst   stetig   bleibt.     Ferner  soll  f{s)   in   den   Linien  üy,,  hy.   con- 
stante  Ditferenzen  besitzen,  deren  reelle  Theile  heliehig  vorgeschriebene 
Werthe  haben. 

Auch  ist  die  Function  f{s)  dnrcli  die  Bedingungen  I.,  II.  vollstän- 
dig hestimmt,  his  auf  eine  additive  Constante.  Denn  existirten  zwei 
diesen  Bedingungen  entsprechende  Functionen  f(s)  und  f{3),  so 
würde  ihre  Differenz 

auf  Ü?,  abgesehen  von  den  Curven  ay ,  hy,  eindeutig  und  stetig,  in 
diesen  Curven  aber  mit  rein  imaginären  constanten  Differenzen  be- 
haftet, also  [Satz  (3.)  pg.  236]  eine  Constante  sein.    Q.  c.  d. 

Diese  durch  die  Bedingungen  L,  IL  charakterisirte  Function 
f(2)  ist  aber  nach  (42.)  pg.  220  nichts  Anderes  als  ein  elementares 
Integral  ziveiter  Gattung'*):  ^c(^);  so  dass  man  also  sagen  kann: 

Für  die  gegehene  Fläche  'Si  existirt  stets  ein,  und,  abgesehen 
von  einer  additiven  Constanten,  nur  ein  einziges  elementares  Integral 
{\\  ziveiter  Gattung  Tdz),  dessen  UnmdlichJicitsjmnkt  c  eine  vorgeschrie- 
bene Lage,  und  dessen  constante   Differenzen   in   den  Curven  ay,  hy 
vorgeschriebene  reelle  Theile  besitzen. 

Ist  nun  Tc{z)  ein  solches  elementares  Integral  ziveiter  Gattung, 
so  wird  offenbar 
(2.)  Tc{z)  +  K,v^^{z)  +  A''2W,(^)  . .  .  ÄpWp(^) 

wiederum  ein  elementares  Integral  ziveiter  Gattung  sein;  vorausgesetzt, 


*)  Vgl.  die  Note  pg.  241. 
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(lass  man  unter  den  K's  Constanten,  andererseits  unter  den  w(^) 
die  Normaliutegrale  erster  Gattung  versteht.  Man  kann  aber  die 
K  so  einrichten,  dass  die  Function  (2.)  in  den  Curven  Uy.  gar  leine 
Differenzen  hat.  Sind  nämlich  A^"^',  B^'^)  die  constanten  Differenzen 
von  Tc{2)  in  den  Curven  a-^,  by,,  so  braucht  man  zu  diesem  Zweck 
den  K's  nur  die  Werthe  beizulegen: 

K  =  -^''         K  =-—  K  =  —  ^ 

^  Tii  ^  ^  Tri  '  '  ■  '  ■''  Tri    ' 

[vgl.  (19.)  pg.  240].     Also  der  Satz: 

Es  giebt  unendlich  viele  elementare  Integrale  zweiter  Gattung  mit 
ein  und  demselben  UnstetigJceitspunJct  c.  Unter  diesen  cxistirt  eines, 
ivelehes  in  den  Curven  a^  gar  Jceine  Differenzen  hat,  welches  also  auf 
^,  abgesehen  vom  PuuJcte  c  und  den  Curven  by,  überall  eindeutig  und 
stetig  ist.  Dieses  besomlere  Integral  mag  mit 
(3.)  t,{z) 

bezeichnet  und  das  Normalintegral  zweite^'  Gattung  genannt  werden. 
(4.)  Dieses  Normalintegral  tdz)  ist  durch  Angabe  seines  Unstetiglceits- 

imnldes  c  vollständig  bestimmt,  bis  auf  eine  additive  Constante.  Exi- 
stirten  nämlich  zivei  solche  Integrale  tc{z)  und  tc(z),  so  würde  ihre 
Differenz 

x(z)  =  tiz)-t:{z) 

auf  3fi,  abgesehen  von  den  Curven  by ,  überall  eindeutig  und  stetig, 
in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet,  also 
[Satz  (2.)  pg.  236]  eine  Constante  sein.     Q.  e.  d. 

Repräsentirt  Tc{z)  ein  beliebiges  elementares  Integral  zweiter 
Gattung,  ferner  tc{z)  das  demselben  Unstetigkeitspunkt  c  entsprechende 
Normalintegral,  so  wird  die  Function 

Ud)  -  t,{z) 

auf  9^,  abgesehen  von  den  Curven  ay,  by,  eindeutig  und  stetig;  in 
diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen  behaftet  sein.  Dem- 
gemäss  ist  diese  Function  [Satz  (8.)  pg.  241]  nichts  Anderes  als 
ein  Integral  erster  Gattung    W(z).     Also: 

T,{z)  -  tc{z)  =  W{z). 
Also  der  Satz: 

Jedivedes  elementare  Integral  ziveiter  Gattung  Tc{z)  ist  darstell- 
bar in  der  Form: 
(5.)  T,{z)  =  tAz)+W{z), 

wo   W{z)  irgend  ein  Integral  erster  Gattung  vorstellt. 

Neumanii,  AbpVsclic  Integrale.     2.  Aafl.  IT 
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Diesen  Satz  kann  man  übrigens  [mit  Rücksicht  auf  (22.)  pg.  247] 
auch  so  aussprechen:  Jedwedes  elementare  Integral  zweiter  Gattung 
Tc{s)  ist  darstellbar  in  der  Form: 
(0.)  T,(^)  =  t,(z)  +  K,  -h  K,  w,  (5)  -{- K,w,(z)  .  .  .  +  K,wM, 

ivo  die  w(js)  die  Normal  integrale  erster  Gattung,  und  die  K's  constante 
Coefficienten  vorstellen . 

§  9.*) 
JDarstellung  der  auf  Üi  regulären  Functionen  mittelst  der  Integrale 

zweiter  Gattung. 
Es  sei  f=  f{/)  irgend  eine  auf  Üt  reguläre  Function  (j^^  Ord- 
nung, deren  elementare  Pole  e^yC^,  .  .  .  c,j  vereinzelt  liegen,  so  dass 
also  niemals  zwei  oder  mehrere  derselben  mit  einander  zusammen- 
fallen. Bezeichnet  man  irgend  einen  dieser  elementaren  Pole  kurz- 
weg mit   c,   so    ist  f{s)  im   Bereich  U(c,  ^)   oder  5t (y,  2;)   desselben 

darstellbar  durch  ,.  .         ,,  \    ■,  -r^,c\ 

fiz)  =  (^  -  y)-^E{t). 

Und  diese  Formel  kann,   falls  man  E{^   in  eine  Taylor'sche  Reihe 

entwickelt,  auch  so  geschrieben  werden : 

m  =  j-^  +  ^'  +  ^"(e  -  y)  +  Ä""(e  -  y/  +  • . . 

oder  auch  so: 
(7.)  f{z)  =  r^  +  (eind.  stet.  Funct.  von  e), 

wo  K  eine  von  0  verschiedene  Constante  vorstellt. 

Bildet  mau  nun  das  diesem  Punkte  c  entsprechende  Normal- 
integral zweiter  Gattung  tc{z),  so  wird  dasselbe  [ebenso  wie  das  all- 
gemeinere Integral  Tc{z),  vgl.  pg.  256]  im  Bereich  \[(e,z)  oder 
%{y,  t)  des  Punktes  c  darstellbar  sein  durch: 

(8.)  tc{z)  =   -— -  +  (eind.  stet.  Funct.  von  ^). 

Aus  (7.)  und  (8.)  folgt  nun  sofort,  dass  die  Function 
(9.)  ^  /•(^)  -Kt,(z) 

im  Bereich  des  Punktes  c  eindeutig  und  stetig  ist. 

In  solcher  Weise  kann  also  die  gegebene  Function  f(z)  ihrer 
polaren  Unstetigkeit  im  Punkte  c  heraubt  werden  durch  Subtraction 
eines  Ausdrucks  von  der  Form  Ktdz).  Dieses  Verfahren  kann  nun 
successiv  auf  sämmtliche  Pole  Cj,  C2,  ...  c,j  in  Anwendung  gebracht 
werden.     Und  demgemäss  wird  also  das  Aggregat 

*)  Die  in  §  9  und  §  10  aufgestellten  Sätze  sind  öur  heiläufiger  Natur. 
Wenigstens  wird  in  den  weiter  folgenden  Paragraphen  und  Capiteln  diese.s 
Werks  von  jenen  Sätzen  lein  Gebrauch  gemacht  werden. 
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(10.) 


(11.) 


fiz)  -  \K,UX^  +  K,t^Xz) . . .  +  K,U^{z)\ 

bei  passender  Bestimmung  der  J^T's,  eine  Function  repräseutiren,  die 
auf  Ü^,  abgesehen  von  den  Curven  hy,,  überall  eindeutig  und  stetig, 
in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Difierenzen  behaftet  ist.  Eine 
derartige  Function  ist  aber  [Satz  (2.)  pg.  23G]  eine  Constante.  Also 
der  Satz: 

Bezeichnet  f{3)  irgend  eine  auf  ^  reguläre  Function  5*"  Ordnung 
mit  den  Polen  c^,  c^,  ■  .  .  c^,  so  ivird  dieselbe  stets  in  der  Form  dar- 
stellbar sein: 

fiz)  =  7f  +  KM^)  -f  KM^)  +  .  . .  +  K,t,^fa), 

wo  die  K's  Constanten  sind.     Hieraus   ergieht   sich  von  selber,   dass 

diese  K's  folgenden  Gleichungen  Genüge  leisten  iverden: 

0  =  K,  B,(i)  +  K,  B,(^)  . .  .  +  Z",  B,(i), 

0  =  K,  B,^-''  +  K,  BP  ...  +  K,  B,(^, 


(12.) 


(13.) 


0  =  ^,  B//^)  +  K,  B,(^) ...  +  Kj  Bq^p\ 
ivo  B/"");   B^^""^,  .  .  .   B,^""'    die   constanten  Differenzen   der   Functionen 
tc,(z),  tcSß)i  .  .  -  tc  [z)  in  den  Curven  by,  vorstellen. 

Dieser  Satz  lässt  sich  umkehren.  In  der  That  übersieht  man 
sofort,  dass  jedivedes  Aggregat  von  der  Form: 

K  +  KM^)  +  ^.tcX^)  •  •  •  +  ^.^(^) 
eine  auf  0?   regidäre  Function  q^^  Ordnung  sein  ivird,  falls  nur  die 
Constanten  K  den  Bedingungen  (11.)  Genüge  leisten. 

Für  den  Specialfall:  q^  =  p -\-  l  führt  der  Satz  (10.),  (11.),  (12.), 
falls  man  die  aus  (11.)  für  die  K  sich  ergebenden  Werthe  in  (10.) 
substituirt,  zu  folgendem  besonders  einfachen  Resultat: 

Bezeichnet  f(z)  irgend  eine  auf  9i  reguläre  Function  (p  -f-  1)'*^"^ 
Ordnung  mit  den  Polen  c^,  c.>,  ...  Cp+i,  so  ivird  dieselbe  stets  in  fol- 
gender Form  darstellbar  sein: 

Bi'i)      B,(^)   ...     B 
Bi(2) 


fiz)  =  K+H 


B,(^) 


B 


(1) 

'p+i 

(2) 


B,(P) 


B 


iP) 


°1  ■-'2         •  •  •         "^1 

tvo  K  und  H  Constanten  sind.     Zur  Ablälrzung  mag  ührigens  diese 
Formel  (13.)  so  geschrieben  iverden: 
(13a.)  /'(^)  =  ^^+^*c.c....c^+,(4 


17 
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Und  umgekehrt:  Denld  man  sich  auf  ^  irgend  welche  Punlie 
c,,  c^,  .  .  .  Cp+i  gans  ad  lihifnni  7)iarlirt,  so  wird  jede  Fuuction  von 
der  Gestalt  (13.)  oder  (13a.)  eine  aufSi  regidärc  Function  (j) -{-  l)^'' 
Ordnung  sein. 

Wir  haben  in  (3.)  nachgewiesen,  dass  für  jedwede  Lage  des 
Punktes  c  eine  zugehörige  Function  tc{z)  existirt.  Nelimen  wir  an, 
wir  hätten  irgend  welche  Mittel  in  Händen,  um  für  jede  Lage  von 
c  diese  Function  tjz)  nebst  den  ihr  7Aigehörigen  Constanten  B'""'  wirlx- 
lich  zu  bilden,  so  werden  wir  auch  für  jedwede  Lage  der  Punkte 
Ci,  c.2,  .  .  .  Cp-(-i  die  zugehörige  Function 

zu  bilden  im  Stande  sein.  Und  jedwede  reguläre  Function  (p-j-l)*^"" 
Ordnung  mit  den  Polen  c^,  c.2,  ■  -  •  c,.+i  wird  alsdann,  nach  (13.) 
respective  (13a.),  darstellbar  sein  durch: 

/•(0)  =  ^+i/0e.c.....c^,(4 

WO  H  und  K  zvillkürliche  Constanten  sind. 

Die  (j)  -f-  1)  Nullpunkte  z^,  z.,,  ...  Zp^i  dieser  Function  bestim- 
men sich  durch  die  Gleichung 

O  =  Z+S^0e.o....c^+,(^), 

und    können   also   lediglich    abhängen   von  c^,  c.>,  .  .  .  Cp^i   und  von 

TT 

dem  Werth  des  Quotienten  ^;  was  angedeutet  sein  mag  durch  die 
Formeln: 


—  (  ^\ 

—  X-2       I  '^n  ^2  >  •  •  •  ^>+i  >   K  )  ' 


^7>+J  =  Xi'+i  Kij  C->)  •  •  ■  (^p+U  X'j  ■ 


TT 

Denkt  man  sich  aber  -^  aus  diesen  (;)  +  1)  Formeln  eliminirt,  so 
erhält  man  jij  Relationen,  in  denen  nur  noch  c^,  c^,  ...  c,^i  und 
^, ,  Z2  ...  Zjj^i  enthalten  sind.     Also  der  Satz: 

Sollen  (2j;  +  2)  auf  der  gegebenen  Fläche  91  ivillkürlich  marJcirte 
FunUe  c^,  c^,  ...  Cp-fi  und  Zy,  z.,,  ...  Zj^i  die  Pole  und  Ntdlpunlie 
(14.)  iw^(^  ^*^^'"  ^w/"  9(1  regulären  Function  (p  +  l)*^"^  Ordnung  darzustellen 
im  Stande  sein,  so  müssen  diese  Punkte  gewissen  p  Relation en  ent- 
sprechen, deren  Beschaffenheit  lediglich  abhängt  von  der  Gestalt  der 
gegebenen   FläcJtc   9?.     Näher   sind   wir   diese  j)  Relationen   vorläufig 
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noch  nicht  anzugeben  im  Stande.  Doch  werdeji  wir  später  (iin  fol- 
genden Capitel)  sehen,  dass  dieselben  in  einfacher  Weise  ausdrück- 
bar sind  mittelst  der  der  Fläche  9i  zugehörigen  .Normalintegrale 
erster  Gattung  vf^(z),  ^.2(2),  .  .  .  Wp(^). 

Sollen  also  Cj,  Cg,  .  .  .  c^+i  tind  z^,  z.^^   ...  z^j^x  die  Pole  und 

XidlpimJde  einer  auf  Ü?  regidären  Function  (p  -\-  l)**""  Ordnumj  sein, 

(15.)  so  darf  man  mir  {p -{- 2)  dieser  Funhte  willJcürlich  tvählen.     Die 

ühriyen  p  ergehen  sich  alsdann  von  selber  auf  Grund  jener  p  liela- 

tionen. 

Ist  f{s)  eine  auf  9?  reguläre  Function  (j)  -f-  1)""'  Ordnung,  so 
gilt  Lileiches,  falls  man  unter  C,  D  irgend  zwei  Constanten  versteht, 
auch  von 

^^'^"^  f{z)-C' 

Und  zwar  werden  die  Pole  und  Nullpunkte  von  F{z)  zwei  Niucau- 
pimldsystenie  von  fiß),  nämlich  Punkte  vorstellen,  in  denen  f(z) 
respective  =  C  und  =  D  wird.  Demgemäss  kann  man  den  Sätzen 
(14.),  (15.)  folgende  allgemeinere  Fassung  geben: 

Sollen  (2|)  -|-  2)  auf  91  marhirte  Funkte  c^,  c.^,  .  .  .  c,,j^i  und  ,«,, 
2.^,  ...Zpj^i  zivei  Niveaupnnhtsysteme  irgend  einer  auf  dt  regulären 
(IG.)  Function  {p  -{-  1/"''  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein,  so  müssen 
diese  FunMe  gewissen  p  Relationen  Genüge  leisten,  deren  Beschaffen- 
heit lediglich  ahhäxgt  von  der  Gestalt  der  gegebenen  Fläche  9?. 

Sind  also  {p  -\-  2)  von  jenen  Funkten  markirt,  so  ergeben  sich 
die  übrigen  p  bereits  von  selber  auf  Grund  dieser  p  Fielationen. 

Weitere  Ausdehnung  der  gefundenen  Sätze.  —  Die  soeben  an- 
gestellten Betrachtungen  sind  durchweg  ausdehnbar  auf  reguläre 
Functionen  5*"  Ordnung,  falls  nur  q~>  p>  ist.  Das  dabei  einzu- 
schlagende Verfahren  ist  dem  vorhin  eingeschlagenen  in  solchem 
Grade  ähnlich,  dass  darüber  nur  wenige  Andeutungen  erforderlich 
sind.  So  gelangt  man  z.  B.,  ähnlich  wie  zum  Satze  (10.),  (11.),  (12.), 
auch  zu  folgendem  allgemeineren  Satz: 

Bezeichnet  f{z)  irgend  eine  auf  9t  regidäre  Function  q^""  Ordnung 
mit  den  Folen  c^,  c.2,  .  .  .  c^,  und  ist  g>p,  so  wird  dieselbe  stets  in 
folgender  Form  darstellbar  sein: 

(17.)  /■(.)   =  K  +2  k  ^c.c.o,....o^,o,,+,  (Z). 

Dabei  repräsentirt  O  dieselbe  Function  ivie  in  (13a.);  icälirend  K,  H^, 
H^,  ...  Hq—jj  Constanten  sind. 
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Umgekehrt  ivird,  hei  willldirl klier  ITrtA/  von  c\,  t'o,  .  .  .  e^  und 
K,  Hl,  H^,  .  .  .  ll.j-p,  jedivcdc  Function  von  der  Form  {VI.)  eine  auf 
91  reguläre  Function  q^"  Ordnung  sein. 

Bemerkung.  —  Q.^  P  gedacht,  ist  also  eine  auf  3t  reguläre  Function 
2*"  Ordnung,  im  Ganzen  mit 

(2  2  — P  -\-  ^)  willkürlichen  Constanten 
behaftet,  nämlich  mit  den  q  willkürlich  zu  wählenden  Polen  c, ,  c, ,  .  .  .  c 
und  überdies   mit  den   (g  —  i'  +  1)   willkürlich   zu    wählenden  constanten 
Coefficienten  K,  H^,  U.,,  ...  H,.^.,- 

Die  Nullpimkte  s^,  s.^,  . .  .  z,^  der  Function  (17.)  bestimmen  sich 
ilurcli  die  Gleichung: 

0  =  K  +  i'i/,0cc.C3...c,,c,,+,  (^), 


;  =  1                                   --'•' 

und  hängen  also 

lediglich  ab  von 

c„  e. 

c           c      und     ^'     ^''             ^^^'' • 

Denkt   man    sich 

diese   q  Formeln    für   z^,  z.>,  .  .  .  z,j  wirklich   hin- 

gestellt,  und  aus 

denselben  die  letzten  (q — 2')  Argumente 

H,     H,              H^-p 

K  '    K^  '   '  '       K 

eliminirt,  so  erhält  man  [q  —  (g  —  j))]  =  p  Relationen,  in  denen  nur 
noch  Ci,  Cy,  .  .  .  c^  und  z^^,  z.,,  ...  Zq  enthalten  sind. 

Die  Pole  und  NiülpunJcte  einer  regidären  Function  q*^'  Ordnung 
sind  also  stets  durch  p  Fi.eIationcn  mit  einander  verhiüpft.  Und  dieses 
Resultat  ist  nun  wiederum  [vgl.  den  Uebergang  von  (14.),  (15.)  zu 
(16.)]  leicht  übertragbar  auf  zwei  beliebige  NiveaupunMsysteme^  so 
dass  man  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Es  sei  qy- p-    Sollen  alsdann  2q  auf  'Si  markirte  Punkte  Cj,  c^, 

. .  .  c,  tmf?  z^,  Zo, . .  .  Zq  zwei  Niveaupunldsysteme  irgend  einer  auf 

(18.)  ^  regidären  Function  c^^  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein,   so 

müssen  diese  Punlie  gewissen  p  TIelationen  Genüge  leisten,  deren 

Beschaffenheit  lediglich  abhängt  von  der  Gestalt  der  gegebenen  Fläche  9i. 

§  10. 

Fortsetzung. 

Es  sei  jetzt  q  '^p.  Indem  wir  auf  diesen  Fall  wiederum  den 
allgemein  gültigen  Satz  (10.),  (11.),  (12.)  anwenden,  wollen  wir  die 
daselbst  auftretenden  Constanten  K^,  K.^,  . .  .  K^  zu.  eliminiren  suchen. 
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Die  Anzahl  der  Gleichungen  (11.)  ist  =  p,  d.  i. 

=  (2  -  1)  +  Q^  -  5  +  !)• 
Substituirt   man   nun   die   aus    den    asten   {q  —  1)  Gleichungen  für 
Ky,  K.^,  .  .  .  K,j  sich   ergebenden  Werthe  in   den  (p  —  g+  1)  fol- 
genden Gleichungen,  und  ebenso  in  den  Formeln  (10.),  (12.),  so  ge- 
winnt der  in  Rede  stehende  Satz  folgende  Gestalt: 

Ist  f{z)  eine  auf  SU  reguläre  Function  q^""  Ordnung  mit  d&n  Polen 
Ci,  c„,  ...  Cq  und  q^p,   so   wird  diese  Function  f{z)  stets  in  defi' 


Form  darstellbar  sein. 


(19.) 


az)  =  K+H 


B,(^) 
B,(2) 


B/^-') 


(20.) 


tvo  K,  H  Constanten  sind.    Dabei  werden  zivischen  jenen  Folcn  q,  c.^, 
. . .  Cg  stets  folgende  (j>  —  q  -\-  1)  Relationen  stattfinden: 

B^ü)  B2^^'> 
Bi(i)  Bg^i) 
Bi(2) 


B,(2) 


B^w 
B,(^) 

B,(2) 


B,(2-i) 


=  0. 


«<^ö  i  =  g,  (g  +  1) ,  (^  +  2),  . . .  i?. 

UmgeJcehrt  ivird  jeder  ÄusdrucJc  von  der  Form  (19.),  falls  man 

unter  K,  H  beliebige   Constanten,  und  unter  Ci,  c.^,  .  .  .  c,j  (q  ^  p) 

(21.)  irgend  tvelche  den  {p  —  q  -{-  1)  Ptelationen  (20.)  entspirechende  Punlie 

versteht,  eine  auf  9fl  reguläre  Function  q^^^  Ordnung  mit  den  Polen  c^, 

c^,  ...  Cq  vorstellen. 

Bemerkung.  —  Die  Zahl  q'^p  gedacht,  ist  also  eine  auf  9t  reguläre 
Function  (j^^"^  Ordnung  im  Ganzen  mit 

(2  2  — _p  +  1)  willkürlichen  Constanten 
behaftet.     Denn  jene  Pole  c^,  c.,,  .  .  .  c^,  zwischen  denen  (p  —  q  +  1)  Re- 
lationen stattfinden,  repräsentiren  [g  —  (jp  —  g  +  1)]  =  (2?  —P  —  1)  will- 
kürliche Constanten.     Und   hierzu  kommen  noch   zwei  weitere  Constanten, 
nämlich  K  und  H.  —  Q.  e.  d. 

Da  die  g  Pole  {p  —  2  +  1)  Relationen  zu  entsprechen  haben,  so  ist 
nothwendiger  Weise: 

2  >  p  —  3  -f  1 , 
oder,  was  dasselbe: 


(a.) 


<^>^^- 
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SämmtUche  auf  SH  rcguhiie  Functionen  besitzen  aho  Urdnungen,  die  ^  -^ 

sind.     Dieser  Satz  kann  noch  weiter  verschärft  werden   mittelst  folgender 
lietrachtnng: 

Ist  f  (z)  eine  auf  'H  reguläre  Function  (/"^^  Ordnung',  so  gilt  Gleiches 
auch  von 

falls  C,  1)  Constanten  sind.  Von  den  q  Polen  dieser  letztern  Function 
aber  kann  einer,  durch  geeignete  Wahl  von  C,  in  eine  vorgcschriibenc 
Lage  Zp  hineingedrängt  werden.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  auf  3i 
regulären  Function  y'*-'^  (Jrd)iung  wird  daher  stets  der  Art  beschaffen  sein, 
dass  einer  ihrer  q  Pole,  seiner  Lage  nach,  vollkommen  willkürlich  bleibt. 
Da  nun  {q  <C  p  gedacht)  zwischen  diesen  q  Polen  {p  —  (Z  +  1)  ^^' 
latiouen  stattfinden  müssen,  einer  derselben  aber  eine  toillkürliche  Lage  be- 
halten niuss,  so  folgt  hieraus,  dass  q  niemals  =  (p  —  2+1)»  sondern 
stets  >  ip  —  2  ~f"  1)  sein  wird.  Die  Formel  («.)  ist  daher  durch  folgende 
zu  ersetzen: 

(y-)  <i>  p  —  <i-\-  1 ; 

und  hieraus  ergiebt  sich : 

Also  der  Satz:  Bepräsentirt  31  eine  2 2)- fach  zusammenhängende  Rie- 
mann'sche  Kugel/läche,  so  ivird  die  Ord)iu)ig  q  jedweder  auf  3J  regulären 
Function  der  Formel  entsprechen: 

oder  (was  dasselbe  ist)  der  Formel  entsprechen: 

es  sei  denn,  dass  die  Beschaffenheit  jener  Fläche  irgend  icclchen  besondern 

Zufälligkeiten  unterliegt.    [Vgl.  Riemann's  Ges.  Werke,  pg.  lOl.J 

Ist  ([^p,  und  solleu  2q  auf  ^li  beliebig  markirto  Punkte  t*, ,  c.^, 

...  c,y  und   Zi,  z.,^  .  .  .  s,^   die   Pole  und   Nullpunkte  irgend  einer  auf 

^  regulären  Function  g*"  Ordnung  darzustellen  im  Stande  sein,  so 

müssen  zuvörderst  c^,  c.y,  ...  c,^  den  in  (20.)  angegebenen 

(22.)  {P  —  (l-\-  1)  Relationen 

entsprechen.  Diese  Relationen  erfüllt  gedacht,  wird  alsdann  jed- 
Avede  mit  den  Polen  Cj,  c.2,  .  .  .  c,  behaftete  reguläre  Function  g-*®' 
Ordnung  f{z)  die  Gestalt  (19.)  haben: 

f{z)  =  K^H^,,,^....^{z), 

wo  K,  H  willkürliche  Constanten  sind,  während  Y  als  Abbreviatur 
dient  für  die  in  (10.)  stehende  Determinante.  Die  Nullpunkte  z^, 
^2,  .  •  .  ^.y  von  f{z)  bestimmen  sich  mittelst  der  Formel: 
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0  =  ^4-i/H^,.,^...,^(^), 


uuil  hiiugeu  also  ab  von 

c, ,  c.>,  ...  c,j     und 


H 
K 


Denkt  man  sicli  diese  </  Formeln  für  s^,  z.^,  .  .  .  ^'.j   wirklich  hinge- 

TT 

stellt,  und  aus  denselben  das  -^  eliminirt,  so  erhält  man 
('23.)  (q  —  1)  Relationen, 

in  denen  nur  noch  z^,  z.2)  •  •  -  ^i  ^^^  C^,  c.^,  ■  .  .  Cq   enthalten  sind. 

Die  Relationen  [22^  und  (23.)  zusammengenommen,  erhält  man 
im  Ganzen  p  Belationen,  also  den  Satz:  Ist  q  <^2),  so  sind  die  Fole 
und  XuUjntnlie  einer  auf  9i  nyidären  Function  </**'  Ordnung  stets 
durch  p  llelationen  mit  einander  verlnüpft.  Dieses  Resultat  ist  nun 
wieder  [vgl.  den  Uebergang  von  (14.),  (15.)  zu  (16.)]  leicht  über- 
tragbar auf  zwei  beliebige  Xivcaupunlisysteme:  so  dass  man  zu  fol- 
gendem Satze  gelaugt: 

Es  sei  q^p.     Sollen  alsdann  2p  auf  9^  marTärte  PunJcte  c^,  c.,, 

.  .  .  c^  und  Zi,  z^,  .  .  .  z,j   zwei    Xiveaupunlctsysteme   irgend   einer 

(24.)  auf  9t  regulären  Function  q^"  Ordnung  darzustellen   im  Stande  sein, 

so  müssen  diese  PunJde  gewissen  p  Melationen  Genüge  leisten,  deren 

Beschaffenheit  lediglich  alhängt  von  der  Gestalt  der  Fläche  9t. 

Wir  sind  also  hier  im  Falle  q^p  zu  genau  demselben  Resul- 
tat gelangt,  wie  früher  in  (18.j  für  den  Fall  q'>  P-  Die  in  Rede 
stehenden  p  Relationen  lassen  sich  leicht  ausdrücken  mittelst  der 
Integrale  erster  Gattung;  wie  weiterhin  (im  folgenden  Capitel)  ge- 
zeigt werden  soll. 

§  11- 

Die  der    gegebenen  Fläche    9t   zugehörigen    elementaren  Integrale 

dritter  Gattung.     Definition  der  betreffenden  Normal-Integrale. 

Man  markire  auf  der  gegebenen  Fläche  9t  irgend  zwei  Punkte 
q  und  Co,  construire  femer  die  Riemann'scheu  Curven  Uy,,  hy,  {y.  =  \ , 
2,  .  .  .  p),  und  zwar  in  solcher  \Veise,  da:5S  tj  und  c.j  nicht  hart 
au  einer  dieser  Curven  gelegen  sind.  Endlich  ziehe  man  auf  9t 
von  q  nach  c.^  eine  beliebige,  aber  die  Curven  ay,  hy  vermeidende 
Linie  /. 

Die  Function  Tc^iz)  ist  auf  9t<,6  regulär  und  daselbst  nur  mit 
einem  einzigen,  und  zwar  elementaren  Pol  q  behaftet;  sie  kann  also 
auf  9t,,-   nur  einzelne  Nullpunkte  haben,  von  denen  möglicher  Weise 


'2ö()  Zehntes  Capitel. 

einige  gerade  iiul  l  liegen,  (jlenau  dasselbe  gilt,  lallti  mau  unter 
K^  eine  Coustante  verstellt,  auch  von  der  Function 

0,(^)=Te.(^)-K,. 

Doch  wird  man,  was  in  der  That  geschehen  mag,  die  Constante  K^ 
so  wählen  können,  dass  von  den  Nullpunkten  dieser  neuen  Function 
0j(5^)  l'ciner  auf  /  liegt. 

In  analoger  Weise  kann  man  jetzt  eine  zweite  Function 
0M  =  T^X^)  -  K, 
bilden,  welche  in  c.^   einen   elementaren  Fol,  und   wiederum  längs  l 
hcincn  Nullpunkt  hat. 

Erläuterung.   —   Man  bezeichne   den  Weith  der  Function   ^'<.,(~)  für 
den  Augenblick  mit  E  -f"  *H  oder  Z: 

Lüsst  man  nun  den  Punkt  z  auf  der  gegebenen  Fläche  91  längs  der  Curve 
?  von  c^  nach  c„  fortschreiten,  so  wird  gleichzeitig  das  Z  auf  der  Z-Ebene 
eine  correspondirende  Curve  A  beschreiben,  die  von  einem  endlichen  Punkte 
Tj  aus  in  stetig  zusammenhämjendcr  Weise  nach  einem  unendlich  fernen 
Punkt  V.,  hinläuft.  Denn  die  Function  T^  (z)  ist  längs  1,  mit  alleiniger 
Ausnahme  des  Punktes  c,  stetig;  und  hieraus  folgt,  dass  die  neue  Curve 
A  ebenfalls,  mit  alleiniger  Ausnahme  ihres  Endpunktes  f^,  eine  stetige  ist. 
Markirt  man  nun  auf  der  Z-Ebene  irgend  einen  Punkt  K^  ausserhalb  der 
Curve  A,  so  ist  man  sicher,  dass  T^  (z)  längs  l  niemals  =  K^  wird,  dass 
mithin  die  Function 

T^^iz)-  K,     d.  i.     0,{z) 

längs  l  keinen  Nullpunkt  besitzt.     Analoges  gilt  für  Oj  (z). 
Man  construire  jetzt  das  Bereich  2  der  Linie  l.    Da  sämmtliche 
Nullpunkte  von  Oi(ä')  und  O^C-^)  ausserhalb  l  liegen,  so  werden  die- 
selben, falls  man  das  Bereich  2  hinreichend  klein  macht,  auch  ausser- 
halb 2  sich  befinden.     Demgemäss  wird  also  der  Quotient 

eine  auf  2  reguläre  Function  sein,  welche  daselbst  nur  einen  Pol, 
nämlich  q,  und  nur  eine^i  Nullpunkt,  nämlich  c.^,  hat.  Und  zwar 
ist  sowohl  der  Pol  wie  auch  der  Nullpunkt  von  elementarer  Natur, 
d.  i.  erster  Ordnung. 

Demgemäss  wird  [vgl.  den  Satz  (F.)  pg.  231]  das  Integral 


bei  passender  Einschränkung  seiner  Integrationscurve,  eine  Function 
von  z  vorstellen,  die  folgende  Eigenschaften  hat: 
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r^'i^)  ist  auf  2,  abgesehen  von  der  Linie  l  selber,  eindeutig 
und  stetig,  und  besitzt  längs  l  die  constante  Differenz  2 Tit.  Ferner 
besitzt  r'^(s)  in  den  Bereichen  U(q,  z),  Vi(c.2,  z)  oder  ^2t(7i,  ^),  5((}^2>  ^) 
der  Punkte  Cj,  c.^  respective  die  Werthe: 

(«.)  f*(ß)  =  —  log  (^  —  7i)  "f~  (eiud.  stet.  Funct.  von  ^), 

(|3.)  /■-•■(/)  =  +  log  {l  —  y,)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  ^}. 

Bemerkung.  —  Dieses  etwas  complicirte  Verfahren  zur  Bildung  von 
f*iz)  kann  durch  ein  einfacheres  ersetzt  werden,  falls  die  Punkte  Cj,  &, 
weder  Windungspunkte  noch  auch  unendlich  ferne  Punkte  sind,  und  falls 
Gleiches  auch  gilt  von  jedwedem  Punkt  der  von  Cj  nach  c.^  laufenden 
Linie  /.    Alsdann  nämlich  kann  man  für  ^^ ,  0^ ,  V  die  Functioneu  nehmen 

0,    = ,  0.,    =  ,  V  = ' 

Z  —  C,'  -  2  —  C,'  3  —  Ci 

Denn  diese  Function  Y  wird  in  der  That  eine  auf  2  reguläre  Function  sein, 
und  daselbst  nur  den  einen  Pol  c^  und  nur  den  einen  Nullpunkt  c^  haben. 
Auch  wird  jeder  derselben  elementarer  Natur  sein.  Demgemäss  kann  man 
also  in  dem  genannten  speciellen  Fall  für  f*{z)  das  Integral  nehmen: 


,.,)=/>?  =/^,„,i^^. 


falls  man  nur  wiederum   die   Beweglicbkeit  der  Integrationscurve  in  ge- 
eigneter Weise  beschränkt. 

Diese  Function  f*{s)  bildet  die  Grundlage,  von  Avelclier  aus  wir 
jetzt  das  Riemann'sche  Theorem  [pg.  239]  in  Anwendung  bringen. 
Zufolge  dieses  Theorems  muss  nämlich  eine  Function  f{0)  existiren, 
die  folgenden  Bedingungen  entspricht: 

I.  f(z)  soll  auf  9i,  abgesehen  von  den  Curven  l  und  a>,,  hy., 
eindeutig  und  stetig  sein. 

II.  f{z)  soll  in  l  in  solcher  Weise  unstetig  sein,  dass  die  Dif- 
ferenz f{z)  —  f*{z)  im  Bereich  2  stetig  bleibt.  Ferner  soll  f(/)  in 
den  Curven  Uy.,  hy.  constante  Differenzen  haben,  deren  reelle  Theile 
vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Man  kann  nun  den  Bedingungen  IL,  durch  Rücksichtnahme  auf 
die  Beschaffenheit  der  Function  /'■(-j)  [vgl.  («.),  (ß-)],  eine  etwas 
andere  Form  geben,  und  demgemäss  sich  so  ausdrücken: 

Es  existirt  stets  eine  Function  f\z),  die  folgenden  Bedingungen 
entspricht: 

I.  f'(/)  soll  mifSi,  abgesehen  von  den  Curven  l,  ay,  hy,  eindeutig 
uml  stetig  sein. 

IL  fis)  soll  in  den  Bereichen  U(ci,^),  Viic^jS)  oder  2l(}'i,  0; 
^(^2'  0  ^^^*'  Funkte  Ci,  Cg  respective  die   Werthe  hesitsen: 
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t'{/)  =  —  log  {t,  —  7i)  +  (eind.  stet.  Funct.  von  0, 
f{z)  =  -}-  log  (^  —  y^)  +  (eiud.  stet.  Funct.  von  g). 

Ferner  soll  f'(/)  in  der  von  Ci  nach  c.^  laufenden  Linie  l  die  Differenz 
"Jni  haben.  Und  schliesslich  soll  fiß)  in  den  Curven  a>,,  hy.  co)isfante 
Differenzen  haben ,  deren  reelle  Thcilc  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 
Zusatz.  —  Auch  ist  die  Function  f{z)  durch  die  Bcdimjumjen  I., 
11.  ioUständi(j  bestimmt,  bis  auf  eine  additive  (Jonstante.  Denn  exi- 
stirteu  zwei  diesen  Bedingungen  entsprechende  Functionen  f{z)  und 
f'{z),  so  würde 

^(z)=f{z)-f'iz) 

auf  9i,  abgesehen  von  den  Curven  a^,  by,  eindeutig  und  stetig,  in 
diesen  Curven  aber  mit  rein  imaginären  coustanten  Differenzen  be- 
haftet, also  [nach  Satz  (o.)  pg.  23G]  eine  Constantc  sein.  —   Q.  e.  d. 

Diese  durch  die  Bedinguuy;en  1.,  IT.  charakterisirte  Function 
f{z)  ist  aber  nach  (65.)  p.  227  nichts  Anderes  als  ein  elementares 
Integral  dritter  Gattung^')  Tic, c^(z)'^  so  dass  man  also  sagen  kann: 

Für  die  gegebene  Fläche  Üt  existirt  stets  ein,  und,  abgesehen  von 
einer  additiven  Constanten,  nur  ein  einziges  elementares  Integral 
•l-)  dritter  Gattung  T\c^c-,{z),  dessen  UnstetigJieitspunhte  q  und  e^  vorge- 
schriebene Lagen,  und  dessen  constante  Differenzen  in  den  Curven 
ay,  by  vorgeschriebene  reelle  Theile  besitzen. 

Von  hier  aus  kann  man  nun  Schritt  für  Schritt  dieselben 
üeberlegungen  anstellen,  wie  früher  [pg.  256]  bei  den  Integralen 
zweiter  Gattung,  also  z.  B.  bemerken,  dass  das  Aggregat 

^-^  n.,.,(^)-f 7i,w.(.)  +  /^w,(„^)...-l-7i:,,w/.o,    - 

ebenso  wie  TTcc^C")  selber,  ein  elementares  Integral  dritter  Gattung 
repräsentirt.     Man  gelangt  in  solcher  Weise  zu  folgenden  Sätzen: 

Unter  den  unendlich  vielen  mit  detiselben  UnstetigheitspunJden 
t'i,  ^2  behafteten  elementaren  Integralen  dritter  Gattung  existirt  eines, 
welches  in  den  Curven  ay  gar  Je  eine  Differenzen  hat,  welches  also  auf 
3i,  abgesehen  von  den  Curven  l  und  by,  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 
Dieses  besondere  Integral  mag  mit 

(3.)  -^c^cM 

.  bezeichnet  und  das  Normalintegral  dritter  Galtung  genannt  ivcrden. 

(A.)  Dieses  Normalintegral  (äc^c^{z)   ist  durch  Angabe  seiner  Unstetig- 

heitspunldc  c^,  e^  vollständig  bestimmt,  bis  auf  eine  additive  Constante. 

*)  Vergl.  die  Note  pg.  241. 
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Jedwedes  elementare  Integral  dritter  Gattung  T\c,cJ,^)  l'ami  in  die 
Form  versetzt  iverdcn: 

(5.)  ^c,c.X^)  =  ^cA^)  +  W(s), 

wo    W{z)  ein  Integral  erster  Gattung  vorstellt,  oder  auch  in  folgende 
Form : 
(G.)  n,,,^(^)  =  öj,^,^  +  ^  +  K,v^,{z)  .  .  .  +  K,v.r,{£), 

wo  die  w(^)  die  Normalintegrale  erster  Gattung  und  die  K's  constante 
Coefficienten  voi'stellen. 

§  12. 

Ueber  die  den  elementaren  Integralen  dritter  Gattung  zugehörigen 
eonstanten  Differenzen, 

Wir  wollen  die  eonstanten  Differenzen  A'''^,  B^""),  mit  denen  das 
Integral 

(7.)  n  =  n(.)  =  n,o,(^) 

in  den  Curven  a^,,  hy,  {y.  =  \,  2,  .  .  .  p)  behaftet  ist,  näher  unter- 
suchen, indem  wir  uns  dabei  der  Normalintegrale  erster  Gattung 
^a{z),  ((?  =  1,2,  ...j)),  als  eines  zweckmässigen  Instrumentes  be- 
dienen. 

Bezeichnet  man  das  Bereich  der  von  q  nach  c.^  laufenden  Linie 
/  mit  2,  und  das  nach  Absonderung  dieses  Bereichs  noch  übrig 
bleibende  Stück  der  Fläche  9^^«/,  mit  ©: 

so  sind  TT(^)  und  w^f/)  auf  @  überall  eindeutig  und  stetig.  Hieraus 
folgt  [Satz  (4.)  pg.  190]: 

(8.)  /@n^^^-  =  ^-»^ 

die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  ©.  Will  man 
aber  ©  positiv  umlaufen,  so  hat  man  erstens  den  Rand  von  üi«^ 
positiv,  und  sodann  den  Rand  von  2  negativ  zu  durchwandern. 
Demgemäss  kann  die  Formel  (8.)  auch  so  geschrieben  werden: 

(9.)  J^^T\d^a-jT\dv^,  =  0, 

wo  die  Indices  '^ah  und  £  die  den  betreffenden  Flächen  entsprechen- 
den positiven  Randintegrationen  andeuten.  Diese  Formel  (9.),  welche, 
Aveil  T\d\\„  =rt(TTW(j)  —  w„(/TT  ist,  auch  so  geschrieben  werden  kann: 


(10.)  r   m?vv„+/w,rm  =  o, 
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wird  gültig  bleiben  h-i  helirhiffcr  Verldeincrnmi  des  Bereiches  S.  Man 
kann  also  z.  B.  ß  zusammenschrumpfen  lassen  auf  die  Bereiche  Uj, 
Uo  der  Punkte  c^,  c,  und  das  zwischen  Ui  und  IL  liegende  Segment 
der  Curve  7.  Hat  man  aber  ß  in  dieser  Weise  reducirt,  so  nimmt 
das  zweite  Integral  der  Formel  (10.)  die  Gestalt  an: 

J\x..(JT[=J^^  w„rm  +/^[w„(A)  -  w„(9)]fm  +/^^  w.,^m-, 

wie  solches  sich  unmittelbar  ergiebt,  falls  man  nur  beachtet,  dass 
TT  längs  /  eine  constantc  Differenz  (=  ^ni)  hat,  dass  mithin  das 
Differential  dW  zu  beiden  Ufern  von  l  einerlei  Werthe  besitzt.  Nun 
ist  aber  Wa  auf  9t«/,,  mithin  z.  B.  auch  in  der  Linie  l  stetig,  also 
vfai}-)  —  w„(())  =0.     Demgemäss  folgt: 

f  vfacm  =  f    w,;f?TT  +  f   vr„dT\: 

so  dass  also  die  Formel  (10.)  übergeht  in: 
(11.)  f     nfZw„+/'    ^y„dU-\-f    Wo(Zn  =  0. 

Bezeichnet  man  jetzt  irgend  einen  der  beiden  Punkte  Cj,  c,  mit 
Cj,  und  sein  Bereich  mit  Uj  (cy,  ^)  oder  %{yj,^),  so  ist  innerhalb 
dieses  Bereiches: 

n  =  (-iyiog(^-y,)  +  o(0, 

wo  0(^)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  vorstellt.   Hieraus  folgt: 

cm  =  ^-^^^  +  doa), 

also,  falls  mau  mit  Wa  multiplicirt,  und  über  den  lland  von  U; 
oder  %j  integrirt: 

f  w„ fzn  =  f  wadT\  =  i-  ly  f  J"'^^  +  r  w„  dO{t)' 

Nach  bekannten  Sätzen  [(16.)  pg.  23  und  (10.)  pg.  21]  ist  aber  das 
letzte  Integral  =  0,  und  das  vorletzte  =  2nivf„['yj],  d.  i.  =  2«*  Wa(c,), 
falls  man  nämlich  unter  w«  \yj]  oder  w,,  (cy)  den  Werth  der  Function 
Wo   in  yj  respective  in  Cj  versteht.     Somit  folgt: 

(f.)  /  w^  dU  =  (—  ly  .2ni  yf„{cj) ,     wo  j  =  1,  2. 

Dies  in  (11.)  substituirt,  erhält  man: 
( 1 2.)  J\     Udwa  =  271  i  [w,>  (Ci)  —  w„  {r.^)] . 
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Das  lDte<]fral  linker  ITaiul  hat  aber  [zufolge  des  Hülfssatzes  (y.) 
pg.  249]  den  Werth: 

z  =  l 

wo  A'^',  B^'^'  imd  üax,  ^ay.  die  constanten  Differenzen  von  TT  und  w^ 
in  den  Curveu  tty,,  hy.  vorstellen.  Substituirt  man  diesen  Werth  in 
(12.),  und  berücksichtigt  man  dabei  zugleich  die  eigenthümlichen 
Werthe  [(19.)  pg.  24G]  der  Constanten  ttay.,   so  erhält  man: 

(13.)  (  ^' A(^) ha)\  -  B"')^i  =  27ti  [w„(cj  -  w„(c,)], 

wo  6  eine  der  Zahlen  1,  2,  3,  .  .  .^9  vorstellt.    Demgemäss  gelangt 
man  zu  folgendem  Satz: 
Bezeichnet 

(14.)  ne,c,(^) 

ein  beliebiges  elementares  Integral  dritter  Gattung  mit  den  Unend- 
lichlceitspunhten  c^  und  e^,  so  iverden  die  constanten  Differenzen  A^'^^ 
B^''),  mit  denen  dieses  Integral  in  den  Curven  ay,  by  (%  =^  1,2, .  .  .p) 
behaftet  ist,  jederzeit  folgenden  Relationen  entsprechen: 
(15.)      A(i)&ia  +  A(2)&2a  .  .  .  +  At/^)&^„  -  B^'^^ni  =  27ti[Wa{c,)  —  Wa{c^)^, 

a  =  \,2,...p. 
Dabei  bezeichnen  die  b's  die  den  Normalintegralen  erster  Gattung  Wj , 
w^,,  .  .  .  W;,  zugehörigen  Constanten  [(19.  pg.  246)]. 

Nimmt  man  insbesondere  statt  des  Integrals  (14.)  das  betref- 
fende iVorw^aZ- Integral  «0,02(^)5  so  sind  die  As  sämmtlich  =  0  [vgl. 
pg.  268];  so  dass  die  Relationen  alsdann  übergehen  in: 

-  B(-)  =  2[Wa(Ci)  -  w,(c.)],      6=\,2,...p. 
Vertauscht  man  hier  den  Buchstaben  6  mit  yi,   so   gelangt  man  zu 
folgendem  Zusatz: 

Das  den  Unendlichkeitspunkten  c^,  c^  entsprechende  Normal- 
integral  dritter  Gattung 

(16.)  We^cA^) 

besitzt  in  den  Curven  ay,  by  (y,  =  \,2,  .  .  .  p)  folgende  Differenzen: 

Q-jN  längs  ay.  Wc^o,(A)  —  ä^cXo)  =  ^^ 

längs  by-.  ^c,c.,(S)  —  ^c.cXq)  =  2[w;,(c2)  —  W;,(ci)]. 

Diese  Differenzen  driicJcen  sich  also  in  einfacher  Weise  mittelst  der- 
jenigen Werthe  aus,  welche  die  Normalintegrale  erster  Gattung  w^, 
Wo,  .  .  .  w^;  in  jenen  Piinkten  c^  und  c^  besitzen. 
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§  13. 

Bemerkungen  über  die  Integrale  erster  Gattung. 

Jedwedes  Integral  erster  Gattung  W{z)  ist  auf  der  Flüche  %,(, 
eindeutig  nml  sidig.     Folglich  wird 

nicht  nur  dieselben  Eigenschaften  haben,  sondern  überdies  auch 
eine  Function  sein,  die  auf  Süah  nirgends  verscluvindct.  Denn  /um 
Verschwinden  von  )]{£)  würde  ein  Unendlichwerden  von  W{z)  er- 
forderlich sein ;  was  der  Natur  von  W{z)  widerspricht. 

Bezeichnet  man  ferner  irgend  zwei  am  linken  und  rechten  Ufer 
von  üy,  einander  gegenüberliegende  Punkte  mit  A  und  q,  so  ist 

,^(A)  =  el^^^)     und     n(Q)  =  e^^^'>, 
folglich : 

^_.TFa)-TF(p)_  „^(^) 

falls  nämlich  ^^^^  die  constante  Differenz  der  Function  W{/)  in  der 
Curve  üy.  vorstellt. 

Analoges  gilt  für  hy'^  so  dass  man  also  zu  folgendem  Satz  ge- 
langt: Ist  W{z)  irgend  ein  Integral  erster  Gattung,  so  ivird  die  Function 

(1.)  ^(^)^el^(^) 

auf  Stai  eindeutig,  stetig  und  nichtver schwindend  sein,  also  den 
Charalcter  der  Functionen  E{z)  besitzen.  Ueherdies  wird  rj(/)  in  den 
C'urven  ay,  by  mit  constanten  Quotienten  behaftet  sein,  nämlich 
den  Formeln  entsprechen: 

längs  ay'.  ^=  e^'\ 

(2.) 

lünrjs  &^:  ^  =  e^'''\ 

ivo  A^"^,  B^"^  die  constanten  Differenzen  von  W{z)  in  den  Curven 
tty,  hy  vorstellen. 

Nach  (22.)  pg.  247  ist  jedwedes  Integral  erster  Gattung    W{z) 
in  der  Form  darstellbar: 

W{z)  =  K,  +  K,v,,{z)  +  K,v^,{z)  .  .  .  +  J^P^p{^)\ 

so  dass  man  also  [vgl.  (19.)  pg.  24G|  für  Ä''''\  i?^^)  die  Werthe  erliält: 

J^{y.)      ,^    J^^fj^_^      _|_     X^^a,y     .     .     .     +     Kpttpy    =     KyTti, 
13(>')     =K,hy     ^    K,b,y     ...-{-     K,b,y. 

Demgemäss  kann  man  den  Satz  (1.),  (2.)  auch  so  aussprechen: 
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Sind  Kq,  ä'j,  K2, . .  .  Kjj  beliebige  Cmistanten,  so  ivird  die  Function 

anf  9ia/,  eindeutig,  stetig  und  nichtverschwindend,  überdies  aher 
in  den  Curven  a^,  by.  (x  =  \,2,  .  .  .j))  mit  folgenden  constanten  Quo- 
tienten behaftet  sein: 

(4.)  -^  >?(?)  ' 

Imigs  by-.  -74  =  6   ^  ^'^^    -  -''     ^    ^^  ^''. 

§.  14. 

Bemerkungen  über  die  Integrale  dritter  Gattung. 

Vergegeuwärtigt  man  sich   [pg,  226  imd  268]  die   Eigenschaf- 
ten des  Integrals    dritter   Gattung  TTqt.,(^),   so   erkennt   man  sofort, 

dass  die  Function 

0(^)  =  eTTc,c,(^) 

auf  der  Fläche  9?«^,  mit  Ausnahme  der  Punkte  Cj,  c.^,  eindeutig,  ste- 
tig und  nichtverschtvindend  ist.  Im  Bereich  U(c/,  ^)  oder  '^(jj,  t)  tles 
Punktes  Cj  ist: 

HccX^)  =  (-  1)^-  log  (e  -  yj)  +  Oj{t), 
wo  Oj{t)  eine  eindeutige  und  stetige  Function  vorstellt.    Hieraus  folgt 
mit  Bezug  auf  dasselbe  Bereich: 

wo  Ej{]^  =  e  ^  eine  Function  repräsentirt,  die  eindeidig,  stetig  und 
niclitverschivindcnd  ist.  Setzt  man  j  successive  ^^  1,2,  so  erhält 
man  für  c^: 

und  für  c.,: 

woraus  folgt,  dass  0(^)  in  q  einen  elementaren  Fol,  andererseits  in 
C.2  einen  elementaren  NidlpiinJct  hat. 

Was   die   Werthe   von   O(^)    in    den    Curven   ay,  by  betrifft,   so 
findet  mau  sofort: 

längs  ay:  ^|^  =  c'^^, 

längs  byi  ^  =  6^*'^, 

wo  A'""',  B^''^  die  constanten  Differenzen  von  yi^cX^)  in  diesen  Curven 
vorstellen. 

Neu  mann,  Abc-rsche  Integrale.     2.  Aufl.  18 
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Vertauscht  man  schliesslich  die  Function  TT.-,  c.  (^)  mit  der  s))r- 
cicllerm  Function  a>c,r,(^)'  "»tl  beachtet,  dass  in  diesem  Fall 

AW  =  0     und     B(^)  =  2[w4c,)  -  w^(c,)] 
wird   [vgl.  (17.)  pg.  271],  so  gelangt  man,  falls  man  die  Buchstaben 
«,  ß  für  Cj,  C.J  substituirt,  zu  folgendem  Satz: 
Die  Function 
(5.)  0U)  =  A/'^ 

ist  auf  der  Fläclie  9^,,/,  regulär,  und  hesitzt  daselhst  nur  einen  Pol 
und  nur  einen  Nidlimnli.  Ersterer  lie(jt  in  a,  letzterer  in  ß\  und 
beide  sind  elementarer  Natur  d.  i.  erster  Ordnung.  Ferner  ist  die 
Functio)!  in  den  Curven  a^,  hy.  mit  folgenden  constanten  Quotien- 
ten behaftet: 

Ungs  «,:  ^^■^  =  h 

Sind  mithin  a^,  a.^,  .  .  .  a^  und  (i^,  ß.^.  .  .  .  ß,^  beliebig  gegebene 
Punkte,  so  wird  die  Function 

ebenfalls  auf  9fl„/,  regtdär  sein,  und  daselbst  im  Ganzen  q  elementare 
Pole:  a^,  a.y,  .  . .  a,j  und  ebenso  viele  elementare  Nullpunkte:  ß^,  ß.,, 
.  .  .  ß,j  besitzen,  (leuau  dasselbe  gilt  daher  nach  (3.)  z.  B.  auch  von 
der  Function: 

t{^)       e 

wo  die  N  Constanten  sein  sollen.  Ueberdies  ist  diese  Function  ^{z), 
wie  aus  (6.)  und  (4.)  sich  ergiebt.  in  den  Curven  a^,  hy  mit  folgen- 
den Quotienten  behaftet: 

längs  tty:  ij>-(^)  =  «  ? 

die  Summation  im  Exponenten  ausgedehnt  über  j  =  l,2,...q. 

Demgemüss  wird  V(.?)  nicht  nur  auf  9?„/,,  sondern  auch  auf  9i 
selber  regulär  sein ,  sobald  man  die  Exponenten  der  beiden  letzten 
Formeln  in  gerade  Vielfaelie  von  Tci  verwandelt.  Dies  aber  kann 
dadurch  erreicht  werden,  dass  mau  unter  den  Ny  ganze  ZaJdcn  ver- 
steht  und   überdies   den   letzten   Exponent  =2Myni  setzt,   wo  die 
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My  ebenfalls  ganze  Zahlen  sein  sollen.  Man  gelangt  daher  zu  fol- 
gendem Satz: 

Sind  auf  (Irr  Fläche  9?  irgend  .zicci  von  einander  verschiedene 
Fnnhisystemc  a^,  a.,,  .  .  .  a,,  und  /3, ,  /3y,  ...  ß^j  marhirt,  die  den  p  Be- 
dingungen Genüge  leisten: 

%  =  \,2,.  ..p, 

tco  die  M,  N  heliehige  ganze  Zahlen  vorstellen;  —  so  existirt  stets  eine 
aitfSi  reguläre  Function  g*^"^  Ordnung  Y(^),  deren  Pole,  in  cc^,  cc.,,  .  ..  (t,j, 
und  deren  Nullpnnlie  in  ß^,  ß^,  .  .  .  ß^  gelegen  sind.  Und  zwar  lässt 
sich  diese  Function  ^{^)  folgender massen  darstellen: 

ico  unter  den  N  ebendieselben  Zcdden,  wie  in  (1.),  zu  verstehen  sind. 
Sind  A  und  B  beliebig  gegebene  Constanten,  und  setzt  man: 

so  wird  offenbar  Q{z),  ebenso  wie  ^(z),  eine  reguläre  Function 
5*"  Ordnung  sein.  Diese  neue  Function  Q(z)  hat  in  a^,  a^,  ...u^, 
wo  V(^)  =  cx)  ist,  den  Werth  A,  und  in  ß^ ,  ßo.  .  .  .  ßg,  wo  Y(^)  =  0 
ist,  den  Werth  B.     Somit  ergiebt  sich  folgender  Zusatz: 

Sind  auf  9^  irgend  zwei  von  einander  verschiedene  PunJit- 
systeme  a^,  a.,,  .  .  .  cc^  und  ß^,  ß.,,  ...  ß^  marhirf,  die  den  Bedingungen 
entsiyrechen : 


(9.)     ^^  [w,(/3,)  -  w^«,.)]  =  MyTii  +  TV-it,,  -f  N^h,,  +  .  . .  +  K,h,, , 

K=l,2,...p, 

wo  die  M,  N  heliehige  ganze  Zahlen  vorstellen,  und  sind  überdies  irgend 
zwei  Constanten  A,  B  gegeben,  so  existirt  stets  eine  auf  9^  reguläre 
Function  5*®""  Ordnung,  ivelche  in  a^,  a,^,  ...  «^  den  vorgeschriebenen 
Werth  A,  andererseits  in  /3, ,  /3^,,  .  .  .  ß,^  den  vorgeschriebenen  Werth  B 
annimmt. 

§  15. 

Darstellung  der  auf  9i  regulären  Functionen  mittelst  der 
Integrale  dritter  Gattung.     Abersches  Theorem. 

Es  sei  f{z)  irgend  eine  auf  9i  reguläre   Function  5*'^'"  Ordnung 
mit  den  Polen  c(^,  a.,,  .  .  .  a.,  und  den  Nullpunkten  /3j,  ß.,,  ...  ß^. 

18* 
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Ferner  mögeu  iunerhalb  9i„/,  H  einander  nielit  schneidende  Linien 
/j,  /o,  ...  1,1  gezogen  sein,  der  Art,  dass  Ij  von  Uj  nach  ßj  geht.  Als- 
dann ist  [Satz  pg.  2oOJ  die  durch  die  Formel 

('•)  n^)  =/^ 

definirte  Function  F{ß),  bei  geeigneter  Einschränkung  der  Integra- 
tionscurve,  auf  Üx  emdeutki  und  stetig,   mit   Ausnahme   der  Linien  Ij 
und  Gy,  hy.    Zugleich  besitzt  diese  Function  F{g)  im  Bereich  eines 
jeden  der  Punkte  oy,  ßj  Werthe  von  der  Form 
(-•"l  F(z)  =  ■+  log  (t  —  y)  -\-  (eind.  stet.  Funct.  von  ^), 

wo  von  den  beiden  Zeichen  +  das  obere  oder  untere  gilt,  jenacli- 
dem  der  Punkt  zu  den  Uj  oder  ßj   gehört.     Ferner  besitzt  dieselbe 
in  den  Curven  /,,  (ly,  hy  folgende   Differenzen: 
(3.)  längs    Ij:  F{X)  -  i^(p)  =  +  2^i, 

(4.)  längs  ayi  F{k)  -  F{q)  =  —  27tiNy, 

(5.)  längs  6,:  F{X)  -  F{q)  =  +  2niMy, 

wo  die  M,  N  (nicht  näher  bekannte)  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Ganz  analoge  Eigenschaften  besitzt  aber,  wie  man  leicht  über- 
sieht, auch  die  Function: 

(la.)        (t)(^)  ='^^.^.(5)  -  2[iV>i(^)  -f  iS^w.CO  .  .  .  -f  N,,^y,(-f)]- 

wo  die  N's  die  in  (4.)  angegebenen  ganzen  Zahlen  vorstellen  sollen. 
In  der  That  ist  0(^);  ebenso  wie  F{/),  auf  der  Fläche  9t„/,,  mit 
Ausnahme  der  Curven  /,,  üy,  hy,  eindeutig  und  stetig.  Auch  ent- 
spricht O(^)  den  Formeln  (2.),  (3.),  (4.),  während  an  Stelle  von 
(.0.)  die  Formel  eintritt: 

(5a.)  längs  hy'.  0(A)  -  0(9)  =  2  Mw,(/3,.)  -  w,(a,.)] 

-  2[N,h,y  -^  NJHy  .  .  .  -^  K,h„A\ 
wie  solches  sich  leicht  ergiebt  mit  Rücksicht  auf  (17.)  ])g.  271. 
Demgemäss  ist  also  die  Function 

F{z)-<t>{z) 
auf  91,  abgesehen  von  den  Curven  hy,  allenthalben  eindeutig  und  ste- 
tifj,  und  in  diesen  Curven  mit  constanten  Differenzen  l)ehaftet.  Hier- 
aus  folgt  [Satz  (2.)  pg.  230],  dass  diese  Function  eine  Constantc 
ist,  mithin  ihre  Differenzen  in  den  ('uryen  hy  gleich  Null  sind.  Man 
erhält  also  die  Formeln: 


Anwendung  der  liicmann' sehen  Existenz-Tbeoieme.  277 

(G.)  i''(5)  —  0(^)  =  Const. 

und: 

(7.)  2'<[w>,(ß,)  -  w4a;)J  -  2  [N,hu  +  N^h. . . .  +  iV,.M  -  ^^^>^^^  =  0, 

X  =  1,2,.  ..i>. 
Die  Furmel  (G.)  kaun  mau  mit  Rücksicht  auf  (1.)  auch  so  schreiben: 

oder  auch  so: 
(8.)  /X^)  =  Ke'^^'\ 

wo  iC  eine  Constante  vorstellt. 

Die  Formeln  (7.)  und  (8.)  führen  nun,  falls  man  für  0(^)  seine 
eigentliche  Bedeutung  (la.)  substituirt,  zu  folgendem  Resultat: 

Ist  f{s)  eine  auf  SU  reguläre  Function  (/"  Ordnung,  so  iverden 
die  Pole  a^,  a^,  ...  cc^  und  NidlpimJde  ß^,  ß.^,  .  .  .  ßq  derselben,  stets  fol- 
genden Formeln  entsprechen: 

(9.)  ^lw,(/3;)  —  w,{aj)]  =  M,ni  +  N,hy,  +  N^h, .  .  .  +  N„h,, , 

WO  die  M,  N  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Auch  lüird  diese  Function  f{ß)  stets  darstellbar  sein  in  folgender  Form: 

ivo  die  N  dieselben  Zahlen  sind  wie  in  (9.),  ivährend  K  einen  constan- 
ten  Factor  corstellt. 

Der  Satz  (9.)  kann  noch  ein  wenig  verallgemeinert  werden. 
Sind  nämlich  «j,  a^,  ...  «^  und  ßy,  ßo,  ...  ß.j  irgend  zwei  Niveau- 
punldsysteme  einer  auf  91  regulären  Function  g*"  Ordnung  -F(^),  so 
kann  [vgl.  pg.  261]  sofort  eine  andere  auf  9fl  reguläre  Function  f{z) 
gebildet  werden,  für  welche  a^,  a.^,  .  .  .  a^  die  Pole,  und  ß^,  ß,^,  .  .  .  ß.^ 
die  Nullpunkte  sind.  Demgemäss  werden  wir  also  jenen  Satz  (9.) 
auch  so  aussprechen  können: 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  a^,  a^,  .  .  .  a,  und  ßi,  ß^,  •  •  •  ß^ 
irgend  sivei  Niceaupimhtsysteme  einer  auf  9t  regulären  Function  (/*" 
Ordnung,  so  finden  sivischen  a^,  cc.^,  .  .  .  cc,j  und  ß^,  ß.^,  .  .  .  ßg  stets 
folgende  p  Eelationen  statt: 


}  =  '! 
^1 


'/,  =  1,2,  . .  .p, 
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ivo  die  31,  N  {nicht  näher  belannte)  <i(unc  Zahlen  rorsfcllen,  nährend 
die  h's  die  früher  (Wh)  [n^.  24(>  definirtcn  Constanten  corstcllen. 

Und  umgekehrt:  —  Denlct  man  sich  aiifSi  irgend  zivei  von  ein- 
ander verschiedene  Fnnldsusteme  a^,  a^,  .  .  .  a,  und  /3, ,  /3^,  .  .  .  /3, 
marliirt,  die  in  Verbindung  mit  irgend  tvelchen  gangen  Zahlen  M,  N 
(B.)  den  p  Belationen  (A.)  entsprechen,  so  tvird  stets  eine  auf  tR  reguläre 
Function  g**''  Ordnung  existiren,  für  ivelchc  «j,  «o,  .  ,  .  a,  und  /3i ,  /Sg, . . .  /3, 
zivei  Systeme  von  Xircaupiod^toi  sind.  Dieses  iimgekelirte  Theorem 
ist  nämlich  bereits  früher  bewiesen  worden,  vgl.  (U.)  pg.  275 

Uebrigens  repräsentirt  die  Formel  (A.)  das  Abcl'schs  Theorem, 
so  weit  dasselbe  die  Integrale  erster  Gattung,  nämlich  die  \y{s), 
betrifft.  Wir  werden  im  folgenden  Capitel  dieses  Abel'sche  Theorem 
auf  anderem  Wege  begründen  und  zugleich  in  allgemeinerer  Gestalt 
darlegen. 

§  16. 

Ueber  die  den  Normalintegralen  erster  Gattung  zugehörige 
Determinante  A. 

Versteht  man  unter  f(2)  eine  auf  SR  reguläre  Function  y^'  Ord- 
nung, und  setzt  man 

n^)  =  s, 

so  ergeben  sich  auf  91  für  jedwedes  5  im  Ganzen  j;  dieser  Gleichung 
entsprechende  Punkte  s^,  ^2,  .  .  •  Zp,  welche  zu  bezeichnen  sind  als 
die  p  elementaren  Wurzeln  der  Gleichung  f{ß)  =  S,  oder  einfacher 
als  ein  Niveaupunldsystem  der  gegebenen  Function  fiß).  Sind  nun 
Zy  -{-  dZy,  z^  +  dz.,,  .  .  .  Zp  -{-  dZjj  diejenigen  Lagen,  welche  diese 
Niveaupunkte  annehmen,  sobald  man  S  in  S  -\-  dS  übergehen  lässt, 
so  finden  zufolge  des  vorhergehenden  Theorems  die  Formeln  statt: 

^[w,(.-,  +  dzj)  —  Wo(^,)J  =  3Ioni  +  Nihin  +  XJj.o.-.  +  Npbpa, 

6=  l,2,...i). 
Da  die  linken  Seiten  dieser  Formeln  unendlich  klein  sind,  so  werden 
die  rechts  stehenden  ganzen  Zahlen  il/,  N  [zufolge   des  Satzes  IV. 
pg.  248]  sämmtlich  =  0  sein.     Demgemäss  erhält  man: 

'J'[w.(-".  +  dz,)  -  w<,(^,.)J  =  0,       0=\,2,...p. 

oder,  was  dasselbe  ist: 

J=P  (lw(z) 

2  -kr-'^'^  =  ^^     6=\,2,...p. 
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Aus  diesen  j)  linearen  Gleichungen   folgt   aber  sofort,   dass   die  zu- 
gehörige Determinante*) 


Det. 


dz. 

j 


=  0  ist.  Man  gelangt  in  solcher  Weise  also  zu  dem  Satz,  dass 
diese  Determinante  für  Jedwedes  Niveaiqmnktsystem  Zy,  z.,^  ...  2p  einer 
auf  91  rcf/ulüren  Function  ^*^'  Ordnung  verschivindet. 

Die  Art  und  Weise,  wie  wir  hier  zu  diesem  Satz  gelangt  sind, 
ist  indessen  uenicj  stringent,  und  der  Satz  selber  auch  nicht  einmal 
richtig.  In  der  That  kann  man  leicht  Fälle  angeben,  in  denen  die 
Determinante  für  ein  solches  Niveaupunktsystem  einen  iinendlicheu 
oder  wenigstens  unbestimmten  Werth  annimmt.  Ist  z.  B.  einer  von 
jenen  Niveaupunkten  ein  WiudungspunJct  der  Fläche  9t,  so  werden 
die  diesem  Punkt  entsprechenden  ^j  Elemente  der  Determinante  »im 
Allgemeinen  unendlich  gross  sein. 

Trotzdem  enthält  die  angestellte  Betrachtung  einen  gewissen 
Kern  von  Wahrheit.  Und  es  handelt  sich  darum,  diesen  Kern  in 
deutlicher  und  strenger  Form  zu  Tage  zu  fördern;  wozu  allerdings 
einige  Mühe  erforderlich  ist. 

Markirt  man  auf  9i  irgend  einen  Punkt  c,  und  bezeichnet  das 
Bereich  desselben  mit  U  (c,  0)  oder  51  (y,  t,),  so  ist  bekanntlich  yfa{s) 
auf  II,  mithin  auch  auf  %  eindeutig  und  stetig;  —  es  sei  denn, 
dass  c  gerade  auf  einer  der  Curven  a-y.,  iy.  (x  =  l ,  2 ,  .  .  .  2))  gelegen 
ist.  In  diesem  besondern  Fall  ei leidet  nämlich  jene  Eindeutigkeit 
und  Stetigkeit  insofern  eine  Ausnahme,  als  v^a^z)  auf  U,  mithin 
auch  auf  2(  längs  jener  Curve  mit  einer  constanteu  Differenz  be- 
haftet ist.  Diese  constante  Differenz  verschwindet  aber,  falls  man 
nach  z  oder  t,  differenzirt.    Und  demgemäss  erkennt  man  [auf  Grund 

des  Satzes  (15.)  pg.  23],  dass  der  Differentialquotient  —^-ir-  auf 
der  Fläche  51  ausnalimslos  eindeutig  und  stetig  ist;  was  angedeutet 
werden  mag  durch  die  Formel: 

dwf^{z) 
( 1 .)  — -rr-^  =  (eindeut.  stet.  Funct.  von  t,)  , 

eis 

Bezeichnet  man  also  z.  B.  den  Werth  dieser  Function  (1.)  im  Punkte 

y  oder  (was  dasselbe  ist)  im  Punkte  c  mit 


*)  Unter  dem  Zeichen :  Det.  -4.^  j  soll  die  Determinante  derjenigen  p^  Ele- 
mente verstanden  werden,  welche  ans  Ä^^^  sich  ergeben,  wenn  man  jedem  der 
beiden  ladices  a,  J  der  Reibe  nach  die  Werthe  1,  2,  .  .  .  p  zuertheilt. 
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(2.)  w„(c) 

so    wird  die   so  dertnirte   Grösse  W(,  (c)  unter  allen  Uuiständcn  eine 
endliche  sein. 

Will  man  diesen  Werth  w^,(c)  wirklich  bilden,  so  hat  man  zu  be- 
achten, dass  zwischen  r  und  J  [vgl.  pg.  96j  oitwcdcr  die  Relation  statt- 
findet: 

1  1 

(a.)  j;  _  y  =  (5  _  c)"' ,     woraus  folgt:     |j^  =  1-  (s  -  c) '"        , 

oder  aber  die  Relation: 
1 
(ß.)  S  -  y  =  (^-  -  _j    ,     woraus  folgt:     ^^^^  =   ^^,  (^  ^^    _    ^  )  , 

wo    m    die   Anzahl    der  im    Tunkte   c    mit   einander    zusammenhängenden 
Blätter  der  Fläche  JR  vorstellt.     Demgemäss  erhält  mau  im  eisten  Fall: 

d  w„  (2)         d  w„  (2)  1  — 

(/  ^  dz 


(d.) 


(^) 


andererseits  im  zweiten  Fall: 


(iw^(2)         dw„(2) 


«        ä 


Will  man  jetzt  endlich  den  Werth  w,,(e)  bilden,  so  hat  man  in  den  Aus- 
drücken (y.)  und  (S.)  das  dortige  z  übergehen  zu  lassen  in  c.  Dabei  mag 
die  Formel  (y.)  für  alle  endlichen  Punkte  c  benutzt,  hingegen  die  Anwen- 
dung von  («5.)  auf  den  Fall  c  =  00  beschränkt  werden.  Solches  festgesetzt, 
ivird  alsdanti  w^,(fi)  für  solche  Punkte  c,  die  weder  M'indHniJspunkte  sind, 
noch  auch  bei  z  =  00  liegen,  stets  die  Bedeutung  haben: 


/dy^„{z)\ 


Uenkt  man  sich   auf  9t  irgend  welche  p  Tunkte  c,  ,  c^ ,  .  .  .  c     ma 
kirt,  80  soll  im  Folgenden  die  diesen  Punkten  zugehörige  Determinante 

w,(Ci)     w,  (c,)     ...     w,(cp  j 

w,(c,)     w,(c,)     .  .  .     W2(c  )! 

^'      kurzweg  mit  A  (c, ,  c^ ,  .  .  .  c  ) 


"^pM    %(c.)    •  •  •    ^^/AS^ 
bezeichnet  werden. 
Dies  vorangeschickt,  wollen  wir  uns  jetzt,   ebenso  wie  zu  An- 
fang  dieses   Paragraph.s,   irgend   eine   auf  9t   reguläre   Function  ^/"' 
Ordnung  f{z)  gegeben  denken.     Setzt  man 
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(3.)  f(^  =  S, 

uud  betrachtet  mau  dieses  S  als  einen  Punkt  auf  der  einblättrigen 
>S'-Kugelfläche ,  so  entsprechen  jedweder  Lage  des  Punktes  S  im 
Ganzen  ^j  Punkte  z^,  2^,  .  .  .  Zp  der  Fläche  9?.  Und  zwar  sind  die 
Lwjen  dieser  p  Punkte  auf  der  Fläche  9i  stetige  Functionen  derjenigen 
Lage,  welche  dem  Punkte  S  auf  jener  einblättrigen  6'-KugelÜäche 
zuertheilt  wird  [vgl.  den  Satz  pg.  138]. 

Wir  wollen  jetzt  dem  Punkte  S  eine  beliebige  Anfangslage  K 
zuertheilen,  und  die  zugehörigen  Anfangslagen  der  Punkte  2^,  0.^, 
.  .  .  Zp  mit  q,  c^,,  .  .  .  Cp  bezeichnen,  dahei  aber  voraussetzen,  dass 
diese  FimJite  e^,  c.,,  .  .  .  ep  sämmtlich  von  einander  versehieden  seien. 
Alsdann  können  die  Bereiche  U, ,  U^,  .  .  .  U^,  der  Punkte  c^,  c,^,  .  .  .  Cp 
so  klein  gemacht  werden,  dass  zwischen  ihnen  keine  Berührung  oder 
Vermischung  stattfindet.  Sodann  aber  kann,  weil  die  Lagen  der 
Punkte  z^,  z.^,  ...  Zp  stetige  Functionen  von  der  Lage  des  Punktes 
;S'  sind,  auf  der  einblättrigen  5'-Kugelfläche  um  K  (als  Ceutrum)  eine 
Kreisfläche  @a-  von  solcher  Kleinheit  b'eschrieben  werden,  dass  z^^, 
Z-ij  ...  Zp  respective  innerhalb  U^,  IL,  .  .  .  U^,  bleiben,  so  lauge  >S' 
innerhalb  @a-  bleibt.  Solches  ausgeführt,  uud  das  Bereich  Uj(c^,  z^ 
des  Punktes  c,  in  seinem  natürlichen  Zustande  mit  %.j  (yj,  ^j)  bezeich- 
net gedacht,  sind  alsdann  die  Grössen  ^j,  t^,  ...  ^p,  so  lange  S 
innerhalb  (3a  bleibt,  nicht  nur  stetige,  sondern  auch  eindeutige  Func- 
tionen von  S.  Und  Gleiches  gilt  daher  [Satz  (15.)  pg.  23]  auch 
von  den  nach  S  genommenen  Differentialquotienten  dieser  Functionen. 
Versteht  man  also  unter  j  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  .  .  2^y  so  ist 

(4.)  ^j  =  (eindeut.  stet.  Funct.  von  >S'),  innerhalb  ©a, 

und  ebeuso  auch: 

dt- 
(5.)  ~  =  (eindeut.  stet.  Funct.  von  S),  innerhalb  ©a  • 

Nun  ist  [nach  (1.)]  der  DiÖ'erentialquotient 

dtj 

eine   eindeutige  und  stetige  Function   von   ^^,  während   t,j  seinerseits 

[zufolge  (4.)]  eine  eindeutige  und  stetige  Function  von  S  ist.     Somit 

folgt: 

d  w  (2 .) 
(6.)  — rr^^  =  (eindeut.  stet.  Funct.  von  S),  innerhalb  @a. 

Solches  constatirt,  verfolgen  wir  jetzt  von  Neuem  den  zu  An- 
fang dieses  Paragraphs  angegebenen  Weg.    Giebt  man  dem  Punkte 
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S  innerhalb  @a  irgonJ  zwei  einander  unendlicli  nahe  Lagen  S  niul 
S  -\-  ilS,  uiul  be/A'iehnet  man  die  correspondirendeii  Lugen  der  l'unkte 
-v;  tj  U  =  1,  2,  .  .  .  p)  respective  mit  ^^ ,  ^j  und  Sj-\-ihj,  ^j-\-d^j] 
so  ist  I zufolge  des  Theorems  pg.  277J: 

(7.)    3w„(-  4-  ilXj)  -  w„(^,)J  =  3Io7il  +  NAo  +  N<^h,,  . . .  +  Nphj,„, 

ö  =  1    2  n 

wo  die  ilf,  A'^  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.  Denkt  man  sieh 
nun  die  Curven  a^,  a.,,  .  .  .  a,,,  hi,  h.,,  .  .  .  hj,,  was  stets  durch  eine 
•jerintie  Deformation  derselben  erreichbar  ist,  auf  der  Fläche  'Si  in 
solcher  Weise  verlaufend,  dass  die  kleinen  Flächenstücke  U|,U^,...Uy, 
von  denselben  frei  sind,  so  wird  die  Differenz 

weil  ■■,  und  ,:',  -\-  d,Vj  beide  innerhalb  Vij  liegen,  unendlich  klein  sein; 
so  dass  also  die  linken  Seiten  der  Formeln  (7.)  ebenfalls  nnendlieh 
Mein  sind.  Hieraus  aber  folgt  [wie  bereits  zu  Anfang  dieses  Fara- 
graphs  cxplicirt  wurde],  dass  die  Zahlen  Jf ,  N  sämmtlich  =  0  sind. 
Die  in  solcher  Weise  sich  ergebenden  Formeln: 

(8.)  'J'twaC^y  +  dz,)  -  w,(^,)]  =  0,       (?  =  l,  2,  .  .  .p, 

kann  man  aber,  auf  Grund  der  für  dZj  und  dt,j  gegebenen  Defini- 
tion, auch  so  schreiben: 

j=p   dv/„(z.)    dz. 

;  =  1  ■' 

oder  auch  so: 

(10.)  :i'  -«-.-i'=o.   «  =  i,2,...i.. 

Sämmtliche  in  diesen  ^>  linearen  Gleichungen  (10.)  vorhandenen 
Grössen: 

-^tr  """^  dS 
sind  Functionen  von  S.  Und  zwar  sind  diese  Functionen  [vgl.  (5.), 
(G.j]  innerhalb  ©/,-  eindeutig  und  stetig,  also  von  solcher  Beschaffen- 
heit, dass  sie  innerhalb  ©/,  nur  in  einzelnen  Punkten  verschwinden 
können.  Demgemäss  folgt  aus  den  Gleichungen  00.),  dass  die  De- 
terminante 
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(II.)  Det.  jf:^^ 

iu  jedwedem  Punkte  ^S'  der  Flüche  ©a  verschwindet;  —  es  sei  denn, 

dass  -TTT,  T-77  .  .  .    70  in  diesem  Punkte  sämratlich  =  0  wären,  was 

(wie  schon  bemerkt)  nur  lür  vereinzelte  Lagen  des  Punktes  S  mög- 
lich ist.    Vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  284. 

Die  Determinante  (11.)  reprüsentirt  also  eine  Function  von  S, 
welche  auf  der  Fläche  (Sa:  überall  verschwindet,  mit  etwaiger  Aus- 
nahme einzelner  Punkte.  Derartige  Ausnahmepunkte  sind  aber  un- 
m(")glich,  weil  die  Determinante,  ebenso  wie  die  Grössen  ((j.),  eine 
stetiije  Function  von  ^5'  ist. 

Ausnahmslos  gilt  also  für  jedweden  Punkt  S  der  Fläche  @a' 
die  Gleichuno-: 

<^w„^.) 


(12.)  Det. 


cn. 


=  0. 


Es  muss  daher  diese  Gleichung  z.  B.  auch  dann  in  Kraft  bleiben, 
wenn  man  S  in  das  Centrum  K  der  Fläche  ©a-,  mithin  die  Punkte 
Sj,  ^j  in  die  Lagen  Cj,  yj  hineinfallen  lässt.  In  solcher  Weise  er- 
giebt  sich,  mit  Rücksicht  auf  die  in  (1.),  (2.)  eingeführte  Bezeichnungs- 
weise, die  Formel: 
(13.)  Det.  \wa{cj)\=0, 

eine  Formel,  die  man,  unter  Anwendung  der  in  (^.)  pg.  280  ein- 
geführten Abbreviatur,  auch  so  schreiben  kann: 

(13a.)  A(q,  c„  .  .  .  c^)  =  0. 

Bei  diesen  Betrachtungen  und  Formeln  (4.)  —  (13.)  ist  still- 
schweigend vorausgesetzt,  dass  K  endlich  sei.  Ist  aber  K  =  00 
[also  an  der  tiefsten  Stelle  der  ^'-Kugelfläche  gelegen],  so  kann  man 
vSchritt  für  Schritt  genau  dieselben  Formeln  und  Betrachtungen  wieder- 
holen, falls  man  nur  überall  -^  statt  S  setzt.    Man  findet  auf  diese 

Weise,  dass  die  Formel  (13.)  oder  (13a.)  ganz  allgemein  gilt,  für 
jedwede  Lage  des  Punktes  K,  falls  nur  die  zugehörigen  Punkte  q , 
Cg,  .  .  .  Cp  sämmtlich  von  einander  verschieden  sind  [vgl.  die  auf 
pg.  281  gemachte  Voraussetzung].  Aber  auch  diese  Restriction  ist 
überflüssig.  Denn  ist  z.  B.  c^  identisch  mit  c.^,  so  werden  zwei 
Parallelreihen  der  Determinante  (13.)  unter  einander  identisch,  mit- 
hin ihr  Werth  Aviederum  =  0  sein.  Man  gelangt  somit  zu  folgen- 
dem Resultat: 
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Erster  Satz.  —   Versteht  man  unter  f{z)  irgend  eine  auf  ^l  retju- 
Iure  Funetion  j/*""  Ordnung,   so  ivird  für  jedwedes  Niveaupunläsijstem 
t*i,  c.,,  .  .  .  Cp  dieser  Function  die  Formel  stattfinden: 
(14.)  A(q,  €.,,  .  .  .  cp)  =  0. 

Dabei  bezeichnet  A(ci.  c^,  .  .  .  Cj)  die  auf  pg.  280  dcfmirtc  Function. 

Dieser  Satz  <^ilt  iu  voller  Strenge.  So  z.  B.  kann  ein  Unbestimmt- 
werden der  Determinante  niemals  eintreten,  weil  ihre  einzelneu  Ele- 
mente durchweg  endlich  sind  [vgl.  (2.)  pg.  280J.  Aus  diesem  Satze 
ergiebt  sieh  nun  weiter  folgender 

Zweiter  Satz.  —  DenJct  man  sich  auf  3t  irgend  swei  von  ein- 
ander verschiedene  Punlctsysteme  q,  c^,  .  .  .  Cp  und  d^,  d.,,  .  .  .  dp 
marldrt,  die  in  Verbindung  mit  irgend  ivclchen  ganzen  Zahlen  M,  N 
den  Formeln  entsprechen: 

(15.)         ^[wa(C;)  —  Wo (((,)]  =  MoTti  +  Xibyy  -{-  Nüb-io  .  •  •  +  Npbp,,, 

ö  =  l/2,...p, 
so  werden  die  Determinanten 

(16.)  A(Cx,  c^,  .  .  .  c^)     und     A{d,,  d.^,  .  .  .  dp) 

stets  =  0  sein. 

Beweis.  —  Entsprechen  c, ,  c^,  ...  Cj,  und  d^,  d.,,  .  .  .  dj,  den 
hier  gemachten  Voraussetzungen,  so  existirt  [zufolge  des  Theorems 
(B.)  pg.  278]  eine  auf  üt  reguläre  Function  p*^'  Ordnung,  für  welche 
Cj,  c.,,  .  .  .  Cp  und  dl,  d.^,  ...  dp  zwei  Systeme  von  Niveaupunkten 
sind.  Demgemäss  wird  aber  [zufolge  (14.)]  z.  B.  A(c^,  c.^,  .  .  .  Cp)  =  0 
sein.  —  Q.  e.  d. 

Nachträgliche  Erläuterung.  —  Die  in  (11.)  über  die  dortige  Deter- 
minante angestellten  Betrachtungen  stützen  sich  auf  folgenden  evidenten 
Satz: 

Siiid  p  Gleichungen  gegeben  von  der  Form: 

A/'^^B,  +  A.^'^B,  .  .  .  -f  A/)b^^  =  0,     a  =  1,  2,  .  .  .p, 

und  ist  überdies  bekannt,  dass  sämmtliche  A,  B  endliche  Werthe  haben, 
so  wird  die  iJeterminante  der  A  stets  verschtvinden;  —  es  sei  denn,  dass 
die  B's  sämmtlich  =  0  wären. 
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Das  Aber.sclie  Theorem. 

Speciell  für  die  Integrale  erste)'  Gattung  haben  wir  das  Abel'sche 
Theorem  bereits  im  vorhergehenden  Capitel  [pg.  278]  kennen  gelernt. 
Im  gegenwärtigen  Capitel  soll  eine  andere  Methode  eingeschlagen 
werden,  welche  dieses  Theorem  nicht  blos  für  die  Integrale  der 
ersten,  sondern  auch  für  die  der  sweitcn  und  dritten  Gattung  auf- 
zustellen gestattet. 

§  1. 
Das  Abel'sche  Theorem  für  die  Integrale  erster  Gattung. 

Es  sei  W  =  W{z)  ein  beliebiges  Integral  erster  Gattung,  also 
eine  Function,  die  auf  9l„<,  eindeutig  und  stetig,  in  den  Curven  üy., 
hy  (y,  ^  \ ,  2 ,  .  .  .  j))  aber  mit  constauten  Differenzen  A'^'''-\  B^''^  be- 
haftet ist.  Ferner  sei  f  =  f(ß)  eine  auf  91  regiääre  Function,  deren 
Pole  und  Nullpunkte  promiscue  mit  Cj,  c^,,  .  .  .  Cg,  und  deren  zuge- 
hörige Ordnungszahlen  mit  ftj,  ^.j,  ...  ju^  bezeichnet  sein  mögen. 
Ueberdies  mögen  die  Curven  üy,  by  (x  =  1,2, . .  .p),  was  durch  eine 
geringe  Deformation  derselben  stets  erreichbar  ist,  der  Art  gedacht 
werden,  dass  Jceiner  der  Punkte  c^,  c.,,  ...  c^  hart  am  Rande  von 
'iRa/j  liegt.  Gleichzeitig  mögen  die  Bereiche  U^,  Uo,  ...  U^  so  klein 
gedacht  werden,  dass  dieselben  vollständig  innerhalb  9ia/,  liegen. 

Bezeichnet  man  also  das  nach  Absonderung  dieser  Bereiche 
Uj,  lU,  .  .  .  Xtj  noch  übrig  bleibende  Stück  der  Fläche  9ft„/,  mit  @: 

©  =  9^,,  _  (U,  4.  U,  -f  . . .  -f  U,), 

so  sind 

1  .     .  W 

W,  f  und   -j ,  mithin  auch   -j- 

auf  (3   eindeutig  und  stetig.     Hieraus   folgt   [Satz  (4.)   pg.    196]   die 
Formel : 

r    V  '^f  =  ^^-     ^1-  i-      fl  ^^''^  log  /■  =  0, 


(1-) 
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die  Integration  positiv  erstreckt  über  den  Rand  von  (2.  \\i\\  man 
aber  diese  Fläche  ©  positiv  umlaufen,  so  hat  man  den  Hand  von 
^K,,/.  positiv,  und  hierauf  die  Ränder  von  U,.  II,,  ...  U,,  iin/atir  zu 
durchwandern.  Demgemäss  kann  die  vorstehende  l'\uniel  auch  so 
geschrieben  werden: 

/■    ir^/iog/^- 'v  r   nviog/'=o, 

wo  durch  die  Indices  9t„/,  und  lU  (wie  gewiihnlich)  iVic  ■  posifivni 
Randintegrationen    der   betreffenden  Flächen  angedentet  sein   sollen. 

Diese  Formel  (1.)  enthält  bereits  das  AbeVsche  Theorem  für  ein 
Integral  erster  Gattung  W(/).  Es  handelt  sich  nur  noch  um  die 
weitere  Entwicklung  der  Formel. 

Es  sei  c  irgend  einer  der  Punkte  r, ,  Co,  ...  e^.  Im  Bereich 
\X(e,ii)  oder  91  (y.  ^)  dieses  Punktes  r  ist  alsdann  die  gegebene,  auf 
9?  reguläre  Function  /'  darstellbar  durch  die  Formel: 

wo  1.1  die  Ordnungszahl  von  f  in  c  oder  y  vorstellt,  während  JJ  eine 
eindeutige,  steticre  und  nichtverschwindende  Function  bezeichnet. 
Hieraus  folgt  sofort: 

wo  E  =  £^  die  nämlichen  Eigenschaften  besitzt  wie  E  selber.  Somit 
ergiebt  sich,  falls  man  mit  TT"  niultii)ii(irt  und  sodann  über  den 
Rand  von  U  oder  51  integrirt: 

(a.)  C  Tr(71og/"=  f  Trr71og/'=^  f   ^^  +  f  WEdE. 

Da  nun  E  und  E,  ebenso  wie  IT.  auf  91  eindeutig  ^md  stetig  sind, 
so  sind  die  Werthe  der  beiden  letzten  Integrale  sofort  angebbar. 
In  der  That  wird  nach  bekannten  Cauchy'schen  Theoremen  [pg.  21 
und  23]  das  letzte  Integral  =  0  und  das  vorletzte  =  27ti  Wly] 
=  2ni  IF(c)  sein,  falls  man  nämlich  unter  IFfy]  und  ir(c)  die- 
jenigen (einander  gleichen)  Werthe  versteht,  welche  IT  in  den  Punk- 
ten y  und  c  besitzt.     Man  erhält  daher: 

(/3.:)  /^Trrflog/'=2;r/..air(c); 

so  dass  also  die  Formel  (1.)  die  Gestalt  annimmt: 
(2.)         /      Wd  log  /-=  27ci  r.u.  W{c,)  +  ^,  W{c,)  .  .  .  +  ;t,  W{e,% 
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Das  Integral  linker  Hand  kann  übrigens  [vgl.  die  Betrachtungen 
auf  |)g.  248,  249]  auch  so  geschrieben  werden: 

(3.)  ^^'U''  f   <^  log  f  +  J5'^»  r    d  log  f)  , 

wo  die  Ä^''^\  J5''^'  die  constanten  Differenzen  der  Function  TT  in  den 
Curven  a^,  hy  vorstellen.  Auch  übersieht  man  leicht,  dass  die  in 
diesem  Ausdruck  (?>.)  vorhandenen  Integrale  Werthe  von  folgender 
Form  besitzen: 

(4.)  f   d\ogf=2niM^>'\        f   f/ log /'=  2;r/iY(^>, 

wo  die  J/<''',  iV'^*  f/ansc  Zahlen  vorstellen. 
Erläuterung.  —  Es  ist  offenbar: 

la.)  /     dlog  f=  log  f"  —  log  /  ', 

WO  /■'  und  f"  die  Werthe  von  f  im  Anfangspunkt  und  im  Endpunkt  der 
Carve  «^  bezeichnen.  In  der  That  unterliegt  diese  Formel  (a.)  keinem  Be- 
denken. Denn  die  Pole  und  Nullpunkte  c, ,  c.^,  .  .  .  c  liegen  nach  unse- 
rer Voraussetzung  nicht  hart  am  Rande  von  9i„,,,   so  dass  also  f  und  — , 

mithin  auch  log  f  längs  der  Cnrve  «^  stetig  sind. 

Nun   liegen    aber   der   Anfangs     und  Endpunkt  der    Curve  a.^   beide 

[vgl.    die   Figur  pg.  248]    an   em   und  derselben  Stelle,  nämlich  beide  im 

Knotenpunkt  (a^,  b.^).     Folglich   ist  f"  =  f,    und  also  log  f"  —   log  /" 

=  2iti 3I^'^\  wo  M^^^  eine   unbekannte  ganze   Zahl  vorstellt.    —  U.  s.  w. 

Auf  Grund   der  Formeln   (2.),  (3.),  (4.)   gelangt  man   also   zu 

folgendem  Satz: 

Versteht  man  unter  f{d)  eine  aiif^  reguläre  Function,  und  be- 
zeichnet man  die  Pole  und  Nidlpmikte  derselben  lyromiseue  mit  c^,  c.^, 
.  .  .  Cg,  ferner  ihre  zugehörigen  Ordnungszahlen  mit  ftj,  ft,?  •  •  •  f^?>  ^^ 
findet  für  jedwedes  Integral  erster  Gattung   W{z)  die  Formel  statt: 

(5.)    ."1  Tr(f,)  +  ft, Tr(c,) . . .  +  ^. w{c,)  =  '"'^i^'"' ^''^  +  ^^''' ^'''^' 

uo  die  Ä^'''\  JB'-"''  die  constanten  Differenzen  von  W  in  den  Cnrven 
ay,  by  (oc  =  1,2,  ..  .p)  bezeichnen,  icährend  die  ][IS'''\  N'^'''-^  ganze  Zah- 
len vorstellen.  Und  zwar  sind  die  Werthe  dieser  ganzen  Zahlen  ans- 
driicJcbar  durch  die  Formeln: 

(«J- )  ^'^  27tiJ  a^  m        '"^'^  2nrJi^  f\z)  ' 

die  Integrationen  stromabivärts  hiner streeld  gedacht  längs  der  Cnrven 
ay  und  by. 
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Bei  (Irr  Ahk'itmuj  dieses  Satzes  ist  vorausgesetzt ^  die  Curven  a^, 
(7.)  h^  ix  =  1,  2, .  .  .p)  seien,  tvas  durch  eine  kleine  Deformation  derselben 
stets  erreichbar  ist,  der  Art  beschaffen ,  dass  l'eiiier  der  Punltc  q,  c.,, 
.  . .  c,,  hart  am  Bande  von  9i„;,  liegt. 

Nimmt  man  an,  die  Function  f{z)  sei  eine  reguläre  Function 
(/*'"'■  Ordnung,  und  bezeichnet  man  ihre  elementaren  Nullpunkte  und 

00        00  CO 

Pole  respective  mit  z^,  z.,,  .  .  .  z.j  und  z^,  z^,  .  .  .  z,j,  so  kann  man 
offenbar  die  linke  Seite  der  Formel  (5.)  auch  so  schreiben: 

2\w{z,)-  W{%)\. 

Dabei  ist  noch  Folgendes  zu  bemerken:  Ist  f\s)  eine  auf  9fl  regu- 
läre Function  5*^'"  Ordnung,  so  gilt  Gleiches  auch  von 

m  -  K, 

falls  man  nämlich  unter  K  irgend  welche  Constante  versteht.  Dem- 
gemäss  kann  mau  den  für  f  selber  abgeleiteten  Satz  (5.),  (6.),  (7.) 
ebenso  gut  auch  auf  die  Function  f  —  K  in  Anwendung  bringen. 
Alsdann  aber  gelaugt  man  zu  folgendem  allgemeinern  Satz: 

Es  sei  K  eine  iviUliürUche  Constante.  Ferner  sei  f{z),  mithin 
auch  f(z)  —  K,  eine  auf  ^  reguläre  Function  q^"  Ordnung.     Ueber- 

00       ao  00 

dies  seien  z^,  z.^,  ...  Zq  mid  z^,  z.^,  ...  Zq  die  elementaren  Nullpunlte 
und  Pole  der  Function  f(z)  —  K.  Alsdann  gilt  für  jedivedes  Integral 
erster  Gattung   W{z)  die  Formel: 

(8.)  ^  VW{Zj)  —  W(zj)\  =  2:  [iH(''U(-)  -f  A"('')5W], 

wo  die  A'-''\  B^"^  die  constanten  Diffh'enzen  von  W  in  den  Curven 
öfz,  by.  vorstellen;  tvährend  die  lSP''-\  N^''^  ganze  Zahlen  sind,  die  den 
Formeln  entsp'echcn: 

(10.)  Dabei  sind  die  Curven  a^,  by,  der  Art  zu  dcnlxcn,  dass  heiner  der 

00 
Punkte  Zj,  Zj  (j  =  1,2,  .  .  .  q)  hart  am  Bande  von  '31a  i,  liegt. 

Dieser  Satz  ist  anwendbar  auf  jedweden  Werth  der  Constan- 
ten K.     Variirt  mau  aber  das  K,   so   werden   sich  dabei  von  allen 

in  (8.),  (9.)  enthaltenen  Grössen  nur  die  Punkte  Zj   und  die  Zahlen 

00 
31^"^  N''''^  ändern  können.    Denn  die  Zj  sind  die  Pole  von  f(z) — K, 

also   identisch   mit   den   Polen   von  f{z)   selber,  und   bleiben   daher 
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völlig  ungeündert,  welche  Worthe  man  der  Constanten  K  auch  zu- 
ertheileu  mag. 

Von  allen  in  (8.),  (9.)  enthaltenen  Grössen  können  sich  also,  hei 
einer  Variation  von  K,  nur  die  Punkte  Zj  und  die  Zahlen  M'''^,  N^"'' 
ändern.  Und  zwar  wird  die  bei  einer  solchen  Variation  von  K  ein- 
tretende Verschiebung  der  Punkte  2j  [d.  i.  der  Nullpunkte  von 
f{2) — K]  eine  stetige  sein,  zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  138;  während 
andererseits  die  gleichzeitige  Aenderung  der  Zahlen  ilf^'*),  N^'^^  [weil 
dieselben  ganze  Zahlen  sindj  immer  nur  eine  sprungweise  d.  i.  un- 
stetige sein  kann. 

Nun  sind  aber  [vgl.  (10.)]  die  Curven  a^,,  hy  der  Art  beschaflFen, 

OD 

dass  keiner  der  Punkte  Zj,  Zj  hart  am  Rande  von  ^ah  Hegt.  Dem- 
gemäss  kann  rüan  dem  K  einen  Zuwachs  HK  von  solcher  Klein- 
heit geben,  dass  die  daraus  entspringenden  Verschiebungen  A^y  der 
Nullpunkte  Zj  vollständig  innerhalb  '^ab  bleiben^  während  gleichzeitig 

CO 

die  Pole  Zj  (als  festliegende  Punkte)  ebenfalls  innerhalb  %i,,  verharren. 
Bei  Ausführung  dieser  Operation  bleiben  also  die  Unstetigkeitspunkte 

CO  _  _ 

Zj  und  Zj  der  beiden  Functionen 

az)-K    und     ^-^ 

von  den  Curven  a^,  hy.  stets  durch  irgend  welche  Zwischenräume  ge- 
trennt. Demgemäss  können  sich  die  Werthe  der  Integrale  (9.)  während 
der  genannten  Operation  nur  in  stetiger  Weise  ändern.  Hieraus  aber 
folgt,  dass  die  durch  diese  Integrale  dargestellten  ganzen  Zahlen 
il/^"^),  N^'-^^  ungeündert  bleiben. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Gieht  man  der  Constante 
K  einen  Zuwachs  AK  von  hinreichender  Kleinheit,  so  werden  die 

CO 

Zj  kleine  Verschiebungen  Azj  erhalten,  hingegen  die  Zj  und  die  M^"-^, 
N^''-^  ungeündert  bleiben.  Bildet  man  also  die  Formel  (8.)  einmal 
für  K  selber,  das  andere  Mal  für  K  -]-  AK,  und  subtrahirt  die 
beiden  so  entstehenden  Gleichungen  von  einander,  so  erhält  man: 

T[W{zj  +  Az,)-  Wiz,)]  =  0. 

Die  hier  auftretenden  Punkte  Zj  und  Sj  -\-  AZj  können  kurzweg  als 
zwei  Niveaupunktsysteme  der  gegebenen  Function  f{z)  bezeichnet 
werden.  Setzt  man  also  schliesslich  d  statt  A,  so  gelangt  man  zu 
folgendem  einfachen  Satz: 

Neiiuiann,  Abel'sche  Integrale.  2.  Aufl.  19 
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Versteht  nian  unter  f{z)  eine  auf  9t  reguläre  Function  (/**"■  Ord- 
ni()i(/j  und  bezeiehnet  man  irgend  zivei  einander  unendlicli  nahe  Xiveau- 
jninktaifsteme  dieser  Function  mit  z^,  2^, .  .  .  z,j  und  z^  -\-  dz^,  z.,  +  '^~2> 
. .  .  z,i-\-  dz^,  so  gilt  für  jedwedes  Integral  erster  Gattung  W{z)  die  Form  et: 

Cl--)  5\  W{-j  +  dz,)  -  W{Zj)]  =  0; 

.'■=1 

odrr.  einfacher  geschrieben,  die  Formel: 
(13.;  JSdW(zj)  =  0. 

Man  liat  sich  hier  die  Grössen  dZj  geometrisch  als  Meine  Ver- 
schiebungen, d.  i.  als  Meine  Wegelemente  auf  der  Fläche  9?  vor- 
zustellen. Und  bei  Ableitung  des  Satzes  ist  vorausgesetzt,  dass  all' 
(14.)  diese  lleineti  Wegelemente  dZj  innerhalb  der  Fläche  'iRab  liegen,  dass 
also  heins  derselben  von  einer  der  Curven  ay.,by.  (%  =  \ ,  2 ,  .  .  .  p)  durch- 
schnitten iverde,  —  eine  Voraussetzung,  deren  Eealisirung  jederzeit  er- 
reichhar  ist  durch  eine  Meine  Deformation  jenei'  Curven.. 

Im  Vorhergehenden  ist  unter  W  irgend  ein  der  Fläche  9t  zu- 
gehöriges Abel'sches  Integral  erster  Gattung 

W  =  /0  dz 

zu  verstehen;  so  dass  also  (p  =  0{z)  eine  auf  9t  reguläre  Function 
vorstellt.    Insbesondere  ist  ferner  unter  W(z)  die  durch  die  Formel 

Wiz)  =  f^dz    [9t„,] 

definirte  Function  zu  verstehen"),  also  eine  Function,  die  auf  9t., /- 
eindeutig  und  stetig,  in  den  Curven  a^.  by.  aber  mit  constanten  Dif- 
ferenzen A'''-\  B^'"^  behaftet  ist. 

Denkt  man  sich  nun  auf  9t  irgend  zwei  einander  unendlich 
nahe  liegende  Punkte  z  und  z  -\-  dz  markirt,  so  wird  unter  dW(z) 
derjenige  Zuwachs  zu  verstehen  sein,  welchen  W(z)  erfährt  beim 
üebergange  vom  ersten  zum  zweiten  Punkte.  Das  so  definirte  dW{z) 
ist  völlig  bestimmt,  ausser  wenn  die  beiden  Punkte  durch  eine  der 
Curven  a^,  by.  (x=  1,  2, . . .  j;)  von  einander  getrennt  sind. 

Liegt  z.  B.  z  auf  dem  rechten  und  ,"  -f-  dz  auf  dem  linken  Ufer 
der  Curve  ciy,  so  kann  man  das  zugehörige  d  W{z)  in  dopjielter 
Weise  bilden:  Entweder  geradezu,  ohne  die  Curve  ay  zu  ändern: 


*)  Der  Unterschied  zwischen  M'  und  W{z)  ist  derselbe  wie  früher  zwischen 
F  lind  F(z).     Vgl.  die  Schlussbemerkung  jjg.  231. 
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->ay 


alsdann  wird  dieses  dW^s)  endlich,  nämlich  nahezu  =  Ä'^'"^  sein. 

Oder  aber  der  Art,  dass  man  die  Curve  «^  zuvörderst  einer 
kleineu  Deformation  unterwirft,  nämlich  dieselbe  auf  einem  kleinen 
Umwege  um  die  Punkte  ,?  und  s  -f-  ds  herumleitet: 

.  z-\-d0 


und  hierauf  erst  das  dW{z)  bildet;  alsdann  wird  dieses  dW{z)  un- 
endlich Idein,  nämlich  nahezu  =  0  sein. 

Im  Folgenden  soll  nun  d  W{^)  stets  in  der  letztern  Bedeutung, 
also  stets  als  eine  unendlich  Jdeine  Grösse  aufgefasst  werden.  Sol- 
ches festgesetzt,  wird  alsdann  die  Restriction  (14.)  des  vorhergehen- 
den Satzes  überflüssig;  so  dass  man  denselben  einfacher  so  aus- 
sprechen kann: 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  f{z)  eine  auf  9^  reguläre 
Function  rj^"  Ordnung,  und  heseichnet  man  irgend  swei  einander  luiend- 
lich  nahe  Niveaupmdäsysteme  dieser  Function  mit  z^,  z^,  .  .  .  z^  und 
Zi  -\-  dz^,  Z.2  -\-  dZo,  . . .  z^  -{-  dZq,  so  gilt  für  jedwedes  Integral  erster 
Gattung   W(z)  die  Formel: 

(15.)  ^dW(zj)=0, 

wo  die  dW(Zj)  die  den  Verschiebungen  dZj  entsprechenden  unendlich 
hl  einen  Zuimichse  vorstellen. 

Bemgemäss  gilt  z.  B.  [wie  aus  (15.)  durch  Integration  folgt] 
aucli  folgende  Formel: 

(Iß.)  T  fdW(z,)  =  0, 

die  Integrationen  hinerstrecht  gedacht  über  irgend  welche  simultane 
Bahnen  (ß^  ■  •  ■  ßi),  {cc,  .  . .  ß.,),  .  . .  {c/.,^ .  .  .  ß,)  der  in  Bede  stehenden 
Niveauimnlde  z^,  z.2,  . . .  z^. 

Die  Niveaupunkte  ^,,  z^,  .  .  .  Zc^  der  Function  f{z)  sind  nämlich 
nichts  Anderes  als  die  elementaren  Nullpunkte  der  Function  f{z)  —  K, 
wo  K  eine  willkürliche  Constante  vorstellt.  Lässt  man  nun  dieses 
K  in  irgend  welcher  stetigen  Weise  sich  ändern,  etwa  vom  Werthe 
A' =  A  aus,  bis  zum   Werthe  A'=  B,  so   werden   gleichzeitig  die 

19* 
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Pimkte  Zy,  Z.2,  ...  Sq  auf  der  Fläche  St  irgend  welche  stctKjv  Cur- 
veu  beschreibeu  [Satz  (8.)  pg.  138].  Uud  diese  Curveu  sind  es, 
welche  wir  kurzweg  als  ein  System  simnltaner  Bahnen  der  Punkte 
5,,  z.,,  ...  z,,  bezeichnen. 

l^etrachtet  man  ausser    W(z)  noch  irgend  ein  anderes  Integral 
erster  Gattung    ^Vi{z),  so  erhält  man  für    ^\'{z)  die  Formel  (IC): 

JdW(z,)  +  ßw(z,) . . .  +  ßw(z.;)  =  0, 

oder  kürzer  geschrieben: 
(F.)  JdW{z)  +  JdW{z) .  .  .  +  JdW{z)  =  0, 

und  ebenso  für    Tri(0)  die  analoge  Formel: 

(F,)  /c?Tr,(^)  +/^Tr,(.) . .  .+Jdw,{z)  =  0. 

"l  «1  "q 

Dabei  mögen  die  Integrale  in  (F.)  wie  in  (F^.)  hinerstreckt  ge- 
dacht werden  über  ein  und  dieselben  simultanen  Bahnen  (a^  .  .  .  ß^), 
[cq  .  .  .  ß.)),  ...  (c(,j  .  .  .  ß,j)  der  in  Rede  stehenden  Niveaupunkte. 

Betrachtet    man    irgend   eine   dieser    Bahnen,    etwa    die    Bahn 
(ttj .  .  .  ßj),  so  werden  die  betreffenden  Integrale  die  Werthe  haben: 

(J.)  JdW{0)=  ir(/3,)  -  W(aj), 

(J,.)  fdW,(z)=}\\(ßj)-W,(a;), 

"J 

voransgesetzt,  dass  die  Curven  Uy.  ,hy.  {ii  =  \ ,  2 ,  .  .  .  ]i)  von  jener  Bahn 
{uj  .  . .  ßj)  nirgends  überschritten,  mithin  W(z)  und  ^\\{z)  längs 
jener  Bahn  stetig  sind.  Haben  hingegen  derartige  Ueberschreitungen 
stattgefunden,  so  hal  man,  um  die  Werthe  der  Integrale  (J.j,  (J,.) 
zu  finden,  dieselben  zuerst  für  die  einzelnen  Stücke  zu  berechnen, 
in  welche  jene  Bahn  («^ .  .  .  ß/)  durch  die  Curven  oder  Schnitte  Oy,  by 
zerlegt  wird,  und  die  so  sich  ergebenden  Partial-Integrale  zusammen- 
zuaddiren.    Man  findet  alsdann  statt  der  Werthe  (J.),  (Jj.)  folgende: 

(Y.)  fdW(z)  =  HY/3,-)  -  Tr(«;)  +  Jv^[w/>^M(->  +  n/'^^B^"^], 
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aj  z  =  1 

WO  die  m/"\  n/''^'>  in  })eiden  Formeln  em  und  dieselhen  ganzen  Ziililon 
vorstellen,  während  die  A^''^  B'-''-^  und  Ai^''\  i*/*^'  die  constanteu  Dif- 
ferenzen der  Integrale  W(0)  und  Wi(z)  in  den  Schnitten  a^,  hy,  be- 
zeichnen. Die  Werthe  der  Zahlen  m/^^  n/''-^  sind  übrigens  noch 
genauer  angebbar.     Es  ist  nämlich: 

(Z.)  m/"')  =  ]}■"■)  —  r/^)     und     nf'-^  =  A/'^)  —  ()/^).    [Vgl.  pg.  104.J 

Dabei  bezeichnet  Ij''-^  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  jene  Inte- 
grationscurve  {clj  . .  .  ßj)  den  Schnitt  ay.  vom  linJcen  zum  rechten  Ufer, 
und  r/''-^  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  jene  Integrationscurve 
den  Schnitt  ciy,  vom  rechten  zum  linken  Ufer  überschritten  hat;  wäh- 
rend A/^^  und  Qj'"'''-'!  die  analogen  Bedeutungen  besitzen  mit  Bezug 
auf  den  Schnitt  hy..  Man  gelangt  durch  diese  Betrachtungen  zu  fol- 
gendem Resultat: 

Andere  Form  des  Theorems.  —  Es  seien  W{ß)  und  W^  {z)  irgend 
zwei  Integrale  erster  Gattimg,  ferner  sei  f(z)  eine  auf  ^  reguläre 
Function  (z*^""  Ordnung.  Versteht  man  alsdann  unter  (a^ . . .  ßi),  (c/..^ . . .  ß^), 
.  .  .  {a,j  .  .  .  ß,j)  irgend  welche  simultane  Bcdinen  der  q  NiveaupunMc  von 
f{z),  so  tverden,  falls  diese  Bahnen  die  Curven  Uy,  by  nirgends  über- 
schreiten, die  Formeln  gelten : 


;n.) 


(18.) 


2  [WM-  W,(aj)]=0. 


Finden  hingegen  derartige  lieber  sehr  eitimgen  wirklich  statt,  an  be- 
liebigen Stellen  und  in  beliebiger  Anzahl,  so  gelten,  statt  der  Formeln 
(17.),  folgende: 


2:  [W(ßj)  —  Wia>)\  =    >  [M^'^ A^-'-)  -f  m'-^BC"-^], 


wo  die  l^F-^^ ,  N''"''  in  beiden  Formeln  ein  und  dieselben  ganzen  Zah- 
len vorstellen,  luährend  die  A''''\  B'-''-^  und  -4^^,  JS^^'^^  die  eonstanten 
Differenzen  der  Integrale  W{z)  und  Wy{z)  in  den  Curven  tty,  by  be- 
zeichnen. 


21)4  Eilftos  Capitel. 

Erste  Bemerlcung.  -  Man  kauu  diesen  Satz  z.  B.  in  Anwendung 
bringen  auf  die  p  NormuUntegrale  erster  Gattung:  w,(,-),  w,(2),  .  .  .  '^jj{z)i 
und  gelangt  alsdann  zu  folgendem  Resultat: 

Versteht  man  unter  Zi,  z,,  .  .  .  z  die  Nivcaiqnmlde  einer  auf'M  regu- 
lären Function  f{z)  gter  Ordnung,  und  versteht  man  ferner  unter  (a,  ...j3,), 
(«„  .  .  .  p.,),  .  ■  •  (a,  .  .  •  |J,)  irgend  tcclche  simultane  Bahnen  dieser  Niveau- 
punkte, so  finden  stets  die  Formeln  statt: 

5V,  ißj)  -  w.  («,.)]  =  M,  ni  +  N,  h,,  +  N,  h,,  .  .  .  +  Nj^bj^, , 

(A.)  ^V. ißj'^  -  ^^•.. («,)]  =  ^"1^.  ^^  +  ^^^1  Kz  +  ^\ K,  •  •  •  +  ^%. Vi ' 


«0  <ije  J/,  N  ganze  Zahlen  vorstellen,  nährend  die  b's  die  in  (19.)  pg.  246 
festgesetzten  Bedeutungen  besitzen. 

Insbesondere  werden  die  Zahlen  M,  N  sämmtlich  =  0  sein,  falls  jene 
simultanen  Bahnen  a^,  by(ii  =  l,2, . .  .p)  die  Curven  nirgends  überschreiten. 

Zweite  Bemerkung.  —  Im  Satze  (18.)  werden,  wie  aus  der  Ableitung 
dieses  Satzes  folgt,  die  Zahlen  N  sämmtlich  =  0  sein,  falls  die  simultanen 
Bahnen  (a,  .  .  .  ß^),  {a.,  .  .  .  ß^),  .  .  .  (a^  .  .  .  ß^)  wohl  die  Curven  a^,  nicht 
aber  die  Curven  by  überschritten  haben.  Analoges  gilt  von  den  aus  (18.) 
abgeleiteten  Formeln  (A.).  Demgemäss  ergiebt  sich  folgender  Satz,  von 
dem  später  Gebrauch  zu  machen  ist: 

Sind  die  in  (A.)  genannten  simultanen  Bahnen  (a^  .  .  .  ß^),  {a.^  ■  ■  .  ß._,), 
(B.)  .  .  .  (a   .  .  .  (3  )  der  Art,  dass  sie  allerdings  die  Curven  a^,  nicht  aber  die 

Curven  b.  überschreiten,  so  icerden  die  in  den  Formeln  (A.)  enthaltenen  ganzen 
Zahlen  ]S\ ,  K.,,  .  .  .  N    sämmtlich  =  0  sein. 

Dritte  Bemerkung.  —  Es  seien  beliebig  viele  auf  dt  reguläre  Func- 
tionen gegeben:  fi{z),  f^iz),  ...  fg{z).     Ferner  sei: 

(a.)  9(^)  =  Kj\{z)  +  K,f,{z)  .  .  .  +  K/^{z), 

wo  die  JC's  beliebige,  jedoch  von  Null  verschiedene  Constanten  sein  sollen. 
Bezeichnet  man  alsdann  die  elementaren  Pole  aller  Functionen  f^  {z) ,  f.  {z) 

.  .  .  f  (z)  zusammengenommen  mit  z^,  z.,,  .  .  .  z  ,   so   werden  ofl'enbar  die 

elementaren  Pole  von  qp  {z)  ebenfalls  durch  z^ ,  z., ,  .  .  .  z  dargestellt  sein ; 
mithin  wird  (p{z)  eine  auf  91  reguläre  Function  ^t^r  Ordnung  sein. 

Vor  allen   Dingen  sehen  wir  aus   dieser  Betrachtung,   dass  die  ele- 

XX  X 

mentaren  Pole  z^,  z,^,  .  .  .  z  der  Function  qp {z)  ungeändert  ein  und  die- 
selben bleiben,  welche  Werthe  man  deu  Constanten  K  auch  beilegen  mag, 
falls  man  dieselben  nur  vom  Xullwerden  abhält.  Andererseits  aber  wer- 
den die  elementaren  Nullpunkte  Zi,  z.^,  .  ■  .  z  der  Function  qp(.i)  wesent- 
lich von  den  ilT's  abhängen,  was  angedeutet  sein   mag  durch  die  Formeln: 


Das  ÄbcVsche  Theorem.  295 

z,  =  F,{K,,K,,  ...Ä-p, 


V 


Wir  wollen  nun  die  Verschiebungen  dz.  untersuchen,  welche  diese  Null- 
punkte z.  erleiden,  sobald  man  den  AT's  irgend  welche  Zuwüchse  ilK  zu- 
ertheilt. 

Zwischen   den  Polen   und   Nullpunkten   der  Function   rp(-)   d.  i.  zwi- 

sehen  Zi,  z.^,  ...  2^  und  z^,  z.^,  . .  .  z     finden  [nach  (A.)]  die  Formeln  statt: 

c  =  1,2,  .  .  .^J, 

wo  die  iV/,  iV  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Analoge  Formelo  gelten  aber  auch  offenbar  für  die  Pole  z^,  z.,,...  z 
und  die  Nullpunkte  (r^  +  dz^),  {z.,  -j-  dz.^,  .  .  .  (,-,^  -f  dz^^  der  varürten 
Function : 

ip(z)  =  {K,  +  dR\)f\(z)-\-(K,-\-dK,)f,iz)  .  .  .  +  (/f^  +  dKj)f,{^)- 
Mau  erhält  also: 

(r)       ^K(^j  +  dzß  -  y^oil)]  =  K^i-^N,'K  +  ^-zK  •  •  •  +  ^;^.a, 

ö  =  1,  2, . .  .^j, 

und  sodann  durch  Subtraction  der  beiderlei  Formeln  (ß.)  imd  (y.): 
J'='i 
(d.)  ^  [w„-  (2^-  +  dzp  -  w„(^^.)]  =  m^ni  +  «^fc^^  +  w^&^a  •  •  •  +  %bj,„, 

a  =  1,  2,  .  .  .p, 

wo  die  m  =  3/'  —  31  und  die  n  =  N'  —  N  ganze  Zahlen  sind. 

Diese  Formeln  (ß.),  (y.),  (d.)  ergeben  sich  offenbar  auch  dann,  wenn 
die  Curven  a^,  ?^^  (-/t  =  1,  2 ,  .  .  .  2^)  for  Bildung  der  Formeln  in  solcher 
Weise  deformirt  gedacht  werden,  dass  die  kleinen  Verschiebungen  oder 
Wegelemente  dz.  {j  =  1,  2,  .  .  .  p)  sämmtiich  innerhalb  9t^^  liegen.  Dies 
vorausgesetzt  ist  aber  die  Differenz 

y,^{z.-\-dZj)-yr^{zp 

nichts  Anderes  als  die  mit  d\Vg{z.)  zu  bezeichnende  unendlich  kleine  Grösse; 
so  dass  mau  erhält: 

(f.)  2  f^«^a(~>)  —  '«a'^^'  +  «l^lo  +  «2^20  •  •  •  +  %^^,„  , 

0  =  1,2,  .  .  .  p. 

Da  nun  in  diesen  Formeln  (f.)  die  linken  Seiten  unendlich  klein  sind,  so 
müssen  [Satz  IV.  pg.  248]  die  rechts  stehenden  Zahlen  m,  n  sämmtiich 
=  0  sein,  so  dass  sich  also  folgender  Satz  ergiebt. 
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Setzt  man 

it.)  «P  (--)  =  J^\  /;  (-)  +  A;  /;  {z)...-j-  K,j  f.j  (z) , 

ICO  die  f{z)  gegebene  auf  %  reguläre  Functionen,  und  die  K's  willkür- 
liche, von  Null  verschiedene  Constantcn  vorstellen  sollen,  so  werden  die 
elementaren  XuUjmnkte  r, ,  r^, ,  ...  z  der  Function  (p{z)  wesentlich  von  den 
Werthen  der  K's  abhängen,  und  in  JBavegung  gerathen,  sobald  man  die  ICs 
sich  ändern  lÖJist. 

In  welcher  Weise  man  aber  auch  die  K's,  ohne  sie  zu  Null  zu  machen, 
sich  ändern  lässt,  stets  iverden  für  jedes  Zeitelement  der  eintretenden  Be- 
wegung die  p  Gleichungen  gelten: 

(rj.)  dw„(r,)  +  d^y„{z.^  .  .  .  dw^{z)  =  0,         a  =  1,2,  .  .  .p- 

Dabei  repräsentiren  dz^,  dz.,,  ...  dz  die  während  des  betrachteten  Zeit- 
elementes ei  )üretenden  Verschiebungen  jener  Nullpunkte,  und  tZ  w^(rj),  </w^(i'.^), 
.  .  .  d'w^{z  )  die  diesen  Verschiebungen  entsprechenden  unendlich  kleinen  Zu- 
wüchse der  Werthe  vf^iz^),  yf^iz.,),  .  .  .  w^(2^). 

§  2. 

Das  AbePsche  Theorem  für  die  elementaren  Integral^ 
dritter  Gattung. 

Das  irgend  welchen  festen  Puukteu  e^  und  e.^  zugehörige  ele- 
mentare Integral  dritter  Gattung: 

(1.)  n  =  n(^)-=n.„,(^) 

ist  auf  "Stab  eindeutig  und  stetig,  abgesehen  von  den  Punkten  f,,  fg 
und   einer  von   s^   nach   «^   gehenden  Linie  tj.     In    dieser   Liuie   ist 
dasselbe  mit  der  constanten  Differenz  2ni  behaftet;  wie  solches  an- 
gedeutet sein  mag  durch  die  Formel: 
(2.)  längs  ri:    TT(A)  —  rr(^)  =  2x1. 

Ausserdem  hat  dasselbe  in    den   Curven    ciy,,  h^   ebenfalls   constante 
Differenzen.    [Vgl.  pg.  227.] 

Es  sei  nun  ferner  f  =  f{z)  irgend  eine  auf  Üt  reguläre  Func- 
tion, deren  Pole  und  Nullpunkte  promiseue  mit  c^,  c.,,  .  .  .  Cg,  und 
deren  zugehörige  Ordnungszahlen  mit  ^i^,  ^.,, .  .  .  fiy  bezeichnet  sein 
mögen.  Wir  denken  uns  eine  von  Cj  über  Ca,  Cg  etc.  bis  c^  fort- 
laufende Linie  l  gezogen,  benennen  die  einzelnen  Segmente  dieser 
Linie  mit  Jy.^,  L^,  1^,  ■  .  .  l(,—i,y,  und  setzen  die  Werthe  des  Integrals 

z  z 

(3.)  F=F{z)=ß-f=fcUogf 

[durch  geeignete  Beschränkung  der  lutegrationscurve,  vgl.  pg.  229] 
in  solcher  Weise  fest,  dass   dasselbe    auf  9?a6  eindeutig  und  stetig 
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ist,  mit  alleiniger  Ausnahme  der  Linie  /.  Dasselbe  hat  alsdann 
längs  der  einzelnen  Strecken  l^.^,  /^g,  /31,  .  .  .  dieser  Linie  [nach  pg.  229] 
folgende  constante  Differenzen: 

L,2  =  —  2m-  ^1, 
M.")  X^3  =  —  27ci  ■  (fli  +  ftiä)  , 

L-3i  =  —  27ti  •  (n^  +  112  +  fts); 
etc.     etc.     etc. 

Und  ebenso  wird  dasselbe  constante  Differenzen  haben  in  den  Cur- 
ven  üy.,  hy,. 

Wir  setzen  bei  den  folgenden  Betrachtungen  voraus,  dass  keiner 
der  Punkte  c, ,  c.,^  •  •  ■  Cy  mit  einem  der  Punkte  £1,  f^  zusammen- 
fällt. Was  femer  die  Curven  «;,,  &,.  (x  =  1,  2,  .  .  .  ^j)  und  die  Linien 
l,  t]  Ijetrifft,  so  sind  diese  im  Grunde  genommen  nur  Hülfslinien, 
über  welche  innerhalb  gewisser  Grenzen  nach  Belieben,  respective 
nach  Zweckmässigkeitsrücksichten  verfügt  werden  darf.  Sobald  jene 
{(j -\- 2)  Punkte  Cj,  Cg,  ...  c,j,  e^,  s.^  in  bestimmter  Weise  markirt 
worden  sind,  mögen  zuvörderst  die  Curven  ciy,  hy  (x,  =  1,2,  .  .  .  p), 
(5.)  was  durch  eine  geringe  Deformation  derselben  leicht  zu  erreichen  ist, 
so  eingerichtet  werden,  dass  jene  (g  -f-  2)  Punkte  sämmtlich  inner- 
halb der  Fläche  3x^6  [nicht  etwa  hart  am  Rande  derselben]  liegen. 
Südann  aber  mag  die  Linie  l  von  c^  aus,  über  Cg?  <^3?  •  •  •  ^y— 1  ^^i^ 
Cy  in  solcher  Weise  gezogen  werden,  dass  sie  ebenfalls  vollständig 
innerlialh  ^ab  verläuft.  Und  hierauf  endlich  mag  die  von  t^  nach  e.^ 
gehende  Linie  r]  in  solcher  Weise  construirt  werden,  dass  sie  eben- 
falls vollständig  innerhalb  9la6  bleibt,  und  zugleich  der  Linie  l  nir- 
gends begegnet. 

Solches  ausgeführt,  repräsentiren  also  die  Linien  l  und  7^  ge- 
wissermassen  zwei  von  einander  getrennte,  langgestreckte  Inseln  in- 
mitten der  Fläche  '^ao-  Gleichzeitig  repräsentirt  alsdann  T\  =^T\{z) 
eine  Function,  deren  Stetigkeit  auf  der  Fläche  '^ab  nur  in  17,  nicht 
aber  in  l  eine  Unterbrechung  erleidet.  Und  umgekehrt  repräsentirt 
alsdann  F  =  F{z)  eine  Function,  deren  Stetigkeit  auf  Süat,  nur  in 
/,  nicht  aber  in  ri  unterbrochen  ist. 

Denkt  man  sich  die  Bereiche  Ü  und  ß  der  Linien  l  und  y]  von 
9ta6  abgesondert,  und  die  alsdann  noch  übrig  bleibende  Fläche  mit 
(S  bezeichnet: 

@  =  91«,  -  £  -  e, 

so  werden  also  F  und  TT  auf  S  allenthalben  eindeutig  und  stetig  sein. 
Folglich  i.st  [Satz  (4.)  pg.   IHÜ]: 
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oder,  was  dasselbe  ist: 
(7.)  f     UcJF-  f   UdF—  f   T]dF=0, 

wo  lue  Indices ,  wie  gewöhnlich,  die  positiven  Randiiitegrationen  für 
die  betrertenden  Fliicheu  andeuten.  Es  ist  aber  TT (/ 7"'=  (7 (TT 7'') — 7'\/TT. 
Dies  angewandt  auf  das  letzte  der  Integrale  (7.),  erhält  man: 

(8.)  /'     UdF=  f   T]dF—  f  FdJ]. 

Air  diese  Formeln  bleiben  gültig  bei  hcliebiger  Verldeinermuj 
der  Bereiche  Ö  und  (5.  Man  kann  daher  z.  B.  das  Bereich  ß  zu- 
sammenschrumpfen lassen  auf  die  Bereiche  (S^  und  ©^  der  beiden 
l^unkte  £i  und  £o  und  auf  das  zwischen  (Sj  und  ©^  befindliche  Seg- 
ment der  Linie  r^.  Denkt  man  sich  diese  Zusammenschrumpfung 
oder  Reduction  von  @  wirklich  eingetreten,  so  nimmt  das  letzte  In- 
tegral der  Formel  (8.)  die  Gestalt  au: 

(r<.)        J^  F,m  =  /^^  FdT\  +  /^  [FW  -  F{9)]  dW  +  4  FdT\ ; 

wie  solches  sofort  sich  ergiebt,  falls  man  nur  beachtet,  dass  TT  längs 
j;  eine  constante  Differenz  (=  27ti)  hat,  dass  also  das  Differential 
(/TT  zu  beiden  Ufern  der  Linie  ri  einerlei  Werthe  besitzt.  Nun  ist 
aber  die  Stetigkeit  von  i^  in  i^  nicht  unterbrochen,  mithin  längs  r^: 
F{X)  =  F(q).  Demgemäss  verschwindet  in  (a.)  das  mittlere  Inte- 
gral der  rechten  Seite;  so  dass  man  erhält: 

(ß.)  f    Fdr\  =  f     FdT[  +  f     FdT^. 

Einer  analogen  Behandlung  ist  ofi'enbar  auch  das  vorletzte  Integral 
der  Formel  (8.)  fähig.     Man  erhält: 

W         L n <'F  =  4 n dF  +  4  n dF  +...+  j;^^ n dF, 

WO  \\i,  Vi.2,  .  •  •  Vi,j  die  Bereiche  der  auf  l  gelegenen  Punkte  Cj,  c^, 
.  .  .  e,j  vorstellen.  Mit  lUicksicht  auf  diese  Ergebnisse  (ß.),  (y.)  ge- 
winnt nun  die  Formel  (8.)  die  Gestalt: 

CO)  /'      T]dF  =  '^  f    n(/F— 'v  /'    FdT]. 

•^aO  J  =  l       ^j  j=l       S 

Die  Integrale  rechter  Hand  sind  einfacher  ausdrückbar.  Das 
über  den  Rand  von  U,  erstreckte  Integral  kann  nämlich,  nach  (3.), 
auch  so  Lieschrieben  werden: 
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woraus  mit  Rücksielit  auf  frühere  Betrachtungen  [(«.),  (ß-)  pg.  286] 
sich  ergiebt: 
(ö.)  f    UdF=2m-(ijU{cj). 

Andererseits  besitzt  das  über  den  Rand  von  ©;  erstreckte  Integral 
[vgl.  (f.)  pg.  270,  wo  übrigens  statt  der  gegenwärtigen  Buchstaben 
£,  @  respective  c,  U  stehen]  den  Werth: 

(r.)  f    Fcm  =  {-iy.27tiFis,). 

Durch  Substitution  der  Werthe  (<?.),  (r.)  gewinnt  die  Formel 
(9.)  die  Gestalt: 

(10.)  /^^  ^  TJdF  =  2^i  {('Jf^^nfe.))  -f-  F(e,)  -  F(f,)}  , 

oder,  falls  man  beachtet,  dass,  nach  (3.),  dF  =  d  log  /'  und 
F(£i)  —  F{s.^)  =  log/(fi)  —  log/(£2)  ist,  folgende  Gestalt: 

(11-)  4^^^  n^  log  r  =  2^i  {log  ^  +  2^f^nfe)} . 

Das  Integral  linker  Hand  hat  aber  [nach  (ß.)  pg.  249]  den  Werth : 
(12.)  "^"(^^"^f   ^log/  + BC^)/   dlogf), 

WO  die  A^''^  B^^'  die  constauten  Differenzen  von  TT  in  den  Curven 
ciy,,  hy.  vorstellen.  Auch  übersieht  man  leicht  [vgl.  die  Erläuterung 
auf  j)g.  287],  dass  die  in  diesem  Ausdruck  (12.)  enthaltenen  Inte- 
grale Werthe  von  folgender  Form  besitzen: 

(13.)  /   d\ogf^2xiM^''\      f   dlogf  =27tim''\ 

y.  "y. 

WO  die  3ß''\  N^'^'>  ganze  ZaJden  sind.  —  Auf  Grund  dieser  Formeln 
(11.),  (12.),  (13.)  gelangt  man  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Repräsentiri  f{z)  eine  auf  ^  reguläre  Function,  imd  hemchnet 
man  die  Pole  und  Nidlpunlite  derselben  promiscue  mit  c^,  c.^,  .  .  .  Cg, 
ferner  ihre  zugeliörigen  Ordnmigszalden  mit  f^i,  ft^,  .  .  .  ft^,  so  gilt  für 
das  elementare  Integral  dritter  Gattung; 

die  Formel: 

j=3  .  .  f(,:\       y=p 


(14.)  yiij^....{cj)  =  log  Vr^^  +  2  {M^'^f^^'-^  +  N^"-^  B^'^O- 

.■^1  I  \^i)      ... 
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Hier  hezcichnen  die  N^'''\  B^'''  die  constanten  Biff'crcnze^i  von  TT  in  den 
CniTen  ay.,hy'^  ivältnnd  31^"^  X^'^^  ganze  Zahlen  vorstellen,  deren  Wcrthe 
sieh  hestimmen  mittelst  der  Formeln: 

^'^       —  2ni  J  «^  /(r)  '  2ni  J  i^  f{z) 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Pmdcte  q,  a,,  .  .  .  e.j  mit 
einem  der  Fnnlde  e^,e.,  eoincidirt^  und  ferner  vorausgesetzt^  die  üurven 
Oy.,  hy,  {n  =  \,  2,  .  .  .  p)  seien  |was  durch  eine  kloine  Det'onuation 
derselben  stets  zu  bewerkstelligeu  istj  so  eingeriehtet,  dass  all'  jene 
{g  -\-  2)  Pmdde  c,,  c^,  .  .  .  c^,  fj,  £2  innerhalb  '3i„h  liegen. 

Hiermit  sind  in  der  That  alle  in  (5.)  gemachten  Voraussetzungen, 
so  weit  sie  für  den  vorstehenden  Satz  wesentlich  sind,  recapitulirt. 
Denn  die  Linie  /  spielt  in  diesem  Satz  keine  UoUe  mehr,  so  dass 
also  die  betreffs  derselben  gemachten  Voraussetzungen  zu  wieder- 
holen überflüssig  sein  würde. 

Vom  vorstehenden  Satze  aus  gelaugt  man  nun,  indem  man 
f{z)  —  K  statt  f(z)  setzt  [vgl.  die  analogen  Betrachtungen  auf 
pg.  288],  zu  folgendem  etwas  allgemeinern  Satze: 

Es  sei  K  eine  beliebig  gegebene  Constante.  Ferner  sei  f\z),  mit- 
hin  aiieh  f(z)  —  K  eine   auf  9i    reguläre  Funetion  q^^"^  Ordnung. 

00      00  CO        _ 

Ueberdies  seien  z^,  z.^, .  .  .  z,j  und  z^,  z.^, .  . .  Zq  die  elementaren  Nidl- 
jninJcte  und  Pole  der  Function  f{z)  —  K.  Alsdann  gilt  für  das  ele- 
mentare Integral  dritter  Gattung: 

die  Formel: 

(15.)  S'[n.,.,fe)  -  n,..,(?,)j  =  log  ^iJjl^f  +  !SV^'A(>^^  +  ^''^^B''^0- 

liier  bezeichnen  tK^''\  Bf-''^  die  constanten  Differenzen  vonT\  in  den  Ciir- 
ven  ay.jby-^  tvahrend  die  M'^''-\  N^'''-^  ganze  Zahlen  vorstellen,  deren  Werljie 
sich  durch  die  Formeln  bestimmen: 

^^  2TtiJ  a^  f{z)  —  K>         ^'  2ni  J  j^  f{z)  -  K 

00 
Dabei  ist  vorausgesetzt,  dass  keiner  der  Punkte  Zj ,  Zj  (J  =  1,2, ...  q) 

mit  einem  der  Punkte  fj,  e.^  eoincidirt,  und  ferner  vorausgesetzt,  die 

Ciirven  ay,  by  {x  =  1,2,. .  . 2^)  seien  so  eingerichtet,  dass  all'  jene  Punkte 

CO 

f, ,  s.j  und  Zj,  Zj  (j==l,2,...q)  innerhalb  %th  liegen.  Uebrigens 
kann  von  diesen  Voraussetzungen  die  erste   fallen  gelassen  werden. 

CO 

Denn  sollte  einer  der  Punkte  Zj,  Zj  einem  der  beiden  Punkte  fj,  6^ 
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bis  /ur  Coincidenz  sich  näheru,  so  würden,  wie  man  sofort  über- 
sieht, beide  Seiten  der  Formel  (15.)  unendlich  werden,  die  Formel 
also  gültig  bleiben. 

Giebt  man  jetzt  der  Constante  K  einen  unendlich  kleinen  Zu- 
wachs clK,  so  werden  die  Punkte  Sj  unendHch  kleine  Verschiebungen 

CO 

dZj  erfahren,  während  die  Punkte  Zj  und  ebenso  auch  die  ganzen 
Zahlen  J/'^^,  N'-"-''  ungeändert  bleiben  [vgl.  die  analogen  Betrach- 
tungen auf.  pg.  289,  290].  Man  gelangt  daher  zu  folgendem  Satz: 
Theorem.  —  Versteht  man  unter  f{z)  eine  aiiflR  reguläre  Func- 
tion g'®'  Ordnung,  'bezeichnet  man  ferner  irgend  zwei  einander  unend- 
lich nahe  Niveaupnnhtsysteme  derselben  mit  z^,  z^^ .  . .  z,^  und  z^  -|-  dz^, 
z^  -\-  dz.2,  .  .  .  Zj  -\-  dZq,  lind  bezeichnet  man  endlich  die  Werthe  von 
f{z)  in  diesen  beiden  Niveaupunldsijstemen  mit  K  und  K  -\-  dK,  so 
gilt  für  das  elementare  Integral  dritter  Gattung: 

n  =  n.,.,(^) 

die  Formel: 

(!'••)  5'fm,.,(.,)  =  d  log  ffj}^f , 

wo  das  vorgesetzte  d  die  unendlicJi  Meinen  Aenderungen  bezeichnet,  ivelche 
die  betreffenden  Grössen  durch  Vertauschung  von  z^,  z^,  .  .  .  z,„  K  mit 
,?i  -f-  dz^,  z^  +  dz-i,  .  .  .  Zq  -^  dZq,  K  -\-  dK  erfahren. 
Aus  (16.)  ergiebt  sich  nun  weiter  die  Formel: 

(n.)        ^ß n.,.,fe) = ,0g fi^f:^-  -  log ;4^5-:, 

die  Integrationen  hinerstreckt  gedacht  über  irgend  welche  simultane 
Bahnen  {a^  .  .  .  ß^),  (a.^  .  .  .  ß.>),  ...  (a,  ...  /3,)  der  in  Rede  stehenden 
Niveaupunkte  ^, ,  z.^,  .  .  .  z.j.  Dabei  siml  unter  A  ^md  B  diejenigen 
beiden  Werthe  zu  verstellen,  welche  f(z)  einerseits  in  a^,  a^,  .  .  .  cc,,, 
andererseits  in  ß^,  ß.^,  .  .  .  ß,j  besitzt. 

Soll  die  Bahn  (aj  .  .  .  ßj)  keine  der  Curven  «z,  by.  (x  =  1,2. 
.  .  .  p),  noch  auch  die  von  a^  nach  s.,  gehende  Unstetigkeitslinie  vj 
des  Integrals  TT  überschreiten  dürfen,  so  ist  offenbar: 

1-T.)  SdT\.,.M)  =  n....(ft)  -  n, .,(«;). 

"j 

Gestattet  man  hingegen  jener  Bahn,  die  Curven  ay,  by  und  t]  belie- 
big oft  zu  überschreiten,  so  erhält  man  die  [mit  (Y.)  pg.  292j  ana- 
loge Formel: 
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(Y.)  ß n,. .,  (^)  =  n,. ,, ui,)  -  n, ., («,)  +  ^ [«./>^) a'^') + «/^' b"^' i  +  ^,- 27r /, 

"J 

wo  tlie  w?,  M,  fi  ganze  Zahlen  vorstellen.  Und  zwar  geht  aus  der 
] Bedeutung  dieser  Zahlen  [vgl.  (Z.)  p.  21)3]  deutlich  hervor,  dass  die 
Zahlen  m  sämmtlich  =  0  sind,  falls  die  in  Rede  stehende  Bahn 
(uj  .  .  .  ßj)  keine  der  Curven  a^  überschritten  hat,  dass  ferner  die  n 
sämmtlich  =  0  sind,  falls  jene  Bahn  keine  der  Curven  h^  über- 
schritten hat,  und  dass  endlich  die  Zahl  ^  (d.  i.  ^j)  den  Werth  0 
besitzt,  falls  jene  Bahn  die  Curve  7]  nicht  überschritten  hat.  Snb- 
stituirt  man  den  Werth  (Y.)  in  (17.),  so  kann  man  dabei  die  Zah- 
len ^ij  unterdrücken,  weil  die  in  (17.)  vorhandenen  Logarithmen  an 
und  für  sich  bereits  mit  Unbestimmtheiten  von  der  Form  N\-27ii 
behaftet  sind.  Man  gelangt  daher  durch  diese  Substitution  zu  fol- 
gendem liesultat: 

Andere  Form  des  Theorems.  —  Es  sei  f{z)  eine  auf  fit  recjidäre 
Fwictioti  q^^  Ordnung.  VerstcJd  man  alsdann  unter  (cci...ßj),  (a^,.../^^), 
. .  .  (tt,j . . .  ß,j)  ir(/end  welche  simultane  Bahnen  der  q  Niveaupunkte 
von  f(ß),  so  gilt  die  Formel: 


(18.) 


J  [n„.,(A.)  -  n,„.(«,)l  =  log fM^  -  log  (^Z  '  + 


y.=\ 


-{-  2,  [ilI"^)A(-)  +  ^^('^)B<^'1. 


Dahei  sind  unter  A  und  B  die  WertJic  der  Function  f{z)  in  den  Niveau- 
punJctsystemen  «j ,  a.^,  ...  a^  und  ßi,  ß-2,  -  • '  ßq  ^^^  verstehen.  Anderer- 
seits sind  untei'  fiS^\  B^""^  die  constanten  Differenzen  von  TTf.f.  (^;)  in 
den  Curven  a^,  hy,,  endlich  unter  M'^''^^,  N^"^  ganze  Zahlen  zu  verstehen. 

Ueberschreiten  jene  simidtane  Bahnen  {a^  .  .  .  ß^),  (a.>  .  .  .  ß.^), 
(19.)  .  .  .  («ry  .  .  .  ßq)  licinc  dcr  Curven  a^.,  so  sind  die  M^'"^  sämmtlich  =  0. 
Uiul  sollte  andererseits  der  Fall  vorliegen,  dass  jene  Bahnen  heine  der 
Curven  hy.  überschreiten,  so  tverden  die  N^''^  sämmtlich  =  0  sein. 

Beispiel.  —  Betrachtet  man  insbesondere  das  iVb>wwMntegral  5? 
(an  Stelle  von  TT),  so  sind  bekanntlich  [vgl.  pg.  2G8]  die  Differen- 
zen A^*"^  sämmtlich  =  0.  Demgemäss  ergiebt  sich  aus  (18.)  und 
mit  Rücksicht  auf  (19.)  der  Satz: 

Es  sei  f{z)  eine  auf  fR  reguläre  Function  q^'^  Ordnung.  Ver- 
steht man  alsdann  unter  (a^  .  .  .  ß^),  {a.^  .  . .  ß.^,  .  . .  {a,j .  . .  ß,,)  irgend 
welche  simultane  Bahnen  der  q  NiveaiipunJde  von  f{z),  und  setzt  man 
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voraus,  dass   diese  Bahnen  allerdings  die  Curvcn  a^,  nicht  ahrr  die 
Cnrven  hy,  überschreiten,  so  gilt  die  Formel: 

20-)      S\«.„.(ft)  -  "....fe)i  =  log ;[;;;z l  -  log 'i^  -  ^ 

Dahci  repräsentiren  A  und   B   die    Wcrtlic  von  f{p)   in  den   Niceau- 
imnldsystcmcn  «,,  o:^,  ...  k.^  und  ß^,  ß.,,  .  .  .  ß,j. 


Ueber  die  Vertauschung  der  Argumente  und  Parameter  in  den 
elementaren  Integralen  dritter  Gattung. 

Wir    betrachten  irgend   zwei   elementare   Integrale  dritter  Gat- 
tung, die  wir  zur  Abkürzung  mit  0  und  O'  bezeichnen: 

a.)  0  =  n.^.-X'^)   und   0'  =  n'v.,' (s). 

Sind  )/  und  1]'  die  Unstetigkeitslinien  von  0  und  0',  ferner  (£  und 
@'  die  Bereiche  dieser  Linien,  und  setzt  mau 

<B  =  ma,  —  (S  -  @', 

so  sind  0  und  0'  auf  der  Fläche  <B  eindeutig  und  stetig.    Folglich 
ist  [nach  (4.)  pg.  19ß]: 
(2.)  4^^?^'  =  0. 

Diese  Formel  kann  man  auch  so  schreiben: 
(3.)  f       0fZ0' —  J    0f70' —  r  ,  0r/0' =  0, 

oder,  weil  0c?0'  =  f7(00')  —  0'(70  ist,  auch  so: 
^4.)  f      0r/0' -f  /\0'f70  —  r_,  0f/0'  =  (:), 

oder,  falls  man  die  beiden  letzten  Integrale  nach  Maassgabe  der  Be- 
trachtungen (a.),  (/3.)  p.  298  umgestaltet,  auch  so: 

(5.)  f      0f/0'-fVfr     (t>'d(i>.—  f     0(?0'l=O. 

Nach   (f.)   pg.   270,    oder    wenigstens   analog    zur  dortigen    Formel, 
ist  aber: 

J     0'  (?0  =  (—  ly  2;ri  0'(£y). 

Desgleichen  wird  offenbar: 

/     0,/0'  ==(_!).■.  2;r/0(^;); 
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so  (lass  also  die  Formel  (5.)  die  Gestalt  erhiilt: 

(G.)   /'      0(70'  —  2.t/10'(O  -  ^'(f')l  +  2^?|0(f/j  -  0(f..')|  =  0. 
*  ^„^- 

Dividirt  man  diese  Formel  durch  2ä?,  und  beachtet  man  don  8atz 

(y.)  pg.  249,  so  folgt: 

x  =  l 

wo  die  A''''.  B  ''^  und  A'^^^,  B'^*^^  die  constanten  Differenzen  der  Finic- 
tionen  0  und  0'  in  den  Curveu  Oy,  hy,  bezeichnen. 

FAnfc^lier  gestaltet  sich  die  Formel  (7.),  wenn  man  für  0  und 
0'  zwei  iVorwm?-Integrale  dritter  Gattung  nimmt;  denn  alsdann  sind 
die  A^^'  und  A'^'^'  Null.     Man  gelangt  so  zu  folgendem  Satze: 

Bildet  man  das  Normal-Integral  dritter  Gattung  SJ  successive  für 
ein  Punltpaar  s^,  fg  ^f^d  für  irgend  ein  anderes  Punltpaar  f/,  f/, 
so  wird  für  diese  Functionen 
(8.)  sr,,,^(^)     tmd     w,.',„'(^;) 

jederzeit  folgende  Relation  stattfinden: 

3Ian  Innn  diese  Formel  auch  so  schreiben: 

(10.)  /fZö..., (s)  =  Jd^.-.'  iß), 

vorausgesetzt,  dass  man  die  Integrationscurve  Ihiks  auf  die  Fläclie'^ahii, 
und  diejenige  rechts  auf  die  Fläche  9^«/,!/'  ßinschränld.  Dabei  sollen 
unter  t]  und  ?/  die  UnstefiffJieifslinien  £,  f^  und  s{  e.!  der  hriden  Func- 
tionen (8.)  verstandeti  sein. 


Z^wölftes  Oapitel. 
Einführung  der  Thetafauctionen. 

§  1. 
Die  von  einem  einzigen  Argument  abhängende  Thetafunction. 
Bekanntlich  ist  die  ins  Unendhche  fortlaufende  Reihe: 

1  -\-  2e    -\-  2e     -f-  2e     -\-  2e       -\-  2e       +  •  •  • 
oder: 

n=+cc 


W  =  —  00 


beständig  convergcnt,  falls  b  eine  reelle  Grösse  von  negativem  Werthe 
ist.  Versteht  man  unter  h  keine  reelle,  sondern  eine  beliebig  ge- 
gebene imaginäre  Grösse  von  der  Form  {q  -f-  'i(j),  so  gilt  genau 
dasselbe,  falls  nur  q  negativ  ist. 

Genau  dasselbe  gilt  aber  auch  dann  noch,  wenn  man  als  Ex- 
ponenten nicht  n^bj  sondern  einen  Ausdruck  von  der  Form  oi^b  -\-  nc 
nimmt,  wo  c  irgend  welchen  reellen  oder  imaginären  Werth  be- 
sitzen darf.     Bildet  man  nämlich  die  Reihe: 

-^    M-h-\-nc 

n  =  —  oc 

SO  wird  dieselbe  —  völlig  gleichgültig,  welches  der  Werth  von  c 
ist  —  jederzeit  convergent  sein,  sobald  nur  der  reelle  Theil  von  b 
wiederum  einen  negativen  Werth  hat. 

Wir  gelangen  demnach,  wenn  wir  uns  uuter  b  irgend  welche 
Constante  denken,  und  wenn  wir  an  Stelle  von  c  irgend  Avelche 
variable  Grösse  2{x-\-iij)  oder  2z  nehmen,  zu  folgendem 

Satz.  —  Die  unendlicJie  Reihe 

n  =  -f-co 


-^    g&«^-j-2£rw 


besitzt,  falls  der  reelle  Thcil  der  Cmistanten  b  negativ  ist,  und  so  lange 

Neu  mann,  Aberscho  Iiitogralo.     ?.  Auf!  20 
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(Jic  Variable  z  nicht  unendlich  gross  lüird,  jederzeit  einen  völlig  be- 
st immten,  endlichen    Werth. 

Diesei'   Werth   Mnn   als  eine  Function   angesehen  tvcrden,  nelchc 
von  der  Variablen  z  abhängt,  und  ivelche  ausserdem  mit  einem,  con- 
stanten  Parameter  b  behaftet  ist;  er  mag,   um  solches  anzudeuten,  in 
Zuhunft  mit 
(2.)  ^  {z,  b) 

bezeichnet  werden. 

Wir  wollen  nun  gegenwärtig  diese  Function  i^  {z,  b)  näher  unter- 
suchen, und  mehrere  wichtige  Eigenschaften  derselben  zu  Tage 
treten  lassen. 

Da  sich  in  unserer  Formel 

(3.)  'd'iz,  b)  J^*eö«'+2^« 

die  Summation  über  alle  ganzen  Zahlen  )i  von  —  cx>  bis  -f-  oo  hin- 
erstreckt, so  können  wir  offenbar  —  ohne  dadurch  in  der  Formel 
irgend  welche  Veränderungen  hervorzubringen  —  das  darin  enthal- 
tene n  mit  ( — n)  vertauschen,  die  Function  d'{z,  b)  also  auch  so  dar- 
stellen: „  =  +  oc 
(4.)                                        ^i^,^)=  y    e?»«— 2^« 

n  =  —  X 

Andererseits  erhalten  wir  nun  aber,  wenn  wir  den  Werth  der  Func- 
tion für  ein  anderes  Argument,  nämlich  für  das  Argument  ( —  z) 
haben  wollen,  zAifolge  (3.)  die  Formel: 

(5.)  ^{-Z,b)  J^"e&«*-2^n. 

n  =  —  X 

und  nunmehr  erkennen  wir  aus  (4.)  und  (5.),  dass  die  Werthe  von 
^{z,  b)  und  von  d-{ — z,  b)  unter  einander  identisch  sind.  Wir  selten 
demnach  —  und  solches  würde  als  erste  Eigenschaft  unserer  Func- 
(G.)  tion  %•  hervorzuJieben  sein  — ,  dass  der  Werth  von  ^{z,b)  ungeändert 
bleibt,  wenn  man  z  mit  ( —  z)  vertauscht. 

Ferner  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dass  die  Function 
d'(^z,h)  in  ihrem  Werthe  ungeändert  bleibt,  sobald  man  das  Argu- 
ment z  um  ein  beliebiges  Vielfaches  von  jr  i  vermelirt.  Betrachtet 
man  nämlich  in  der  als  Definition  dieser  Function  angegebenen  un- 
endlichen Reihe  (3.)  irgend  ein  einzelnes  Glied 

bn^-\-2sn 
e      ^ 

so   wird   dieses,  falls   man  z  um   ein  Vielfaches   von   :ti,  z.  B.   um 

pTti  zunehmen  lässt,  übergehen  in: 
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bn^-\-2{z-}-p7ci)n 


also  übergehen  in: 


/  hn--\-'izr>\lr)n.2ni\ 

Nun  ist  aber  e  =1,  mithin  auch  c  '  =1.  Wir  sehen  dem- 
nach, dass  das  betrachtete  Glied  unserer  Reihe  bei  der  Vermehrung 
von  z  um  pici  völlig  ungeändert  geblieben  ist.  Gleiches  wird  natür- 
lich auch  von  jedwedem  andern  Gliede  der  Keihe,  Gleiches  also  auch 
von  der  Reihe  selber  gelten.  Versteht  man  also  unter  p  irgend  welche 
ganze  Zahl,  so  wird  —  und  dies  iviirde  als  ziveite  Eigenschaft 
unserer  Function  anzuführen  sein  —  jederzeit 
(7.)  ^{z-\-  pni,  b)  =  d'  {z,  h) 

sein.  Die  Function  %■  (z,  h)  ist  demnach  eine  periodische,  und  der  Index 
ihrer  Periode  gleich  ni.  Denkt  man  sich  die  Werthe  des  variablen 
Argumentes  z  oder  {x  -\-  iy)  durch  die  Pmikte  der  Horizontalebene 
dargestellt,  und  denkt  man  sich  sodann  diese  Ebene  durch  Linien, 
welche  der  a;- Achse  parallel  laufen,  und  im  Abstände  %  auf  ein- 
ander folgen,  in  lauter  einzelne  Flächenstreifen  zerlegt,  so  werden 
sich  die  Werthe,  welche  ■O'  {z,  h)  innerhalb  eines  solchen  Flächen- 
streifens besitzt,  von  Neuem,  und  in  genau  derselben  Vertheilung,  in 
jedem  andern  Streifen  wiederholen. 

Wir  wollen  nun  ferner  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Werth 
von  &(z,h)  sich  ändert.,  wenn, man  das  Argument  z  nicht  um  ein 
Vielfaches  von  7t  i,  sondern  um  ein  Vielfaches  der  gegebenen  Con- 
stanten h  vermehrt.  Da  sich  die  als  Definition  von  d-  (z,  li)  ange- 
gebene Reihe  (3.)  von  m  =  —  oo  bis  n  ==  -{-  oo  hinerstreckt,  so 
wird  ihr  Werth,  falls  man  n  mit  n  -\-  1,  oder  mit  n  -\-  2,  oder  mit 
n  -\-  3,  u.  s.  w.  vertauscht,  offenbar  völlig  ungeändert  Ijleiben.  Es 
wird  daher  z.  B.  völlig  gleichgültig  sein,  ob  wir  als  Definition  der 
Function  -9-  {z,  h)  jene  ursprüngliche  Reihe 

(8.)  »{z,  h)  J^"eZ'«^  +  2.-n 


nehmen,  oder  ob  wir  statt  dieser  als  Definition  jener   Function  die 


aufstellen.     Die  letztere  Reihe  lässt  sich  auch  so  darstellen: 

n  =  —  X 

20* 
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odor  auch  so: 

n  =  —  X 

Nun  crgiobt  sich  aber  andererseits,  falls  man  in  (8.)  an  Stelle  des 
ursprünglichen  Argumentes  z  das  Argument  {s  -\-  h)  einsetzt,  für 
den  Werth,  welchen  die  Function  d-  für  dieses  neue  Argument  an- 
nimmt, folgender  Ausdruck: 

(10.)  &{2  +  hA>)  ='^*e&«'  +  2(~-  +  ?')n. 

Und   nunmehr  ergiebt   sich   durch  Vergleichung  von  (9.)  und  (10.) 
sofort,  dass 
(11-)  9-  {s  +  h,  h)  =  c~^*  +  ''^'^  •  9  {0,  h) 

ist.  Die  Formel  lässt  sich  leicht  verallgemeinern.  Da  nämlich  2 
eine  ganz  beliebige  Variable  ist,  so  können  wir  für  z  beliebige,  und 
nach  einander  verschiedene  Werthe  nehmen.  Setzen  wir  für  s  der 
Reihe  nach  die  Werthe: 

wo  q  eine  beliebige  ganze  Zahl  sein  soll,  so  erhalten  wir  aus  unserer 
Formel  (11.)  der  Reihe  nach  folgende  Gleichungen: 

&{z  -f  U,  h)  =  e-(5^+2~^)  ■9(z-\-  2h,  h). 

9{0  +  qh,  h)  =  ,-((22-1)^  +  2--)  .  ^  (^,  ^  ^^^  _  j^  ^^  j^. 
und  sodann  durch  Multiplication  all  dieser  q  Gleichungen: 
%■  iz  +  ql,  h)  =  ^-(«^  +  22-')  .  ^  ^^^  y^^ 

Hier  ist 

s=  1  4_  3  _|_  5  _!_...  + (2^-1), 

also 

3  •  2g  9 

S  =  ^-5-^  =  q-. 

Somit  Ivmicn  ivir  als  dritte  Eigenschaft  unserer  Function  -9-  Fol- 
gendes hinstellen:    Versteht  man  unter  q  irgend  welche  ganze  Zahl,  so 
tcird  jederzeit 
(12.)  &  (z  +  qh,  h)  =  f-^'^'^  +  ^'^'^  •  d-  (z,  h) 

sein. 
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Zufolge  der  vorhin  gefundeuen  zweiten  Eigenschaft  bleibt  der 
Werth  der  Function  d-  ungeiindert,  wenn  man  das  in  ihr  enthaltene 
Argument  um  ein  Vielfaches  von  Tii,  z.  B,  um  pni  vermehrt.  Dem- 
nach wird  die  linke  Seite  der  zuletzt  erhaltenen  Formel  in  ihrem 
Werthe  keinerlei  Aenderung  erleiden,  wenn  man  das  daselbst  vor- 
handene Argument  {^ -{-  fjh)  mit  dem  Argument  (5; -|- 2^  H~  i^^O 
vertauscht.     Tliut  mau  solches,  so  verwandelt  sich  jene  Formel  in: 

(13.)  &(z  +  pTci  +  qh,  h)  =  e~^'^'^  +  ''^*~^  -^(ß,  b). 

Und  diese  Formel  Jcann  als  der  gleichseitige  Ausdruck  der  ztveiten  n)id 
dritten  Eigenschaft  angesehen  iverdai.  Setzt  man  nämlich  q  =  0,  so 
reprüsentirt  sie  die  zweite,  und  setzt  man  p  =  0^  so  reprüsodirt  sie 
die  dritte  Eigenschaft. 

Wir  wollen  schliesslich  noch  untersuchen,  für  welche  Werthe 
von  z  die  Function  d-(z,h)  verschwindet.     Die  Reihe  (3.): 

(u.)  ^(z,h)=^;^%^'''-^^'\ 

11  = X 

durch  welche  wir  die  Function  definirt  haben,  wird  in  ihrem  Werthe 
völlig  ungeändert  bleiben,  wenn  wir  darin  n  mit  ( —  n),  oder  auch, 
wenn  wir  darin  n  mit  ( —  n  —  v)  vertauschen,  vorausgesetzt,  dass 
wir  unter  v  irgend  welche  ganze  Zahl  verstehen.  Somit  können  wir 
statt  (14.)  auch  schreiben: 

oder,  wie  sich  durch  Addition  von  (14.;  und  (15.)  ergiebt,  auch 
schreiben: 

(IG.)  ^iß,  h)  =  \^2'  [e^'''^^'''  +  ffi{n+vY-2z{n  +  v)\ 


n  =  —  r. 


(«.) 


Da  nun  c      =  —  1  ist,  so  wird  ein  Aggregat  von  der  Form 

A    ,      B 

e     -\-  e 

jederzeit  Null  sein,  sobald  die  Exponenten  Ä  und  B  um  iTC,  oder 
auch  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  tjt  von  einander  verschieden 
sind.  Demnach  wird  das  in  (16.)  unter  dem  Summenzeichen  stehende 
Aggregat  Null  sein,  sobald  die  darin  auftretenden  Ex[)onenten 

bn^  4"  2^fw,     und 

b{n-j-vy  —  2z{n-\-v) 

um  ei]i  ungerades  Vielfaches  von  ni  differiren.    Findet  solches  nicht 


(ß-) 
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nur  statt  für  eiu  bestininites  n,  soiiclerii  für  jeden  hdkh'ujoi  Wertli 
der  Zahl  n,  so  werden  sÜDimtliche  CJlieder  der  lleilie  (10.)  Null  wer- 
den, jene  Reihe  selber  also  ebenfalls.  D.  h.  hcstimmt  man  die  Variable 
z  der  Art,  dass  die  beiden  Ausdrüclce  («.)  für  jeden  beliebigen  Werth 
der  Zahl  n  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  verschieden  sind,  so 
wird  für  diesen  WerÜt  der  Variablen  die  Function  d-  (z,  b)  verschwin- 
den.    Die  Differenz  der  beiden  Ausdrücke  (a.)  ist  gleich 

2z(2n  +  v)  —  b{2nv  +  v'), 

d.  i.  gleich: 

(22  —  vb)(2n-\-  v). 

Macht  man  daher,  was  den   gesuchten  Werth  der  Variablen  z 
anbelangt,  folgenden  Ansatz: 

uni  -\-  vb 


SO  verwandelt  sich  jene  Differenz  in: 
{y)  7ti.ii{2n-\rv)', 

sie  wird  demnach  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  werden,  sobald 
man  die  ganzen  Zahlen  ju.  und  v  der  Art   wählt,   dass  das  Product 

fi  {2n  -f-  V) 
ungerade  ausfällt.  Solches  aber  kann  offenbar  nur  dadurch  erreicht 
werden,  dass  man  für  jti  eine  ungerade  Zahl,  und  gleichzeitig  für  v 
ebenfalls  eine  ungerade  Zahl  nimmt.  Thut  man  aber  dies,  so  wird 
die  in  Rede  stehende  Differenz  (y.)  in  der  That  —  und  zwar  gleich- 
gültig, welchen  Werth  die  darin  enthaltene  Zahl  n  auch  immer  be- 
sitzen mag  —  jederzeit  ein  ungerades  Vielfaches  von  Tti  werden. 
Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem  Ergebniss:  Sind  pi  und  v  irgend 
welche   ungerade  ganze   Zahlen,   so   wird   die   Function  %  {z,  b)   für 

das  Argument 

liTii  -\-  vb 
Z  =  ^ 

jederzeit  verschwinden.  Oder,  was  dasselbe  ist:  Versteht  man  unter 
p  und  q  zivei  völlig  beliebige  ganze  Zahlen ,  so  tvird  '&■  (z,  b)  jederzeit 
Null  iverden,  sobald  man 

(17.)  -^=(i>+  2)^^  +  ((/+  ly 

setzt. 

Denken  wir  uns  die  Werthe  der  Variablen  z  oder  (x  -\-  ig) 
nach  der  Gauss'scheu  Methode  dargestellt  durch  die  Punkte  der  Hori- 
zontalebene, so  lassen  sich  die  den  Formeln 


Einfülirun^'  dci-  Thetafunctioneu.  311 

(X.)  z  =  imi  -\-  'i^ 

iiud 

eutsprecliendeii  Punkte  leicht  construireu. 

Es  sei  h  derjenige  Punkt,  durch  welchen  die  gegebene  Constante 
h  dargestellt  wird,  ferner  izc  derjenige,  durch  welchen  die  Constante 
in  repräsentirt  wird,  und  endlich  0  der  Anfangspunkt *j.  Man  con- 
struire  nun  ein  Parallelogramm,  dessen  Ecken  durch  die  vier  Punkte 

0,  6,  'nij  h  -f-  in 
dargestellt  sind,  und  zerlege  die  ganze  unendliche  ^^-Ebeue  in  lauter 
einander  congruente  Parallelogramme,  der  Art,  dass  eines  derselben 
mit  dem  soeben  construirten  identisch  ist.  Die  Punkte  (A.)  sind  als- 
dann die  EchpunJcte,  und  die  Punkte  {^.)  die  Mittelpunkte  dieser  Paral- 
lelogramme. Die  Fnnction  d-  {2,!))  wird  also  [nach  (17.j]  verschwin- 
den in  den  Mittelpunkten  der  Farallelogramme. 

Bezeichnen  wir,  wie  das  mit  Rücksicht  auf  unsere  späteren 
Untersuchungen  zweckmässig  erscheint,  die  in  Q^  vorkommende 
Variable  nicht  mit  s.  sondern  mit  U,  so  können  wir  die  Ergebnisse, 
zu  welchen  wir  hier  gelangt  sind,  etwa  in  folgender  Weise  zu- 
sammenfassen: 

Theorem.  —  Die  unendliclie  ReiJie 

(18.)  "^•^"^bn'  +  2U7i 

n  =  —  X 

besitzt,  falls  der  reelle  Theil  der  Constanten  h  myativ  ist,  und  so  lange, 
als  die  Variahle  U  nicht  unendlich  gross  ivird,  jederzeit  einen  völlig 
bestimmten,  endliclien   Werth. 

Bezeichnet  man  diesen    Werth  mit  d-{U,b),  setzt  man  also 

(19.)  d-  {U,  b)  =r'^"e^'^'4-2  Un^ 

n= —  00 

so  gelten  jederzeit  folgende  Formeln: 

%-{-ü,b)  =  'd'{U,b), 
(20.)  ^{U  -\-  mni  +  nb,  b)  =  e-("*^  +  2n  U)    ^  ^jj^  ^^^ 

^((m  +  0;t^  +  (w  +  i)&,&)  =0, 

ivo  unter  m  und  n  beliebige,  positive  oder  negative,  ganze  Zcdden  zu 
verstehen  sind. 


*)  Der  Punkt  b  wird,  beiläufig  bemerkt,  weil  der  reelle  Theil  der  Con- 
btanten  h  negativ  ist,  jederzeit  links  von  der  v/-Acbse  liegen;  während  der  Punkt 
in  auf  der  v/- Achse  liegt. 
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§  2. 

ie   von   beliebig   vielen  Argumenten 

abhängende   Thetafunction 

Unter 

^11 ;    ^12  7    ^13»    •  • 

.  ^ip, 

^22J    ^237    •  • 

.  K, 

^33,    •  . 

...                 ( 

mijgen  gegebene  Coustanfc,  ferner  unter 

U„  U,,  U,,  ...V, 
beliebige   Variable,  und  endlich  unter 

%,  R,,  n.^,  ...Uj, 
irgend  welche  ganze  Zahlen  verstanden  werden.    Wir  bilden  iiuu  die 
Expouentialgrösse  *) 

(&i  1  «1 '  +  2  ^1 2  n,  n.,  + . . .  &p^,  «^  '•■')  +  2  ( l\  n,  + .  •  •  f/^,  n^) 

und  unterwerfen  dieselbe  in  Gedanken  einer  i)- fachen  Summation\ 
die  erste  Summation  soll  sich  auf  alle  nur  möglichen  Wertlie  der 
ganzen  Zahl  n^  beziehen,  sich  also  von  w^  =  —  oo  bis  n^  =  -\-  oo 
hin  erstrecken,  die  zweite  soll  in  gleicher  Weise  von  «g  =  —  oo  bis 
n2=-\-oo  u.  s,  w.,  endlich  die  letzte  von  tip  =  —  oo  bis  np=  -\-  oo 
hinerstreckt  sein.  Die  hierdurch  entstehende  p-fach  unendliche  Eeihc 
mag  kurzweg  mit 

5?  g(öu «1  *  +  2 Z^io Wi «2  + . . .  +  hj,j,n/) -\-2{U,n,  +  ...  U^,n^) 

bezeichnet  werden,  wo  also  das  vorgesetzte  Sigmajene  j)  aufeinander 
folgenden  Summationen  andeuten  soll.    —    Man   gelangt  nun,    was 
die  Conver[/enz  dieser  j>- fach  unendlichen  Reihe  anbelangt,  zu  folgendem 
Satz.  —  Die  2)- fach  unendliche  Reihe 

.     .  X'  g (^n  «i'  +  2 &12  Wi «2 •  •  •  +  ^pp%''>  +  2 ( ^^1  «1  +  •  •  •  Uj^n^) 

besitzt,  falls  der  reelle  Tiieil  des  Ausdruckes 


*)  Ausführlicher  geschrieben   würde   der  Exponent  von  e  folgendermassen 
lauten : 

(^u«i  +  Kin-i  •  •  •  +  ^\j,^^p)^h  4-  2  U^n^ 
+  (^21  «1  +  Ki^h  •  •  •  +  hp\)'>h  +  2  U.,n^ 

+ 

+  (^,.1  «i  +  \2'h  •  ■  •  +  ^pp^\)  %  +  2  Uj^n^, . 
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2 


\^n^  +  ^K^h>h  •  •  •  +  K'*h 
für  sämmÜkhc  Werthsystcme  der  ganzen  Zahlen  r«, ,  n.,,  .  .  .  rij,  negativ 
ist'^')j  und  falls  keine  der   Variablen 

unendlieh  gross  ivird,  jederzeit  einen  völlig  bestimmten,  endlichen 
Wcrtk 

Dieser  WertJi  Icann  als  eine  mit  den  Constanten  b  behaftete,  und 
von  den   Variablen   (J  abhängende  Function  angesehen  iverden,  und 

soll  demgemäss  mit 
(2.)  &iU„  U„  ...U,) 

bezeichnet  iverden. 

AVir  wollen  nun  —  ülmlicli  wie  früher  bei  der  vou  einem  einsigen 
Argumente  abliiingenden  Tlietaf'unction  —  gegenwärtig  die  Eigen- 
schaften dieser  von  mehreren  Argumenten  abhängenden  Function  in 
Untersuchung  ziehen;  der  grösseren  Bequemlichkeit  halber  wollen 
wir  uns  dabei  aber  vorläufig  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die 
Anzahl  jener  Argumente  3  ist,  also  auf  den  Fall,   dass  p  ==  3  ist. 

Wir  haben  es  alsdann  mit  folgender  Function  zu  tliun: 

(3.)  ^{U„  U,,  f73)  =  v/+2(C^VH.  +  t^.«.  +  t^3«3)^ 

wo  unter  /'  oder  /"(w^,  n^,  n^)  der.  Ausdruck 
(-A-)  /■  =  f(:»h  >  ^h ,  '>h)  =  ^Ai  ^h^  +  2 ?>i2 '*i  n,  +  2 &i3«i  Wg 

zu   verstehen  ist.     Da   sich   in   der   Formel  (3.)   die  Summation  für 


*)  Der  reelle  Theil  des  Ausdrucks 

61 1«!  2  _^  2&i2«i«2  +  .  .  .  +  hp^,n^;' 

ist,  falls  man  die  reellen  Theile  der  Constanten  ön,  öj^  ...  b      der  Keihe 
nach  mit  q^^  ,  q^.^,  ...  o      bezeichnet,  folgender: 

Qii<'  +  2pi2«iW.,  +  .  .  .  +  Qj,j,n/- 
Soll   nun    dieses    Aggregat  für   jedes    beliebige   Werthsystem  der   Zahlen  «j , 
n.,,  .  .  .  n     negativ  sein,  so  müssen  die  Grössen  Qu,  Q12,  •  •  •  9««»  '"'ie  l^i^r  bei- 
läufig bemerkt  werden  mag,  der  Art  beschaffen  sein,   dass   die  Wurzeln  |   der 
Gleichung  j;teu  Grades 


Qii—^   Qu 


'ip 


9n  922— 5   ■  •  •  ^2/. 


Vpl 


=  0 


sämmtlich  negativ  sind. 


i}14  Zwölftes  Ciipitol. 

jede  der  g-auzeu  Zahlen  y/,,  n.,,  n,^  von  —  oo  bis  -[-  '^'C)  liinerstreekt, 
so  werden  wir,  ohne  dadurch  in  jener  Formel  irgend  welche  Ver- 
änderung hervorzubringen,  die  Zahlen  >/,,  w^,  n^  mit  — «j,  — %, 
—  u.^  vertauselien,  die  von  den  Argumenten  V^,  U.^,  U-_i  abhängende 
Function  0-  also  auch  so  darstellen  können: 

(5.)  &iL\,  U,,  U,)  =  ^  /-2(^V".  +  r,«,  +  r,,o^ 

wo  das  im  Exponenten  enthaltene  /"  mit  dem  in  der  Formel  (3.)  vor- 
handenen /'  völlig  identisch  ist.  Andererseits  ergiebt  sich,  wenn 
wir  die  Function  ^  nicht  für  die  bisher  betrachteten  Argumente 
L\,  l]>,  U.^,  sondern  für  die  Argumente  —  ?/,,  —  U.,,  —  U.^  haben 
wollen,  zufolge  (3.)  die  Formel: 

Und  nunmehr  erkennen  ivir  durch  Vergleichnmj  von  (5.)  und  (6.)  so- 
fort, dass 
(7.)  ^{-l\,  -  U,,  -  U,)  =  ^iU„  U„  U,) 

ist,  dass  also  der  JVerth  unserer  Function  ungeändert  bleibt,  woin  man 
gleichzeitig  sämmtliche  Argumente  in  ihr  Gegentheil  umschlagen  lässt. 
Dies  ivürde  als  erste  Eigenschaft  unserer  Function  hervormJtebeii  sein. 

27t  i 
Ferner  ist,   weil  e        =  1    ist.   zu   bemerken,    dass   die  Expo- 

nentialgrösse 

ungeändert  bleibt,  sobald  man  die  Variablen  Ui,  IL^^  U.^  um  irgend 
welche  Vielfachen  von  7t i  vermehrt;  und  dass  demnach  Gleiches  auch 
von  der  Function 

gelten  muss.     Somit  ergiebt  sich  —    zvas  als  ziveite  Eigenschaft 
unserer  Function  anzuführen  sein  uAirde  — ,  dass,  falls  A,  B,  P  irgend 
welclie  ganze  Zahlen  vorstellen,  jederzeit 
(8.)  ^(^1  +  A:r^•,   U,  +  Eni,  U,  +  V iti)  =^  d-(U„  U„  U,) 

t<cin  tvird.  Die  Function  d-{Ui,  U.2,  U-^)  ist  also  für  jedes  der  Argu- 
mente Ui,  U.2,  U^  eine  ])eriodischc,  und  der  Index  für  jede  dieser  drei 
Perioden  gleich  ni. 

Da  sich  die  Summation  in  der  Formel 
/g  N  ^  /  jj     u^^    U)  =    ^  /^"' '  **' '  **3)  +  2 ( LT, n,  -f  U., n., -f  U^ n^) 

was  die  Zahl  n^  anbelangt,  von  n^  =  —  c»  bis  Wj  =  -f-  oo  hiner- 
streckt, so  wird  mau,  ohne  dadurch  in  dieser  Formel  irgend  welche 
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Veränderung  hervorzurufen,  «j   mit  «j  +1,  oder  mit  n^  -{-  2,  oder 
iii  -{-  o  u.  s.  w.  vertauschen   können.     Setzt  mau  n^  -\-  1   an  Stelle 
von  «j,  so  gewinnt  jene  Formel  dadurch  folgendes  Aussehen: 
(10.)      ^(^u     u^     u\^  ^  /  («1  + 1 ,  "2 .  »'3)  +  2  t'i  +  2  ( l\  n,  +  IL,  n,  +  U,  n,)  ^ 

Das  erste  im  Exponenten  von  e  auftretende  Glied 

/K  +  1,  n,,  n.,) 
hat,  wie  sich  aus  (4.)  ergiebt,  folgende  Bedeutung; 

fl'h  +  I7  «2^  «3)  =  fOh,  ^'y  ^h)  +  ^(Pn^h  +  ^12^2  +  &i3%)  +  ^1- 

Substituirt  man  diesen  Werth  in  die  Formel  (10.),  so  ergiebt 
sich,  falls  man  die  von  den  Zahlen  Wj,  n.,,  «3  unabhängigen  Fac- 
toren  vor  das  Summenzeichen  treten  lässt: 

(n.)^iU„u„u,)  = 

Diese  Formel  repräsentirt,  ebenso  wie  die  ursprüngliche  B^ormel  (9.), 
denjenigen  Werth,  welchen  die  Function  d-  für  die  Argumente  T,, 
U.^,  U.^  annimmt;  sie  ist  demnach  nur  als  eine  gewisse  Umgestal- 
tung jener  ursprünglichen  Formel  anzusehen. 

Wir  wollen  nun  andererseits  denjenigen  Werth  aufstellen,  wel- 
chen die  Function  %■  für  gewisse  andere  Argumente,  nämlich  für  die 
Argumente  U^  -\-  S^j,  JJg  -f-  &21?  ^z  ~\~  ^31  aimimmt.  Dieser  Werth 
wird  7Aifolge  (9.)  dargestellt  durch  die  Formel: 

(12.)  ^{l\  +  \„   U,  +  l,„  ü,  +  h,,)  = 

Und  nunmehr  ergiebt  sich  durch  Vergleichung  von  (11.)  und  (12.) 
augenblicklich  die  erste  Formel  des  nachfolgenden  Systems: 

(13.y       ^(U,-\-h,,,  U,-j-h,,  U,-\-h,,)  =  e^^-^-'-^^^'^\^iU„U„U,), 
.»iU,  +  Ws,  l',  +  K,  U,^h,)  =  e^^^'^^^'^\^{U„U,,U,). 
Die  beiden  andern  Formeln  dieses  Systems  werden  sich  offenbar  in 
ganz  analoger  Weise  ableiten  lassen. 

Es  ist  übrigens  nicht  schwierig,  eine  viel  allgemeinere  Formel 
zu  finden,  nämlich  eine  Formel,  welche  die  des  soeben  aufgestell- 
ten Systems  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  fasst.  Wir  gehen  zu 
diesem   Zweck   wieder   von  Formel   (9.)   aus,  und    setzen  in    dieser 
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»,  -(-  «,  >/._,  -|-  ß,  ?<.,  4"  }'  i^iii  Stelle  von  n^,  n.,,  «.,,  wo  «,  /3,  y  ganz 
beliebig  gewühlte,  positive  oder  negative  yatt^c  Zahlen  vorstellen 
sollen.     Dadurch  ergiebt  sieh 

(14.)        _v /("!  +  «.  ".  +  ^."3+y)  +  '-2[^A («.  +  «)+ t'.(«.  +  ß)+r,(«,+y)j_ 
Zur  Abkürzung  mag  nun  gesetzt  werden: 

\fXcc,   ß,  y)  =  <p, 
und  ferner 

6,1«  +  6,2 /3  +  ?>,.jy  =  9),, 

(l^O  6,1  «  +  h,,  ß  +  6,3  y  =  <p.„ 

K<^  +  hiß  +  ^33  7  =  9>3- 

Multiplicirt  nuin  diese  drei  letzten  Gleichungen  der  iieihe  nach  mit 
cc,  ß,  y,  so  ergiebt  sich,  wie  sogleich  bemerkt  werden  mag: 
6,,  a-  +  26„  «/3  +  .  .  .  +  633  y2  =  fp^  a  -\-  cp,  ß  -}-  cp-^y, 
d.  i.  mit  Rücksicht  auf  die  in  (15.)  eingeführte  Bezeichnung: 

Nunmehr  lässt  sich  der  in  unserer  Formel  (14.)  enthaltene  Ex- 
ponent von  e  auch  so  darstellen: 
/■  +  (jp  +  2  (qp,  H,  +  q),n,  +  9)3 W3)  + 

-\-2iU,n,  +  U,n,  +  U,n,)  -{-2(U,a  +  U,ß  +  ^3^). 
Substituirt  man  diesen  Werth  in  (14.),  und  lässt  man  zugleich  die 
von  den  Zahlen  ii^,  11.2,  n^  unabhängigen  Factoren  vor  dag  Summen- 
zeichen treten,  so  erhält  man: 
(18.)  ^{U„L\,U,)  = 

Nun  ist  nach  (9.)  und  mit  Rücksicht  auf  die  in  (15.)  eingeführte 
Abkürzung 

^(r„  ü,,  J73)=    5'/+'(^^*'^  +  ^'^"^+^3n3)^ 

Wollen  wir  daher  den  Werth  unserer  Function  -9-  nicht  für  die 
bisher  betrachteten  Argumente  f/,,  U^,  U-^,  sondern  für  die  Argu- 
mente J\  -f"  90, ,  h^.,  -f-  g),;  ^'3  +  %  haben,  so  erhalten  wir  folgende 
Formel: 

(19.)  »{l\  +  9),,  L\,  4-  <p,,  U,+  cp,)  = 

=2  g/"+  2  [( U,  -f  qp, )  n,  -f  ( £/-,  4-  <p,)  n,  +([/,+  g,3)  «J  ^ 
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Und  nunmehr  ergiebt  sich  durch  Division   von  (18.)   und  (U).): 

äne  Formel,  in  ivelcher  U^,  U.2,  U^  völlig  beliebige  Argumente  vor- 
stelle)!, in  tvelehei-  ferner  a,  ß,  y  irge^id  welche  ganze  ZaJden  sind,  und 
in  weleher  endlich  cp^,  (p^,  <p^,  (p  die  ans  diesen  Zahlen  und  aus  den 
gegebenen  Constanten  b  zusammengesetzten  Ausdrücke  (16.)  und  (17.) 
darstellen. 

Man  erkennt  sofort,  dass  diese  Formel  die  früher  in  (13.)  auf- 
gestellten Gleichungen  als  ganz  specielle  Fälle  in  sich  enthält,  dass 
nämlich  jene  drei  Gleichungen  aus  dieser  Formel  (20.)  sich  ergeben, 
sobald  man  in  derselben  für  die  Zahlen  a,  ß,  y  der  Reihe  nach 
zuerst  das  Werthsystem  1,  0,  0,  dann  das  Werthsystem  0,,  1,  0, 
endlich  das  Werthsystem  0,  0,  1  nimmt. 

Es  handelt  sich  nun  darum,  dieser  allgemeinen  Formel  (20.) 
ein  etwas  einfacheres  Aussehen  zu  geben,  als  es  bisher  der  Fall  ist. 
Zu  diesem  Zwecke  bezeichnen  wir  die  neuen  Argumente  U^  -\-  cp^, 
U.>  -\-  rp.j.,   U^  -f-  qog  mit    W^,  W^,  W^,  setzen  also  [vgl.  (16.)]: 

W,  =  U,  +  q>,=  L\  +  6n«  +  Kß  4-  h,Y, 
(21.)  •  W,  =  Ü,  +  9^,  =  U,-\-  b,,  a  +  b,,  ß  +  &,,  r, 

^z  =  Us  +  %  =  Us  +  ^31 «  +  h2ß  +  K  y- 

Multiplicirt  man  diese  Gleichungen  mit  a,  ß,  y,  und  addirt,  so 
ergiebt  sich: 

1I>  +  W,ß  +  W,y  =  (U,a  +  U,ß  +  ü,y)  +  (<p,a -\-  q>,ß  +  cp,y), 
also  mit  Rücksicht  auf  (17.): 

W,a  +  W,ß  +  W,y  =  {U,a  +  U,ß  +  U,y)  +  <p, 
d.  i. 
(22.)  -  9)  -  {l\cc  +  ü,ß  +  U,y)  -  {W,a  +  W,ß  +  W,y\ 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  (21.)  eingeführten  Bezeichnungen  und  mit 
Rücksicht  auf  den  soeben  in  (22.)  für  —  ^  gefundenen  Werth  ver- 
wandelt sich  nunmehr  unsere  allgemeine  Formel  (20.)   in   folgende: 
/oox  ^(^x.'^^2,  TTs)  __    -[(TF,  +  ?:r,)a  +  (TP;  +  Lgp  +  (Tr3  +  Ü3)y] 

(2'^-)  «■(0,,c^„  cr3)   —  ^ 

Sind  also  —  so  liönnen  wir  uns  gegemvärtig  ausdrücken  —  die 
Argumente  }\\,  W.,,  W.^  mit  den  Argumenten  U^,  U^,  IL  durch  Glei- 
chungen von  folgender  Form  verbunden 
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I   '»',  =  ^\  +^,«  +  ^2/^  +  ^3r, 

ICO  a,  ß,  y  hei  ich  ige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  vorstellen, 
so  wird  zwischen  ^■{Wi,  IF^,  W.^  und  zwisclien  ^{U^,  U.^,  U^)  jeder- 
zeit die  in  (23.)  angegehene  Belation  stattfinden.  Wir  hezeichncii  die 
in  diesem  Satze  enthaltene  EigcnthiimUchkeit  der  Function  ^  als  die 
dritte  Eigenschaft  dieser  Function. 

Eine  ülinliche  Relation  lässt  sich  übrigens  auch  dann  leicht  auf- 
stellen,  wenn  wir  an  Stelle  der  Argumente  W^,  }].>,  TT^  gewisse 
andere  Argumente  F^,  Fg,  V^  nehmen,  welche  mit  den  ursprüng- 
lichen Argumenten  U^,  U^,  U.^  nicht  durch  die  Gleichungen  (24.), 
sondern  durch  die  Gleichungen: 

F,  =  r,  +  A  .  Tti  +  h,,a  +  h,,ß  +  h,,r, 
(25.)  .  Y,  =  U,  -\-B.7ti-\-  h,,a  +  h,,ß  +  h,,y, 

^3  =  ^j  +  r  .  :ri  +  &3ia  +  h^-.ß  +  h,^y 

verbunden  sind,  wo  A,  B,  f,  ebenso  wie  a,  ß,  y  beliebige  positive 
oder  negative  ganze  Zahlen  vorstellen  sollen.  In  diesem  Falle  wer- 
den Fl  —  Ani,  F2  —  B7ti,  Fg  —  Vtii  zu  l\,  ZJg,  U^  in  genau  der- 
selben Beziehung  stehen,  in  welcher  zuvor  IFj,  W.>,  W..  zu  l\, 
U2,  U^  standen.     Demnach  wird  zufolge  (23.): 


(20.) 


»{V,  —  hni,  .  .  .)  _     —[{V,-\-U^  —  A7ii)a  +  ...\ 

~9{ü;;7'.:)     —  ^ 

sein.     Zufolge  (8.)  ist  aber,  weil  A,  B,  f  ganze  Zahlen  sind, 
^(Fi  -  Ajt^   F,  —  Bni,  V.  -  fni)  =  »{V„  V,,  F3); 

ferner  sind,  weil  a,  ß,  y  ebenfalls  ganze  Zahlen  vorstellen,  die  Ex- 
ponentialgrössen 

AccTti         Bßni         V y  ni 

e  ,    e  ^      ,    e 

jederzeit  ^  +  1,  folglich: 

fKaiti  — Accjti         BßTti  — BBtti         V  y  tiI  — T  y  ni 

e  =  e  ,    ^  =^  jC  =  e 

Demnach  können  wir  die  Formel  (20.)  auch  so  schreiben; 

(Ol  i   ^JZnlnl^l—     -[(F.-ff^.-f  A7r0a-f(F,+  f7,-fB7r0(3  +  C^^,+  f^3+r7r)/yJ. 

Somit  ergiebt  sich  also  folgender  Satz: 

Sind  die  Argumente  Fj,  V.,,  F.  mit  den  Argumenten  T/, ,  U.,,  U^ 
durch  Gleichungen  von  folgender  Form  verbunden: 
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V,  =  l\  +  (A;r/  +  ah,,  +  ßb,,  +  yh,,), 
V,=  U,-{-  (Bjti  +  ah,,  -\-ßh,,  +  yh,,), 
V,=  U,  +  (r^r/  +  ah,,  +  /3^,,  +  7^, 

ivo  A,  B,  r,  a,ß,y  heliehige  ganze  Zahlen  vorstellen,  so  wird  zwiscJien 
den  Werthen  von  ^{V,,  V,,  Fg)  und  ^{U,,  U„  U^)  jederzeit  die  in 
(27.)  angegebene  Belation  stattfinden. 

Offenbar  können  wir  sämmtliche  Ergebnisse,  zu  welchen  wir 
hier  gelangt  sind,  sofort  auf  den  Fall  übertragen,  dass  die  betrach- 
tete ^-Function  nicht  von  drei,  sondern  von  beliebig  vielen  Argumen- 
ten abhängig  ist.     Wir  kommen  alsdann  zu  folgendem 

Theorem.  —  Die  durch  die  Formel 

definirte  Function  ^{L\,  U.^, .  .  Up)  bleibt  in  ihrem  Werthe  ungeändert, 
sobald  man  sämmtliche  Argumente    U,,   U.^,  ...  Up   in   ihr  Gegentheil 
umschlagen  lässt;  es  ist  nämlich  jederzeit 
(A.)  ^(-  U„  -U,,  ...-  üp)  ^^{U„  U,,  . . .  Up). 

Betrachtet  man  ferner  zwei  Systeme  von  Argumenten  U,,  Uo,  ...  Up, 
und  V,,  V2,  ...  Vp,  welche  mit  einander  verbunden  sind  durch  Glei- 
cJiungen  von  folgender  Fmin: 

V,  =  U,  +  {m,7ii  -f  n,h„  +  n,h,,  +  .  .  .  -f  npbj,i), 

Vi  =  ^\  +  {m.2Tti  -f  n,b,.^  +  n^)^^  +  .  .  .  +  npbp^^. 


(B.) 


Vp  =  Üp+  {mpTii  -\-  nihip  +  nob-ip  +  .  .  .  +  npbpp)^ 

UV  die  m,  n  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  vorstellen;  so 
lüird  zwischen  den   Werthen,  ivelclie  die  Function  -9-  für  das  eine  und 
für  das  andere  System  annimmt,  jederzeit  folgende  Relation  stattfinden: 
, , .  -»(^1,  V2,---Vp)  _    -2;n^(F,+  U^-\-vi^.ni) 

Bahei  ist  die  Summation  im  Exponenten  hinerstreckt  zu  denlen  über 
'^  =  l,2,...p. 

Wir  wollen  der  Vollständigkeit  willen  schliesslich  noch  die- 
jenigen Werthe  der  Argumente  U^,  U^,  ...  Up  zu  ermitteln  suchen, 
für  welche  die  Function  -9-  Null  wird.     Zufolge  der  Definition  ist 

(I.)  *(P„P^,...D,)  =  ^ />■•'•.• -V, 

wo  F(n,,  n.2,  ..  .  «;,)  zur  Abkürzung  steht  für  folgenden  Ausdruck: 
(2.)  F  (w,  ,n,,...  np)  =  U2Jb,,.  n,  W;.  +  2  Z"  U,  n, , 
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in  welchem  die  Summutioneii  über  x  =  \,'2,  .  .  .p  und  über  A  =  1, 
2,  .  .  .  j)  hinerstreckt  zu  denken  sind. 

Die  in  (1.)  angegebene  Formel  erleidet,  wie  bereits  melirfach 
bemerkt,  keinerlei  Aenderung,  falls  man  die  darin  enthaltenen  Zah- 
len Wj,  IL,,  .  .  .  iij,  mit  —  (wi  +  v^),  —  (»«2  +  V.,),  ...  —  (r?^  +  Vj,) 
vertauscht,  vorausgesetzt,  dass  man  unter  v,,  v^j  •  •  •  '^p  h'gend  welche 
beliebig  gewählte  ganze  Zahlen  versteht.  Demnach  können  wir  au 
Stelle  von  (1.)  auch  schreiben: 

(3.)  ^{U„  U„...  U,)  =.-  ^.^(— >-"•'  -*^^— -  —"P-V, 

oder,  wie  sich  durch  Addition  von  (1.)  und  (3.)  ergiebt,  auch  schreiben 

(4.)#(C/„C7„...C7,)  = 

Ein  Aggregat  von  der  Form  e  -{-  c  verschwindet,  sobald  die  Ex- 
ponenten A  und  B  um  ein  ungerades  Vielfaches  von  ni  verschie- 
den sind.  Demnach  wird  die  Function  ^{Ui,  LL^,  . .  .  Up)  verschwin- 
den, sobald  die  Differenz 

(5.)      A  =  i^(— «1  —Vy,  —  n.>  —  v.,,  ...  —np—  Vp)  —  i^(wi,  n.>,  . . .  nj) 

für  sätnmtliche  Werthsysteme  der  Zahlen  n  immer  gleich  einem  un- 
geraden  Vielfachen  von  ni  ist.     Nun  ist  mit  Rücksicht  auf  (2.) 

F{n^,..  )  =  E2:hy.inynx  +  2EUyMy, 
F(—  n^  —  Vi, ...)  =  EEhy./.nyn-,.  -\-  2Z{nyZhyjV))  -f-  ZZhyjVyV). 
—  2EVy.ny  —  2EUy.v,; 
somit  ergiebt  sich  für  jene  Ditferenz  A  folgender  Werth: 
(6.)  A  =  2i:ny{—  2  Uy  +  Ehy^v^)  +  UEbyxVyVz  —  22JryVy. 

Wir  machen  nun,  was  die  hier  gesuchten  Werthe  der  Argumente 
U  anbelangt,  folgenden  Ansatz: 

(7.)  2Uy.    =    fly.  TCi    -f-    Ev;.hyX, 

d.      i. 

(7a.)  2  Uy  =  ^y  .  7ti  -{-  vihiy  +  v.>hy.  +  •  .  •  +  «'/^v? 

wo  ^i.  n-,,  . .  .  Hj,  beliebige  ganze  Zahlen  vorstellen  sollen.  Alsdann 
verwandelt  sich  der  für  A  gefundene  Werth  in: 

(8.)  A    =    22j7ly    .    ^y/Jli    -j-     Zmby^VyV/.     2J(^yJti    -f-     Evjty))    Vy, 

d.  i.  in 

(9.)  A    ==     —     2ni    Elly^y    7ti    E^LyVy, 

oder  in: 
(10.)  A=  —  7ii  {2Zny^y  -f  EyiyVy). 
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Hieraus  aber  ergiebt  sich,  dass  die  DiÖerenz  A  —  mögen  nun 
die  Zahlen  n  beschaffen  sein,  wie  sie  wollen  —  jederzeit  ein  unge- 
rades Vielfaches  von  Tci  sein  wird,  sobald  nur 

eine  ungerade  Zahl  ist.  Unsere  Function  ^  {Ui,  U.^,  ...  U,)  wird 
daher,  falls  man  für  die  Argumente  U  die  in  (7.)  angegebenen 
Werthe  nimmt,  jederzeit  verschwinden,  sobald  die  in  jenen  Wertlien 
enthaltenen  Zahlen  ji,  v  der  Bedingung 

UfiyVy,  =  ungerade 
Genüge  leisten.     Wir  gelangen  demnach  zu  folgendem 

Theorem.  —  Versteht  man  unter  ^^,  fi^,  . .  .  ^p  und  v^^  v.^,  .  .  .  Vp 
irgend  ivelche  positive  oder  negative  ganze  Zahlen.,  welche  der  Bedingung 

(^•)  !"■!  ^1  +  f*2 '^2  +  •  •  •  ~l"  l'^p'^p  =  ungerade 

Genüge  leisten,  so  wird  durch  die  Formeln 

^'i  =  K^i  •  ^*'  +  «'i^i  +  ^Ai  +  •  •  •  +  ^iM , 

(E.)  ^^2  =  i(/^2  •  ^«'  +   ^1^2   +   Vjj..   +   .  .  .   +   Vphpi)  , 

^'p  =  i(i^;>  .7ii  -\-  vihip  +  v-ihop  +  .  .  .  4-  Vphpp) , 
jederzeit  ein    Werthsystem  der  Argumente    U^,   U.,,  .  .  .  Up  dargestellt 
sein,  für  welcliesdie  Function  ^{U^,  U.^,  ...  Up)  verschwindet. 
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Dreizehntes  Cax^itel. 

Anwoiidiuig  der  Tlietafimctioiien  auf  die  Theorie 
der  Abersclieii  Integrale. 

§  1. 
Ueber  eine  von  den  Normal-Integralen  erster  Gattung  abhängende 

Thetafunction, 

Nimmt  man    für   die   im    vorhergehenden   Capitel   eingeführten 

Constanteu  öj^,  hy.^,  ...  bj,p  diejenigen  constanten  Differenzen  hgy,  mit 

denen  die  Normal-Integrale  erster  Gattung  w„  [z)  in  den  Curven  hy 

{x  =  1,2,  ...  p)  behaftet  sind,  so  ist  der  reelle  Theil  des  Ausdrucks 

(1.)  hi^iii^  +  ^h^^ji^n.,  .  .  .  -f  hppnp- 

stets  negativ  [Satz  (II.)  pg.  247].     Demgemäss   wird  die  mit  diesen 
Constanten  hax  behaftete  Thetareihe: 
(2.)  ^{l\,L\,...Up)  = 

=^e^^'  1  ^'i  '  +  26, , «,  n,...  +  bp^  n/)  +  2{U,n,-{-  U,  n, . . .  +  [f^n^ 

conrergent  sein,  so  lange  die  Argumente  ü^,  U.^,  .  .  .  Uj,  endlich  blei- 
ben [Satz  pg.  312]. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  folgende   von  s  abhängende 
Function 
(3.)  F{z)  =  d-  (w,r^)  -  G„  w.,{z)  -G„...  wpiz)  -  Gp) 

einer  nähern  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Dabei  soll  die  rechte  Seite 
in  (3.)  denjenigen  Ausdruck  repräsentiren,  in  welchen  ^(Ui,  U2,.-.Up) 
sich  verwandelt,  sobald  man  daselbst  ü^,  lo,  .  .  .  Up  respective  mit 
Wi(^r)  —  Gl,  W2(^)  —  G.2,  ...  Wjj(2)  —  Gj,  vertauscht;  und  zwar  sollen 
Gl,  G^,  . . .  Gp  beliebig  gegebene  Constanten  sein. 

Lässt  man  den  Punkt  z  innerlialb  der  Fläche  ^ao  [also  ohne 
die  Curven  a.y,  by  zu  überschreiten]  in  beliebiger  Weise  sich  fort- 
bewegen, so  werden  hierbei  die  Functionen  w, (^),  W2(^r),  ...  yfp{z) 
in  stetiger  Weise  sich  ändern,  mithin  z.  B.  auch  fortdauernd  endlich 
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(4.) 


bleiben.  In  jedem  Augenblick  der  in  Rede  stehenden  Bewegung  be- 
sitzt daher  die  in  (3.)  angegebene  Thetareihe  einen  eonvergenten, 
d.  i.  einen  bestimmten  endlichen  Werth.  Und  dieser  Werth  wird 
sich,  während  jener  Bewegung,  Schritt  für  Schritt  in  stetiger  Weise 
"ändern.     Die  mit  den  Constanten  G^,  G^,  .  . .  Gp  behaftete  Function 

F{z)  =  ^(w,(^)  -  G„  w,{z)  —  Go,...  w,(^)  -  Gp) 
ist  also  innerhalb  der  Fläche  '^ab  allenthalben  eindeutig  und  stetig. 
Um  die  Werthe  dieser  Function  am  Hände  von   Süai.  zu  unter- 
suchen, betrachten   wir  zuvörderst    irgend   eine  der   Curven  a^,  a.2, 


ttp,  etwa  die  Curve  öx.     Es  mögen 


(5.) 


i^(A)  =  &  (w,(A)  -  G„  w,(A)  -G„  ...  w^(A)  -  Gp), 
und      F(q)  =  d-  (wiio)  —  Gl,  W2{q)  —  G.,,  .  .  .  w^/pj  —  Gp) 

diejenigen  Werthe  vorstellen,  welche  F(z)  in  zwei  auf  dem  linken 
und  rechten  Ufer  von  o^,  einander  gegenüberliegenden  Punkten  A 
und  Q  besitzt.     Alsdann  ist  bekanntlich  [vgl.  (19.)  pg.  246]: 

■  [wi(A)  —  Gl]  =  [wi(())  —  Gl]  +  iHiTti, 

[waW  —  G->]  =  [^Jq)  —  G2]  +  WoTci, 


längs  tty.:  ■ 


(6.) 


[wp(l)  —  Gp]  =  [wp(())  —  Gp]  +  nipTci, 

wo  Wj,  ^2)  •  •  •  *%  ganze  Zahlen  vorstellen,  die  bis  auf  nix,  sämmt- 
lich  =  0  sind,  während  niy,  =  1  ist.  Zufolge  des  Theorems  pg,  319 
ist  daher  der  Quotient  der  beiden  Ausdrücke  (5.)  gleich  Eins.    Also 

längs  a^:  ^  =  1- 

Bezeichnet  man  ferner  irgend  eine  der  Curven  hi,  h.,,  ...  bp  mit 
by,  und  denkt  man  sich  die  beiden  Ausdrücke  (5.)  auf  diese  Curve 
by  bezogen,  so  ist  [vgl.  (19.)  pg.  246J: 

r[w,(A)-öj  =  [w,(^)-(^j  +  &,., 

[w,(A)  -  G,]  =  [w^(q)  -  G.^  +  h., 


längs  byi 


0) 


^  [wp(X)  —  Gp]  =  [wp(())  —  Gp]  +  bpy. 

Zufolge   des  Theorems  pg.  319   hat   daher   der  Quotient  der  beiden 
Ausdrücke  (5.)  den  Werth: 

längs  K:  f2)  =  ,-([«'.W-''J  +  KW-CJ)_ 

Demgemäss    kann    der    Satz    (4.)    folgendermassen    vervollständigt 
werden: 

21* 
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Satz.   —   Die  mit  den  tviWcürlichen   Constanten  G^,  G.,,  ...Gp 
behaftete  Function 
(8.)  F{z)  =  '^(w,(£')  -  G„  \N.,{z)  —  G,,  .  .  .  Wp(^)  —  Gp) 

ist  auf  der  Fläche  !;)i,  abgesehen  von  den  Curven  a^,  by,  eindeutig 
und  stetig,  i)i  jenen  Curven  aber  mit  folgenden  Quotienten  behaftet: 

längs  «^r  ^  =  1, 

^^'  längs  b.:  ^^  =  e'^'^-^^^'^-^-^^'l 

Dieser  letzte  Quotient  ist,  wie  man  sieht,  längs  by.  inconstant. 

Zusatz.  —  Denigemäss  kann  also  F{z)  bezeichnet  werden  als  eine 
auf  9ia6  reguläre  Function,  welche  daselbst  keine  Pole  —  wohl 
(10.)  aber  NullpunJde  hat.  Denkt  man  sich  die  letztern  in  lauter  elemen- 
tare Niilljrunkte  aufgelöst,  so  wird  die  Anzahl  diese)'  elementaren  Nidl- 
punkte  [wie  sogleich  bewiesen  werden  soll]  stets  =  p  sein. 

Beweis  des  Zusatzes.  —  Naeli  (a.)  pg.  248  ist 

f     rfWff(A)  =    f     dWo(Q)  =  bay, 

(A.) 

f     dWa(l)  =    f     d\Va(Q)  =   —  ttay.  , 

also  insbesondere  für  6  =  x: 
(B.)  f   dWy(X)  =  f   dwy{Q)  =  —  ayy,     d.  i.  =  —  jci. 

Dies  vorausgeschickt,  bezeichnen  wir  jetzt  die  ihrer  Anzahl  und 
Lage  nach  noch  völlig  unbekannten  Nullpunkte  der  Function  F{z) 
mit  Cj,  Co,  .  .  .  Cti,  und  die  zugehörigen  Ordnungszahlen  der  Function 
selber  mit  ^^,  fto,  ...  [id-    Dann  ist  nach  bekanntem  Satz  [pg.  105]: 

/^i  +  ^2  +  •  •  •  ^.i  =  2^-   L     ^  log  F(z), 

oder,  weil  bei  einer  jjositiven  Umlaufung  von  9l„i  sämmtliche  Ufer- 
linien der  Ströme  ay,  by.,  und  zwar  die  linken  Ufer  stromabwärts, 
die  rechten  stroraaufwärts  zu  durchwandern  sind: 

f.,  +  .«,...+ ,.  -=  ^- J  {/  ''  i«g  m  +f,^ '' '"« ^}  • 

oder,  mit  Rücksicht  auf  (9.): 

^,  +  ^,  .  .  .  +  ^,  =  :^  ^"JO  -  /   d[v,rjl)  +  w.(())]|  , 


Thetafunctionen,  deieu  Argumente  ÄheVäche  Integrale  sind.  325 

also  nach  (B.): 

^1  +  ^,,  .  . .  +  /xd  =  2^  (2^11  +  2«2,  +  .  .  .  +  2(tj,j,) , 

also,  weil  a^^  ==  a.,.^  =^  ,  .  .  =  üpp  =  ni  ist: 
(11.)  ^i -\- ^.i' ■  ■  +  ^d  =p.  Q.e.d. 

§  2. 

Fortsetzung.     Die  Nullpunkte  der  betrachteten  Thetafunction. 

Es  soll  jetzt  namentlic;li  die  Lage  dieser  unbekannten  Nullpunkte 
c^,c.2,  . .  .  Cd  näher  zu  bestimmen  versucht  werden.  Bezeichnet  mau 
die  Bereiche  von  c^,  c^,  .  .  .  Q  respective  mit  U^,  Ug,  .  .  .  U,),  und  das 
nach  Absonderung  dieser  Bereiche  noch  übrig  bleibende  Stück  der 
Fläche  9ia6  mit  ©: 

@  =  gt„,  _(U, +  u,  ...  +  Ud), 

so  sind  nicht  nur  w^,  W2,  .  .  .  w^  und  F,  sondern  auch  ^^  auf  S  ein- 
deutig und  stetig.    Somit  folgt  [Satz  (4.)  pg.  196]: 

(12.)  f   ^1^  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

/^w,rnogi^=0, 

oder,  weil  der  Rand  von  ©  theils  aus   dem  Rande   von  'Siab,   theils 
aus  den  Rändern  von  Uj,  U2,  .  .  .  Uö  besteht: 

(13.)    /     WafZ  log  i^—^j     Wod\ogF=0,     wo     ö=l,2,...p. 

In  genau  derselben  Weise  wie  bei  früherer  Gelegenheit  [vgl. 
(a.),  (/3,)  pg.  286]  findet  man  aber: 

J    Wad  log  F=27ci  .  ^yWo{c,c)-^ 

SO  dass  also  die  Formel  (13.)  folgende  Gestalt  erhält: 
(14.)         fti  w„  (cj  +  ii.,  Wo  (cg)  . .  .  +  ft(j  w^  (q)  =  ^-^    r      wa  d  log  F, 

wo  ^  =  1,  2,  3,  ...  2?. 

Ueberdies  ist  zufolge  (11.): 
(14a.)  fti  +  ^2  4-  .  .  .  +  ^d  =  i?; 

so  dass  also   durch  die  Nullpunkte  c^,   c.^,  ...  cj   im   Ganzen  ^9  e\e- 
mentare  Nullpunkte  dargestellt  sind.     Bezeichnet    man   aber  diese  p 
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elementaren  Nullpunkte   (ihrer   Lage   nach)   uiit   >;,,   ri,, 
gewinnt  die  Formel  (14.)  folgende  Gestalt: 


Yl,„     SO 


;i5.)       w„(»?,)  +  w„(;/y,,) +  w„  [ri,)  =  ^^  J  ^     (w^  (/  log  F)  =  J„, 

wo  Ja  als  Abbreviatur  dienen  soll  für  das  rechts  stehende  Integral. 

Um    den    Werth    dieses    Integrales    J„    zu    entwickeln,    mögen 

einige  Hülfsformeln  vorangeschickt  werden.  Bekanntlich  ist  [vgl.  (9.)]: 


(«•) 


(ß.) 


längs  Gy-.     Wö(A)  —  w„(())  =  a„y., 


F{1) 


=  1, 


längs  &x:     Wa(A)  —  Wa(9)  =  ö^z,     Jv^  =  ^ 
Hieraus  folgt: 

längs  Oy-.     d  log  F{q)  =  d  log  F{1), 

längs  &. :     d  log  F(())  =  f?  log  F{X)  +  2(/ w. , 

wo  dwy.  für  dwy(X),  oder,  was  dasselbe  ist,  für  d\Vy{Q)  steht*). 
Bezeichnet  mau  ferner  die  vier  Eckpunkte  an  der  Kuotenstelle 
(üy,  hy)  mit  ay,  ßy,  fy,  Sy,  SO  crgiebt  sich  sofort: 

X,    rZlogF(A)  =  log5)^,  l 


/,    .ZlogF('l)  =  log 


Die  Werthe  der  Logarithmen  rechter  Hand y 

sind  näher  angebbar  mittelst  der  Formeln 
(a.).     Man  erhält  in  solcher  Weise: 

/         (/   log   F(X)    =    3Iy    2ni+    2Gy     -     Wyißy) 


jm—>  Cly 


y{cCy), 


(y.) 


{d.) 


J    d\ogF(X)  =  Ny2ni, 
■/. 

wo  My,  Ny  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.     Endlich  ist  nach 

(B.)  pg.  324: 

J  j         dWy     =     —     üyy    ^     ~     Tti. 


*)  Es  unterscheiden  sich  nämlich  die  Werte  w^(A)  und  w^(p),  welche 
vf  {z)  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  b.^  besitzt,  von  einander  nur  durch  eine 
Constante;  so  dass  also  cZw^(i)  =  dWj,(p)  ist;  vgl.  z.  B.  (I.)  pg.  234. 
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Dies  vorangeschickt,   handelt  es  sich  jetzt  um  die   Berechnung 
des  in  (15.)  auftretenden  Integrals: 


'^''  =  2^-^>^^^°g^- 


Da  bei  einer  positiven  Umlaufung  von  '?Rab  sämmtliche  Uferlinien 
der  Strome  a,:,  b  und  zwar  die  linken  stromabwärts,  die  recliten 
str omaiiftvärts  zu  durchwandern  sind,  so  kann  dieses  Integral  so 
geschrieben  werden: 


Jn 


X^ 


/    (w,(A)  d  log  FU)  -  w„  (q)  d  log  F{q)) 

y. 

+  Ji,yo{l)  d  log  F{1)  -  w„(9)  d  log  F{q)) 
Hieraus  folgt,  falls  man  F(ß)  mittelst  der  Formeln  (/3.)  eliminirt: 

J     \^y„{l)-^„(^^)-\d\0gF{l) 
y. 

+//,([waa)-w„(p)]  d\ogF(X)-[2svjQ)\dw.) 


y.  =  p 


oder,  falls  man  in  der  letzten  Zeile  das  [2w,j(q)]   durch 

[w„(A)  +  w„(())]  —  [w„(A)  —  w„(())] 
ersetzt,  und  überdies  die  Formeln  («.)  berücksichtigt: 

/   a,,  d  log  F{?.) 


y.=p 

-^«  =  2^4 
y.  =  l 


-{-J\  (b,y[d\ogFa)-{-d^y■4-[^Y,(?.)-{-vi,AQ)\d^v,) 


also  mit  Rücksicht  auf  (7.)  und  (d.): 

y^p  (       «Tx  [M.,  27ti  +  2Gy  —  w,{ß,)  -  w^ (a^)] 
'^"  ^2^,^  \  +  boy  [Ny  2%i  —  Tii]  -  J^^  [w„  (A)  +  w„  {q)\  dw,  I 

oder,   weil  die  am,   mit  Ausnahme  von  a„a,  sämmtlich  =  0,    dieses 
ttaa  aber  =  ni  ist: 


j    (       ni  [ÄLo  2ni  -{-  2Ga  —  y^aißa}  —  w„(aa)] 
"^''^  1+  ^''(^-  [^^'^  2;ri  -Tri]  -/^^  [w.(A)  +  w„(p)]  r^w.^     J  ' 


oder,  falls  man  besser  ordnet: 
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J„  =  C.„  -  [_ ^ +  ^^^  (^.^  ■+  j  ^^^  — — ^ ./w.jj 

oder,  falls  man  den  hier  in  der  eckigen  Klammer  enthaltenen  Aus- 
druck kurzweg  [und  zwar  nach  Riemann's  Vorgang]  mit  Kg  be- 
zeichnet: 

J„  =   Go  —  Ka  +    (i»/„  7ti-\-    ^   Xy.  by„J  . 

Substituirt   man   schliesslich   diesen  Werth   von  J„   in   die  Formeln 
(15.).  so  gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 
Satz.  —  Die  Function 

(16.)  F{z)  =  ^i^y,(,)-G,,     w^  -  G,, .  .  .     w,(^)  -  6?,) 

besitzt  auf  'Si  im  Ganzen  2)  elementare  NuUimnlite  7]i,  r].^, .  .  .  >;,,.  Diese 
Nnllimnlde  sind  ihrer  Loge  nach  unhelannf.  Jedoch  iveiss  man,  dass 
ztvischen  ihnen  und  den  gegchcnen  Constanten  G^,  G.2, .  . .  Gp  die  Rela- 
tionen stattfinden: 

(17.)  ^Xa[r],)  +  Wa(ri,)..  .  .  +  ^v„{1]p)  =  Ga  —  Ko  +  (M„7ii  +  ^  ^^y.^yo)  , 

\  y.  —  l  ^ 

iro  K„  die  Bedeutung  hat: 

(18.)  A"  = 2 +  £,  \-2    +Jj,^    2ni ^^''j-' 

tvährend  die  M,  N  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Die  Norraalintegrale  erster  Gattung  v,\{z),  yf.,(z),  .  .  .  \Vp(z) 
sind  früher  in  bestimmter  Weise  festtresetzt  worden,  abjcesehen  von 
noch  unbestimmten  additiven  Constanten  [vgl.  (20.)  pg.  246].    Setzt 

man  also: 
(A.)  w„(^r)  =  To  +  C0o(z),     a  =  \,2,  .  .  .p, 

so  darf  man  die  Oaiz)  als  völlig  fixirte  Functionen  ansehen,  falls 
man  nur  gleichzeitig  die  Vo  als  willkürliche  Constanten   auffasst. 

Die  gegenwärtigen  Untersuchungen  können  nun  durch  eine 
zweckmässige  Wahl  dieser  V„  einigermassen  vereinfacht  werden. 
Substituirt  man  nämlich  in  der  Formel  (18.)  für  Wa(^)  und  yv^iz) 
die  Werthe: 

vfo{z)  =  r„  +  Gia{z), 
iß.)  w,{z)  =  V,  +  (o,{z), 

dwy.{z)  =  doy.iz), 
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und  nimmt  man  dabei  Rücksicht  auf  die  Formel  (d.)  pg.  326,  so 
erhält  man: 

Ka  =  (1  -  p)  r„  + 

+  L — ^ —  +  M.  \^  '^Jk — '^^' —    '^^  ' 

WO  der  in  der  eckigen  Klammer  enthaltene  Ausdruck  als  eine  jenen 
fixirten  Functionen  co  zugehörige  Constante  zu  bezeichnen  ist.    3Ian 
(20.)  lann  somit  die    in    (19.)   enthaltene  iv Ulli ür liehe   Constante    V„  der 
Art  tvählen,  dass  Ka  verschivindet. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  reducireu  sich  die  Formeln  (17.)  auf: 

(21.)     ^vJn,)  +  w„(y  +  •  •  •  +  Wo(r/;.)  =  G^.  +  {]SI„7ti-{-  2Nyhy}j  : 

so  dass  also  der  vorhergehende  Satz  die  einfachere  Gestalt  gewinnt: 
Einfachere  Form  des  Satzes.  —  Die  Function 

(22.)  F{z)  =  #  (w,a~j  -  G„  w,(^)  -G„  ...  w^(^)  -  G,) 

besitzt  auf  der  Fläelie  9^  im  Ganzen  p  elementare  Nullpunkte:  r^j,  rj.^, 
.  . .  i]p.  Diese  NtdlpunMe  sind  ihrer  Lage  nach  mibckannt.  Jedoch 
tveiss  man,  dass  zivischen  ihnen  und  den  gegebenen  Constanten  G^,  G^, 
. . .  Gj,  die  Belationen  stattfinden : 

(23.)         wjyj,)  -h  w„(i?,)  .  .  .  +  w,(t/,,)  =  G,  +  (^Mo7ti  +  ^  N^b^^y 

ö=l,2,...p, 

ivo  die  M,  N  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  über  die  in  Wi{z),  "w^^^z),  . . .  vfpiß) 
enthaltoien  additiven  Constanten  sei  in  ganz  bestimmter  Weise  ver- 
fügt worden,  nämlich  in  solcher  Weise,  dass  die  Riemann' sehen  K's 
verschwinden;  vgl.  (20.). 

§  3. 
Abgekürzte  Bezeiehnungsweise. 
Erste  Abkürzung.  —  Es  mag  hinfort 

d-{U„)  für  ^{ü„ü„...  U,) 
geschrieben  werden.     Nach  dem  Theorem  pg.  319  ist  alsdann  z.  B. 

(24.)  ^  (— Ua)  =  ^  (Ua). 

Betrachtet  mau  ferner  zwei  Systeme  von  Argumenten  U^,  U.2,  •  •  • 
Up    und    Fj,  V.2,...  Vp,    zwischen    denen    die    mit   irgend    welchen 
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ganzen  Zahlen  «/,,  m.,,  .  .  .  nip,   «,,  Wo,  .  .  .  n,,  behafteten  Relationen 
statttinden: 
/25;)  Va  =  Uo  +  (»'n  tt/  +  2:y.ny.hy.a),    a  =  1 ,  2,  .  .  .  j), 

so  ist  zufolge  jenes  Theorems  pg.  319: 

(26.)  ^(F„)  =  ^(^„)  c-  ^''""  ^' ''  +  '^'"  +  "'"  '^^■\ 

Mit  andern  Worten*):  Sind  Ui,  Lo,  ...  Up  beliebig  gegebene  Grössen, 
und  ;>?!,  nio,  .  .  .  nip,  n^,  n.^, .  .  .np  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen,  so 
findet  stets  die  Formel  statt: 

(27.)  * (r„  +  ,«„ .i  +  -«».M  =  9(ty  ,-^.".P''»+2"'»'"-+^«>'«M 

Denkt  man  sich  endlich  die  Formel  (27.)  successive  für  irgend 
zwei  Grösseusysteme  Ui,  U.,, ...  Up  und  Ui,  IV,  •  •  •  Ip  hingeschrieben, 
und  die  in  solcher  Weise  sich  ergebenden  beiden  Gleichungen  durch 
einander  dividirt,  so  erhält  man  die  Formel: 

Dabei  sind  in  all  diesen  Formeln  (25.)  — (28.)  die  Summationen 
ausgedehnt  zu  denken  über  x  =  1,  2,  .  .  .  p,  respective  über 
a  =  l,'2,...p. 

Zweite  Abkürzung.  —  Stehen  irgend  zwei  Grösseusysteme 
Ui,  U.2,  .  .  .  Up  und  V^,  V^,  ...  Vp  in  solcher  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass 

Vi  =  Ui  +  w,  71  i  +  uj)ii  +  n.>b,i  .  .  .  +  npbpi, 

/^cj  X  ^2  =  ^'i  +  f*h  ^i'  +  "i?^i2  +  ^^A-i  •  •  •  +  npbp-i, 

Vp  =  Up  +  nip  ni  +  ny  h^p  -\-  n,b.zp  .  ■  ■  -\-  npbpp 
ist,   wo    die   m,   n    ganze    Zahlen    sind,   so   sollen   V^,  V.,,  ...  Vp  zu 
Ui,  U2,  .  .  .  Up   congruent  genannt   iverden.     Und    diese    Congruenz 
soll  angedeutet  werden  durch  die  Formel: 
(30.)  Va^U„,     o  =  \,2,...p. 

§  4. 
Beiläufige  Sätze. 

Aendert  man  die  in  der  Function  (22.): 

F{Z)  =  #  (W,(.-)   -  Cr„) 

enthaltenen  Constanten  G^,  G.^,  .  .  .  Gp,  so  werden  ihre  p  (unbekann- 
ten) Nullpunkte  t}^,  7j.^,  .  .  .  i]p  im  Allgemeinen  ebenfalls  irgend  welche 

*)  Die  7ieue   Formel  (27.)  ergiebt   sich   nämlich   ans  (25.)   und   (26.)   durch 
Elimination  der   F's. 
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Verscliiebungeu  erfahren.  Doch  giebt  es  gewisse  Abänderungen  jener 

Constanten,    welche    Iceine   solche    Verschiebungen   veranlassen.     So 

z.  B,  gilt  folgender  Satz: 

Satz.  —  Sind  irgend  zwei  Constantensysfeme  Gi,  G2, . .  .  G^  und 

Gl,  G^,  ■  •  ■  Gp   unter  einander  in  der  Beziehung 
(31.)  Ga  =  G,:,     6=l,2,...p, 

so  findet  zwischen  den  zugehörigen  Functionen 
(32.)  F{z)  =  ^{^N„{z)-G„)     und    F\z)  =  ^  {vr„{z)  -  GJ) 

die  Beziehung  statt: 
(33.)  F\z)==F{z)E{z), 

wo  E(0)  eine  auf  9t„6  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende 
Function  bezeichnet.  Demgemäss  sind  also  die  NidlpunMe  der  beiden 
Functionen  F{z)  und  F'(z)  unter  einander  identisch. 

Beweis.    —    Die    vorausgesetzte    Congruenz    (31.)     drückt    sich    aus 
mittelst  der  Formeln: 

^;  =  G^a  -  (^^a  ^i  +  ^.  K.Ka)^      a=l,2,...p, 
wo  die  M,  N  irgend  welche  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.     Hieraus 
aber  folgt,  falls  man  mit  ( —  1)  mnltiplicirt,  und  auf  beiden  Seiten  w^(.s) 
zuaddirt: 
KCO  -  CrJ^  =  [w„(.)  -  G„]  +  (il/„  ni  +  Z^  N.^b.^J,     a=l,2,...p. 
Zufolge  des  Satzes  (25.),  (26.)  ist  daher: 

*i^:i^-^^  =  e-  ^o  K  [2w,(.)  -G,-  G„'  +  i»/„  m] 

die  Summation  im  Exponenten  hinerstreckt  gedacht  über  a  =  1,  2,  .  .  .  p. 
Der  hier  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  besitzt  also  die  Form: 
K,  +  A',  w,  {■)  +  A;  w,  {z)  .  .  .  +  A-^^ w^^  (z)  ^ 

wo  die  A''s  Constanten  sind,  und  repräsentirt  also  [Satz  pg.  273]  eine  auf 
3t^j  eindeutige,  stetige  und  nichtverschwindende  Function.  Bezeichnet  man 
dieselbe  mit  E{z),  so  erhält  mau  also: 

&  (w  {z)  -  G^)  =  &  (w^(.-)  -  G„).     E(2). 
Hiermit  aber  ist  der  Satz  (33.)  bewiesen. 

Ein  zweiter  Satz,  der  mit  dem  vorigen  wenigstens  äusserlich 
eine  gewisse  Aehnlichkeit  besitzt,  und  ebenfalls  sehr  leicht  zu  be- 
weisen ist,  lautet  folgendermassen: 

Versteht  man  unter  2Gi,2G.;,,  .  .  .  2Gp  und  2G(,  2G.{, ...  2Gp 
zwei  unter  einander  congruente  Constantensysteme : 

(34.)  2GJ=2G„-\-i3I„7ii  +  Nib,a-{-N2b2a...-{-Nphpa),     ö=\,2,...p, 
so  repräsentirt  der  Ausdruck 
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(35.)    H.) = (:i:-:i;-:-g e^'-'^' + '-'-'''' •  ■  • + ^>"'--')' 

eine  auf  9?  reguläre  Function  2p^^  Ordnung. 

Bezeichnet  man  die  elementaren  NnllpunTite  der  Functionen 
d-  (wa(^)  —  Ga)  und  %•  {vf„{z)  —  G„') 

(36.)  respective  mit  'r]i,Vi}-''Vp  ^'"^  Vi:  V-it  •  •  •  V>  ^^  ^^^(^  ^^^  Ordnungs- 
zahl von  0(^)  in  rji,^,  -  •  ■  Vj>  ^^'  Werth  2,  ferner  in  rj^,  vj^'i  •  • .  Vp 
den  Werth  —  2,  und  in  allen  übrigen  Punlden  der  Fläche  91  den 
Werth  0  haben.  Sollte  zufälliger  Weise  einer  der  Punkte  rjy,  %  •  •  •  'r}p 
mit  einem  der  Punlie  rji,  t]^,  ...  ^/  zusammenfallen,  so  ivird  die 
Ordnungszahl  von  0  {z)  in  einem  solchen  PunJct  =2  —  2,  d.  i.  =  0  sein. 

Beweis.  —  Dass  die  Function  <t)(r),  (35.),  auf  der  Fläche  31^^^  regulär, 
und  daselbst  mit  den  genannten  Ordnungszahlen  behaftet  ist,  übersieht 
man  sofort;  [vgl.  die  Sätze  (8.)  und  (22.),  sowie  auch  den  früheren  Satz 
auf  pg.  273].  Zu  beweisen  bleibt  daher  nur  noch,  dass  sie  auch  auf  der 
unversehrten  Fläche  31  regulär  ist.  Und  zu  diesem  Behuf  muss  gezeigt 
werden,  dass  ihre  Werthquotienten  in  den  Schnitten  a,  h  sämmtlich  =  1  sind. 

Sind  nun  l  und  q  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Schnittes  a^  einander 
gegenüberliegende  Punkte,  so  ergiebt  sich  aus  (35.),  mittelst  des  Satzes  (8): 

(a.)  längs  a^:     — ^  =  {e    "■     )    =  e      ''■        =1. 

Desgleichen  ergiebt  sich,  falls  l  und  q  zwei  gegenüberliegende  Uferpunkte 
des  Schnittes   h.^  vorstellen: 

also,  falls  man   für    (2  fr^,  —  2(?^')   den    aus    (34.)    folgenden    Werth   sub- 
stituirt: 
iß.)  längs  6^:     ^^^^  =  Ve  "■     )    =  e  ^        =1. 

Diese  Formeln  (a.)  und  (ß.)  zeigen,   dass   die  in  Rede  stehenden   Werth- 
quotienten in  der  That  =  1  sind.  —  Q.  e.  d. 

Ein  dritter  Satz  endlich  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden 
durch  Specialisirung.  Macht  man  nämlich  in  (34.)  die  Zahlen  N 
sämmtlich  =  0,  setzt  man  also 

2Go  =2Ga  +  Moiii, 


d.  i. 


Ga'^Ga^Mo"^,       6=\,2,...p, 


2 
so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Sind  Gy,  G^,  .  .  .  Gp  beliebig  gegebene  Constante,  und  Mi,  M2, 
.  . .  Mp  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen,  so  repräsentirt  der  Ausdruck 
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(37.)  0(^)  = 


^{^oi^)-[(^o  +  MaY 


^y])) 


eine  auf  9t  reguläre  Function  2^'°'"  Ordnung. 

Bezeichnet  man  die  elementaren  Niülpiinkte  der  Functionen 

^{Wa{z)-Go)       und      ^(w„(z)  —  [Ga  +  MaY'y\ 

respective  mit  rii ,  V-i  ^  •  •  •  Vr  ^"'^^  Vi  >  ^2' ;  •  •  •  Vp>  ^^  *^^**^  die  Ordnungs- 
zahl von  0{z)  in  7]^,  tj.^,  ...  rjp  den  Werth  2,  ferner  in  1^/,  tj^',  •  ■  ■  Vp 
den  Werth  —  2,  und  in  allen  übrigen  PimJcten  der  Fläche  9t  den 
Werth  0  hahcn. 

Eine  auf  9t  reguläre  Function  von  0  ist  aber  [Satz  pg.  122J 
nothwendiger  Weise  eine  algebraische  Function  von  z.  Aus  dem  vor- 
stehenden Satze  folgt  daher,  dass  die  Function  O(^)  eine  algebraische 
ist.  In  der  That  werden  wir  weiterhin  diese  zwischen  O  und  z  vor- 
handene algebraische  Abhängigkeit,  wenigstens  in  speciellen  Fällen, 
wirklich  anzugeben  im  Stande  sein. 

§  5. 

Das  Hauptresultat  der  bisherigen  Untersuchungen. 

Die  Constanten  G^,  Go,  .  .  .  Gp  können,  wie  sich  später  [vgl. 
(23.)  pg.  347]  zeigen  wird,  der  Art  fixirt  werden,  dass  die  Function 

F{z)  =  ^ {w,{z)  -  G,;  w,(z)  -  G,,  .  .  .  wp(z)  —  Gp) 

identisch  =  0  wird,  also  stets  verschwindet,  welche  Werthe  man  dem 
z  auch  zuertheilen  mag.  Eine  solche  scheinbare  Function  F(z)  sub- 
ordinirt  sich  offenbar  nicht  mehr  den  bisherigen  Betrachtungen, 
namentlich  z.  B.  auch  nicht  den  Sätzen  (8.)  und  (22.).  Und  dem- 
gemäss  haben  wir  diese  Sätze,  falls  sie  wirklich  correct  sein  sollen, 
mit  der  nöthigen  Reserve  auszusprechen.  Wir  gelangen  so  (unter  An- 
wendung der  abgekürzten  Bezeichnungsweise)  zu  folgendem  Theorem. 
Theorem.  —  Denli  man  sich  p  Constanten  G^,  G^,  .  .  .  Gp  der 
Art  gewählt,  dass  die  Function 
(A.)  F{z)  =  H^a{z)  -  Go) 

nicht  identisch  =  0  ist,  so  ivird  dieselbe  auf  der  gegebenen  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche  9t,  abgesehen  von  den  Curven  b,,,  eindeutig 
und  stetig,  in  jenen  Curven  aber  mit  folgenden  Quotvmten  behaftet  sein: 

länasb-  TO_,2ö.-w,W-w,(,) 
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Dabei  bezeichnen  A  iiml  q  irgend  zivei  am  linTien  und  recJitcn  Ufer  der 
Curve  by  einander  gegen iiherliegende  Fnnktc. 

Ferner  wird-aUdann  diese  Function  F{z)  auf  der  Fläche  9t  im 
Ganzen  p  elementare  NullpunMe:  rj^,  t].,,  .  .  .  rjp  besitzen.  Diese  Null- 
pnnhte  sind  ihrer  Lage  nach  unbekannt.  Jedoch  iveiss  man,  dass  zwi- 
schen iltnen  und  den  gegebenen  Constanten  G^ ,  G.^,  ...  Gp  die  Bela- 
tionen  stattfinden : 
(C.)  W„(7Ji)  +  vv„(7;.)  ...-\-w„(rip)  =  Ga,     6  =  1,^,.  ..p. 

Man  iveiss  hingegen  z.  B.  nicht,  ob  diese  Nullpunkte  durch  die  vor- 
stehenden Belationen  (C.)  eindeutig  bestimmt  sind,  kläglicher  Weise 
existiren  also,  ausser  diesen  Kullpunlden,  noch  irgend  welche  andere 
Funkte,  die  ehenfalls  den  Relationen  (C.)  Genüge  leisten. 

Dabei  ist  vorausgesetzt,  die  in  ^^(^z),  vf^i^)}  •  •  • '^p{^)  enthal- 
tenen additiven  Constanten  seien  in  solcher  Weise  fixirt  worden,  dass  die 
[in  (18.)  pg.  328  angegebenen]  Constanten: 

(D-)  A.  -  _ +  2   (-^  +  - j  ^^ ^ ^w.  j , 

entweder  geradezu  verschivinden ,  oder  ivenigstens  den  Formeln  ent- 

sp'cchen: 
(E.)  Ka  =  0,     a=^l,2,...p. 

Das  vorstehende  Theorem  dürfte  als  das  Hauptresultat  der  Artikel 
17 — 22  der  berühmten  Riemann'schen  Abhandlung  zu  bezeichnen  sein.  Die 
genannten  Artikel  17  —  22  (Ges.  Werke  pg.  120 — 127)  bieten  dem  Verständ- 
niss  keine  erhebliche  Schwierigkeit  dar.  Alsdann  aber  findet  beim  Ueber- 
gang  zu  den  folgenden  Artikeln  23,  24  etc.  ein  plötzlicher  Sprung  statt; 
wie  Jeder  bemerkt  haben  wird,  der  dem  Studium  der  Riemann'schen  Ab- 
handlung mit  gebührender  Sorgfalt  sich  hingegeben  hat. 

Jener  plötzliche  Sprung  würde  beseitigt,  und  eine  legitime  und  con- 
tinnirliche  Schlussfolge  hergestellt  werden,  falls  es  nur  gelingen  wollte, 
zu  zeigen, 

dass  die  KuUpunJctc  /j, ,  rj.^,  .  ■  ■  r]  der  Function  F{z),  durch  pus- 
(S.)  sende  Wald  der  Constunten  G^, ,   G.^,  .  .  .  G  ,  in   beliebig  vorgeschrie- 

bene Lagen  hineingedrängt  iverden  können. 

Versucht  man  aber  diesen  noch  fehlenden  Satz  (S.)  zu  beweisen,  so 
wird  man  auf  mancherlei  Schwierigkeiten  stossen. 

So  z.  B.  wird  bei  dem  Beweise,  den  ich  in  der  ersten  Auflage  dieses 
Werkes  [Leipzig,  bei  Teubner  1865,  pg.  484  —  486]  für  den  Satz  (S.)  zu 
geben  versucht  habe,  stillschweigend  vorausgesetzt,  dass  die  Nullpunkte 
Tji ,  7J2,  .  .  .  7]  der  Function  F{z)  bei  einer  Aenderung  der  Constanten  (?, , 
^2>  ■  ■  •  ^p  sich  immer  nur  stetig  verschieben  können.  Solches  aber  wirk- 
lich darzuthun,  dürfte  seine  Schwierigkeit  haben,  namentlich  in  den  Fällen, 
wo   bei  einer  Aenderung  jener   Constanten   die  Nullpunkte  theilweise  zur 
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Coincidenz  kommen,  um  sodann  später,  bei  einer  weiteren  Aenderung  jener 
Constanten,  sich  wieder  von  einander  zu  trennen.  Und  derselben  Schwie- 
rigkeit begegnet  man  auch  dann,  wenn  man  den  Satz  (S.)  mittelst  der- 
jenigen Methoden  zu  begründen  sucht,  welche  Riemann  selber  in  seiner 
Abhandlung  über  das  Verschwinden  der  Thetafunctionen  exponirt  hat 
[1865.   Ges.   Werke  pg.   198  etc.]. 

Aber  selbst  hiervon  abgesehen,  stellen  einer  einwurfslosen  Begründung 
des  Satzes  (S.)  noch  andere  Schwierigkeiten  sich  entgegen.  Nimmt  man 
nämlich  an,  es  sei  bereits  bewiesen,  dass  die  Nullpunkte,  bei  einer  Aen- 
derung der  Constanten  G, ,  6?^,  .  .  .G  ,  nur  in  stetiger  Weise  sich  ver- 
schieben*), es  seien  also  die  Nullpunkte  der  Function 

(«•)  Fiz)  =  &(w^{z)-  GJ 

von  denen  der  Function 

iß-)  F,  (z)  =  ^(w„(^)  -  [G„  -f  dG„]) 

nur  unendlich  wenig  verschieden,  und  es  seien  demgemäss  die  Nullpunkte 
der  erstem  Function  mit  r]i,  rj.^,  ...  r]  und  die  der  letztern  mit  yyj  -j-ärj^ , 
V2  +  ^V2>  ■  ■  •  Vjj  +  ^'?p  bezeichnet,  so  ergeben  sich  allerdings,  mittelst 
des  Theorems  (C),  die  Formeln: 

(S.)  w,,  (.;,  +  dri,)  +  w„(7j,  -f  d  Tl.,)  .    .  +  w„  {rj^  +  dtj^,)  ^G^  +  dG,,, 

C  =   1,    -2,    .   .   .jp; 

woraus  durch  Subtraction  folgt: 
(e)  w^'  irii)dr],  +  w,/(»j,)  dvj,  .  .  .  -j_  w^'  {r]p)dr]j^  ==  dG^  , 

a=  1,  -2,  .  .  .p, 
falls  nämlich  zur  Abkürzung 

dwJz) 

gesetzt  wird.  Da  aber  [wie  oben  hervorgehoben  wurde]  in  Frage  steht, 
ob  die  Nullpunkte  von  F{z)  durch  die  Formeln  (C.)  eindeutig  bestimmt 
sind,  so  überträgt  sich  dieser  Ztveifel  offenbar  auch  auf  die  Formeln  (y.), 
{8.)  vnd  (f.).  Es  steht  also  z.  B.  in  Frage,  ob  die  unendlich  kleinen  Zu- 
wüchse drji,  dr}^,  .  .  .  drj  durch  die  p  Gleichungen  (s.)  eindeutig  be- 
stimmt sind.     Und  um  diese  Frage  zu   erledigen,   würde  die  Determinante 


{n-) 


%'(^i)  "^pin-^  ■  ■  ■  ^piVp)  I 

zu  untersuchen  sein.  In  der  That  würden  jene  diq^,  dr].^,  .  .  .drj^  durch 
die  p  Gleichungen  (f.)  eindeutig  bestimmt  sein,  falls  sich  nachweisen  Hesse, 
dass  diese  Determinante  stets  von  0  verschieden  ist.     Dies  aber  ist  weder 


*)  Auch  wird  solches  zu  beweisen  in  der  That  wohl  möglich  sein  mittelst 
der  von  mir  im  sechsten  Capitel  dieses  Werkes  angegebenen  neuen  Methoden. 
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beweisbar,  noch  überhaupt  richtig;  denn  die  Determinante  verschwindet 
z.  B. ,  wenn  zwei  der  Punkte  »?i ,  ^2 »  •  •  ■  '?«  ™i^  einander  coincidiren. 

Hiermit  dürften  die  Schwierigkeiten,  welche  einem  befriedigenden 
Beweise  des  Satzes  (S.)  sich  entgegenstellen,  und  auf  welche,  meines  Wis- 
sens, bis  jetzt  von  keinem  Autor  näher  eingegangen  ist,  einigermassen  an- 
gedeutet sein. 

Nach  vielen  vergeblichen  Anstrengungen  zur  Ueberwindung  dieser 
Schwierigkeiten  habe  ich  mich  schliesslich  veranlasst  gefunden,  den  Satz 
(S.)  vorläufig  ganz  fallen  zu  lassen,  und  den  Uebergang  zu  den  liiemann- 
schen  Artikeln  23,  24  etc.  auf  einem  andern  Wege  zu  versuchen.  Dieser 
Weg,  bei  welchem  der  Satz  (S.)  nicht  zu  Anfang,  sondern  erst  im  weite- 
ren Verlauf  der  anzustellenden  Betrachtungen  zum  Beweise  gelangt*),  soll 
in  den  folgenden  Paragraphen  dargelegt  werden.  Dabei  sei  noch  bemerkt, 
dass  eine  vorläufige  Mittbeilung  über  den  hier  einzuschlagenden  Weg  von 
mir  bereits  erfolgt  ist  in  den  Berichten  der  Königl.  Sachs.  Ges.  d.  Wiss. 
vom  10.  Decbr.  1883. 

§   6. 

Betrachtungen  für  den  speeiellen  Fall  p  ==  3. 

Wir  setzen  JJ  =  3,  verstehen  also  unter 

&{üa)  die  Function  ^  {L\,  U^,  U^). 

Uebrigens  werden  die  Resultate,  zu  denen  wir  für  p  =-3  gelangen, 
später  sofort  auf  den  Fall  eines  heliebigen  p  übertragbar  sein. 

Es  seien  irgend  drei  Constmiten  A^,  A^,  A^  gegeben,  von  solcher 
(1.)  Beschaffenheit,  dass  ^{A,,),  mithin  auch  §■{ — A,,)  von  Null  verschie- 
den ist 

Markirt  man  also  auf  9?  einen  festen  Punkt  x  in  willkürlicher 

Weise,  so  wird 

F{,)  =  ^iwoiz)  -  [wo{x)  +  A„\) 

im  Punkte  0  =  x  den  von  Nidl  verschiedenen  Werth  d-{ —  Aa)  an- 
nehmen, mithin  zur  Kategorie  derjenigen  Functionen  gehören,  die 
nicht  identisch  Ntdl  sind,  und  die  also  dem  Theorem  pg.  333  sich 
ohne  Weiteres  subordiniren.  Zufolge  dieses  Theorems  besitzt  daher 
F{z)  auf  9^  im  Ganzen  drei  elementare  Nullpunkte  rj,  »/,  7}",  die  zu 
den  in  F(z)  enthaltenen  Constanten  \\v„{x)  -\-  Ao]  in  der  Beziehung 
stehen: 

Wa(»?)  +  yfoin')  -\-  w„(^")  ^  w„(x)  -}-  Aa, 

somit  ergiebt  sich  der  Satz: 


*)   Es  ergiebt  sich  nämlich   die   Richtigkeit   des    Satzes   (S.)  mittelst  des 
Theorems  (22.),  pg.  347. 


Thetafunctionon,  deren  Arj^umente  AbeVsche  Integrale  sind.  337 

Entspredien  drei  Constanten  A^,A.^,A.^  der  Bedingung'*)  0-(^„)=j=0, 
oder,  was  dasselbe,  der  Bedingung  %■{ — yl„)=j=0,  so  können  dieselben 
stets  in  folgender   Weise  dargestellt  werden: 

(2.)  Aa  =  —  Wff(3f)  +  W„(lj)  +  W„(r/)   +   Wa(v"), 

(?=1,2,3, 

iro  von  den  vier  BunTiten  x  und  t],  rj',  rj"  der  erste  ad  libitum  m 
wählen  ist. 

Es  seien  jetzt  i?j,  B.^,  B^  und  C^,  C^,  C^  beliebig  gegebene  Con- 
stanten. Welche  Werthe  dieselben  auch  haben  mögen,  stets  werden 
die  Ausdrücke 

d-  {B„  +  Z)     und     d-  {Ba  +  Ca  +  ^) 

durch  VergrüsseruDg  von  Z  beliebig  gross  gemacht  werden  köimeu, 
wie  solches  aus  der  Natur  der  Function  &■  unmittelbar  folgt.  Denkt 
luan  sich  nun  dieses  Z  so  gross  gemacht,  dass  beide  Ausdrücke 
=4=0  sind,  so  ist  [zufolge  des  Satzes  (2.)]: 

Ba  -{-  Z^^  w„-  {rj)  -f  \Va(r}')  +  W„(7j")  —  Wa(a), 
und  ebenso: 

Bo  +  C,  +  ^EEE  Wa(H)  +  w„(H')  +  w,(H")  -  w„(K), 

wo  7],  t}'.  7}",  K  und  H,  H',  H",  K  passend  zu  wählende  Punkte  vor- 
stellen.    Aus  den  beiden   letzten  Formeln   folgt   durch    Subtractiou : 

^  ^  I       [w.(Hj  +  w„(H')  +  w.  (H"J  -f  w.  U)]) 
"         l  -  [w„  (rj)  +  w,  {rj')  +  w,  {rj")  +  w,  (K)]  J  ' 

so  dass  man  also,  unter  nachträglicher  Abänderung  der  Buchstaben, 
zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Drei  ganz  beliebig  gegebene  Constanten  C^,  C^,  C^  sind  stets  in 
folgender  Form  darstellbar: 

1  -  [w,(f7j  +  y.w,(d')  +  v^„{d")  -f  w„{d"')\  1  ' 
(J=  1,2,3, 

ivo  c,  c'.  c",  c'"  und  d,  d',  d",  d'"  passend  mi  wählende  PimMe  vor- 
stellen. 


*)  Ebenso  wie  das  Zeichen  =  zur  Bezeicliuang  der  Gleichheit  dient,  ebenso 
soll   andererseits  das  Zeichen  =-  zur  Bezeichnung  der  Ungleichheit  dienen. 
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§  7. 

Fortsetzung  der  den  speciellen  Fall  ;)  =^  3  betreffenden 
Betrachtungen. 

Wir  wollen  jetzt   insbesondere   solche   Constanten  Ä^,  A.j,,  A.^ 
untersuchen,  die  der  Bedingung 

(4.)  &{Äa)  =  ^(-  Ä„)  =  Nldl 

entsprechen.     Dabei   sind   mehrere   Fälle   zu  unterscheiden,  je  nach 
der  Beschaffenheit  der  mit  Ai,  A.,,  A.^  behafteten  Ausdrücke: 

0  =  ^(w„(c)_  Wa(y)  — yl„), 
0,  =  '^(w„(c)  +  w„(ci)  —  w„(y)  —  w„(7,)  —  A.,), 
(5.)  0o  =  '9-(w„(c)  +  w,;(c,)  +  w„(c,,)  —  w„(}/)  —  Wo(ri)  —  w„(7o)  —A,>), 

0„  =  '&(w„(c)-|-  w„(Ci)... -f  w„(c„)  —  w„ (y)  —  w„(yi)...  —  w„{yn)  -  A,.), 


hier  sollen  c,  c, ,  Co,  .  .  .  c„,  .  .  .  und  y,  y^,  y.>,  .  .  .  y„,  .  .  .  irgend 
welche  Punkte  auf  der  Fläche  9i  vorstellen,  die  auf  dieser  Fläche 
beliebig  verschiebbar  sind. 

Was  zuvörderst  den  Ausdruck  0  betrifft,  so  wird  entweder  irgend 
ein  Lagensystem  der  beiden  Punkte  c,  y  existiren,  für  welches  0  =(=  0 
ist.  Oder  aber  es  wird  O  stets  =  0  sein,  welche  Lagen  man  jenen 
beiden  Punkten  auch  zuertheilen  ma^;.  In  solcher  Weise  ergeben 
sich  zwei  Hauptfälle,  die  angedeutet  werden  können  durch  die  For- 
meln: 

L    0=1=0, 

IL    0  stets  =  0. 


(6-) 


Der  letzte  Fall  kann  von  Neuem  in  zwei  Fälle  zerlegt  werden,  je 
nach  der  Beschaffenheit  des  Ausdruckes  0^.  Entweder  wird  näm- 
lich irgend  ein  Lagensystem  der  vier  Punkte  c,  c,,  y,  y^  existiren, 
für  welches  0,  =|=  0  ist.  Oder  aber  es  wird  0,  stets  =  ()  sein,  welche 
Lage  man  jenen  vier  Punkten  auch  zuertheilen  mag.  Demgemäss 
ergeben  sich  jetzt  im  Ganzen  drei  Fälle,  die  angedeutet  werden  kön- 
nen durch  die  Formeln: 

L    0=1=0; 
(7.)  IL    0  stets  =  0,     01  =1=  0, 

IIL    0  stets  =  0,     0,  stets  =  0. 
Der  letzte   dieser  Fälle   kann   seinerseits   von  Neuem    in  zwei  Fälle 


(8.) 


I. 

0=i=O, 

IT. 

0  stets  = 

0, 

III. 

0  stets  = 

0, 

lY. 

0  stets  = 

0, 

V. 

0  stets  = 

^  ^», 
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zerlegt    werden,  je   nach   der   Beschaffenheit  von  0^;    wodurch  sich 
alsdann  im  Ganzen  vier  Fälle  ergeben: 
T.    0=1=0, 
II.    0  stets  =  0,     0,  =)=  0, 

III.  0  stets  =  0,     01  stets  =  0,     0^  =f=  0, 

IV.  O  stets  =  0,     <t>i  stets  =  0,     Og  stets  =  0. 

Zerlegt  man  jetzt  den  letzten  Fall  von  Neuem  in  zwei  Fälle,  je 
nach  der  Beschafienheit  von  03,  so  erhält  man  im  Ganzen  fünf 
Fälle: 


(0.)       III.    0  stets  =  0,     01  stets  =  0,     0,  =\=  (), 

01  stets  =  0,     0^  stets  =  0,     0;j  =}=  0, 

01  stets  =  0,     0,  stets  =  0,     0.,  stets  =  0. 

All  diese  Formeln  (6.),  (7.),  (8.),  (9.)  sind  nur  andeutender  Natur, 
lind,  ohne  grosse  Weitläufigkeit,  wohl  auch  schwerlich  präciscr  ausdrück- 
bar. Es  ist  eben  im  Gedächtniss  zu  behalten,  dass  z.  B.  durch  „(|)=:|=0" 
angedeutet  sein  soll,  es  existire  irgend  ein  Lagensystem  der  beiden  Punkte 
e,  y,  für  welches  O  nicht  verschwindet;  und  dass  andererseits  durch 
„0  stets  =  0"  angedeutet  werden  soll,  es  existire  kein  derartiges  Lagen- 
system der  Punkte  c,  y,  es  sei  vielmehr  0  stets  ==  0,  welche  Lage  man 
den  beiden  Punkten  auch  zuertheilen  mag.  Analoge  Bedeutungen  haben 
die  Formeln  „O,  =|=  0"  und  „Oj  stets  =  0"  mit  Bezug  auf  die  der  Punkte 
c,  Ci,  Y,  yi-  —  U.  s.  w.  ü.  s.  w.  Im  Folgenden  werden  übrigens  statt  der 
Bachstaben  c,  c^, . . .  yj-yy , .  .  .  zuweilen  die  Buchstaben  ;?,  ^j ,  . .  .  ^,  ^i ,  . . . 
gebraucht  werden. 

Durch  die  Eintheilung  (6.)  sind  offenbar  alle  überhaupt  nur 
denkbaren  Fälle  erschöpft.  Gleiches  gilt  von  der  Eintheilung  (7.), 
ebenso  von  (8.)  und  von  (9.).  Wenn  wir  also  z.  B.  die  in  (9.)  an- 
gegebenen fünf  F'iiWe  der  Reihe  nach  discutiren,  so  werden  wir  hier- 
mit alle  überhaupt  möglichen  Fälle  erschöpfen.  Dies  wollen  wir  in 
der  That  thun,  indem  wir  jene  fünf  Fälle  der  Reihe  nach  durch- 
mustern. 

I.  Fall.  —  Alsdann  sind,  nach  (9.),  zwei  Punkte  c,  y  angebbar, 
für  welche  die  Formel  0  =1=  0,  d.  i.  die  Formel 
(A.)  ^{w„{c)  -  ^Yo(y)  -Ä„)=^0 

stattfindet.    Diese  beiden  Punkte  c,  y  wirklich  markirt  gedacht,  wird 
also  die  Function 

F{z)  =  H^o{b)  —  W„(y)  -  Aa) 

22* 
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im  Punkte  z  ^  c  nicht  verschwinde»,  mithiu  zur  Kategorie  derjenigen 
Functionen  gehören,  die  dem  Theorem  pg.  333  sich  subordiniren. 
Zufolge  dieses  Theorems  besitzt  daher  -F(-r)  auf  9?  im  Ganzen  drei 
elementare  Nullpunkte.  Einer  derselben  liegt  in  7;  denn  für  ,5  =  y 
geht  F{z)  in  d-{—  Äo)  über,  und  dieses  d-{ —  Äo)  ist  =  0  [zufolge 
der  Voraussetzung  (4.)]. 

Bezeichnet  man  die  beiden   übrigen  Nullpunkte  mit  >;  und  tf, 
so  finden,  zufolge  des  citirteu  Theorems,  die  Formeln  statt: 
w„(y)  +  \v„{i])  +  yfo{r}')  -zz  w„(y)  +  A.,, 

woraus  folgt: 
(AA.)  Aa  =  Wa{ri)-{-Wa(r}'). 

II.  Fall.  —   Alsdann  ist,  nach  (9.),  0  stets  =0^  d.  i. 

(B.)  ^(w^(^r)  -  w,{t)  —  ^o)  stets  =  0; 

und  gleichzeitig  sind  alsdann,  nach  (9.),  vier  Punkte  c,  c^,  y,  y, 
angebbar,  für  welche  die  Formel  <t>^  =^  0,  d.  i.  die  Formel 

(B'.)  » (w^(c)  +  w„(c,)  -  w„(y)  —  Wo{r,)  -  A,)  =|=  0 

stattfindet.  Diese  vier  Punkte  wirklich  markirt  gedacht,  hat  also 
die  Function 

F{z)  =  »{\y„(z)  -\-  Wa(Ci)  —  vfa(r)  —  w„(7/,)  —  A ,>) 

im  Punkte  z  =  c  einen  nicht  verschtvinclenden  Werth.  Sie  subordi- 
nirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  333,  und  besitzt  daher  auf  91  im 
Ganzen  drei  elementare  Nullpunkte,  von  denen  übrigens  zwei  sofort 
angebbar  sind,  nämlich  in  y  und  ^j  liegen  [wie  aus  (B.)  folgt]. 

Bezeichnet  man  also  den  dritten  Nullpunkt  mit  7^,  so  werden  für 
y,  y^  und  i],  zufolge  des  citirten  Theorems,  die  Formeln  stattfinden: 

woraus  folgt: 
(BB.)  A„  =  Wa(c,)  +  ^a{ri). 

Erläuterung.  —  Wir  haben  soeben  behauptet,  dass  zwei  Nullpunkte 
der  Function  F {z)  unmittelbar  angebbar  seien,  nämlich  in  y  und  y,  lie- 
gen. Diese  Behauptung  würde  hinfällig  werden,  falls  y  und  y,  mitein- 
ander coincidiren  sollten;  so  dass  also  unsere  Betrachtung  der  allgemeinen 
Gültigkeit  zu  entbehren  scheint. 

Nimmt  man  aber  an,   die  Prämisse  (B'.)   sei  erfüllt  für  zwei  mitein- 
ander coincidirende  Punkte  y,  yi ,  es  sei  also  der  Ausdruck 
(a.)  ^  (w„(c)  +  w„(c,)  -  2  w„(y)  -  A„)  ^\^  0, 

so  wird  der  Ausdruck 
(ß.)  ^  (w„(c)  +  w,,(c,)  —  w„(y)  —  w„(y  -f  äy)   —  A,;) 
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von  jenem  Ausdrucke  (a.)  nur  unendlich  ivenig  verscJdcden,  mithin  eben- 
falls =|-  0  sein.  Dabei  ist  unter  (y  -|-  dy)  ein  beliebiger  Nachbarpunkt 
von  y  zu  verstehen. 

Ist  also  die  Prämisse  (B'.)  für  zwei  miteinander  coincidirende  Punkte 
y,  yj  erfüllt,  so  werden  stets  zwei  nicht  coincidirende  Pimlde  y,  y^  an- 
gebbar  sein,  für  welche  sie  ebenfalls  erfüllt  ist.  Und  hieraus  folgt,  dass 
die  vorhin  angestellten  Ueberlegungen  ausnahmslos  gültig  sind. 

III.  Fall.  —  Alsdaun  ist,  nach  (9.),  0^  stets  =0,  d.  i. 

(C.)  d-  (w„(s)  +  Woi2,)  -  w„(^)  —  w„  (ti)  —  Äa)  Stets  =  0; 

und  gleichzeitig  sind  alsdann,  nach  (9.),  sechs  Punkte  c,  c^,  c^, 
y,  yi,  72  angebbar,  für  welche  die  Formel  O^j  =|=  0,  d.  i.  die  Formel 

(C.)    ^  (Wa(c)  +  W„(Ci)  +  Wa(C2)  —  ^a{y)  —  ^aM  —  W„{y,)  —  Ao)  =|=  0 

stattfindet.  Dabei  können  die  drei  Punkte  y,yi,y2  als  von  einander 
verschieden  angesehen  werden  [zufolge  der  vorhergehenden  Erläu- 
terung]. 

Alsdann  aber  hat  die  Function 

F{s)  =  ^{wo{z)  +  w„(ci)  +  w„(c,)  —  waiy)  -  wa(yi)  —  \Yo{y._^—Ä„) 

im  Punkte  z  =  c  einen  nicht  verschivindenden  Werth  [wie  aus  (C '.) 
folgt].  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Theorem  pg.  333,  und  besitzt 
daher  drei  elementare  Nullpunkte,  die  übrigens  sofort  angebbar  sind^ 
nämlich  in  y,  y, ,  y.^  liegen  [wie  aus  (C.)  folgt]. 

Nach  dem  genannten  Theorem  finden  daher  die  Formeln  statt: 

^   -    W„(Ci)   —   W„(C2)   -{-^\o{y)  +   Waf^j)   +  Wa(72)  +  ^o, 

woraus  folgt: 

(C  C.)  Aa  =  Wa  (q)  +  Wa  (Cg) . 

IV.  Fall.  —  Alsdann  ist  nach  (9.),  02  stets  =0,  d.  i. 


(D.)  ^ 


Wa(^)  +   W„(^j)   +   Vfai^^) 


w.l.;-hw„^.Ji-w.(.,J  >|,tets  =  0; 

w,(e)-w,ao- w,(y-^,/ 


imd  gleichzeitig  werden  alsdann,  nach  (9.),  acht  Punkte  c,  c^,c.2,  Cg, 
7>  y^j  7-2}  y-d  angebbar  sein,  für  welche  die  Formel  03=1=0,  d.  i. 
die  Formel 

(D'.)  &  (         ^"^^^  "^  ^"^^^^  +Wa(C2)  +  Wjc^)  \=i=0 

V—  w„(j/)  —  w„  (y^)  —  w^  (y.^)  —  w„(y3)  —  Aj 

stattfindet.  Dabei  können  die  vier  Punkte  y,  y^,  y^,  y.^  stets  als 
von  einander  verschieden  angesehen  werden  [zufolge  der  Erläuterung 
auf  pg.  340]. 
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Alsdaiiu  liiit  die  Fuuctiou 


\—  w„(y)  —  Wo(yi)  —  Wo  (y.,)  —  w„(7,)  —  Ao) 

im  i'iuikte  ^  =  6'  einen  nichtverscliwindcndcn  Wcrth  [wie  aus  (1)'.) 
folgt].  Sie  subordinirt  sich  also  dem  Tlieorem  pg.  333,  und  besitzt 
daher  drei  elementare  Nullpunkte.  Dies  aber  steht  im  Widerspruch 
mit  der  Thatsache,  dass  die  Function  F{s)  in  den  vier  Punkten  y, 
Vij  7-11  Vi  '^^  Nu^l  \s'u$^  [wie  solches  unmittelbar  aus  (D.)  sich  er- 
giebt].  Die  Annahme  dieses  IV.  Falles  führt  also  zu  einem  Wider- 
spruch.    Folglich  ist  der  IV.  Fall  uumögUch. 

V.  Fall.  —  Alsdann  ist,  nach  (9.),  O3  stets  =  0,  d.  i. 

(E.)         ^  (      ^^^  (*~)  +  ^'^  (^1)  +  '"'^('•^^  +  ^^"(^^)  ^  stets  =  0. 

V-  Wo  (t)  -  Wo  it,)  -  Wo  {Q  -  Wo  {Q  -  AJ 

Sind  nun  B^,  B.,,  B.^  willkürlich  gewählte  Constanten,  so  wird  man 
die  acht  Funkte  2,  s^,  ^2,  z.^,  l,  t,^,  ti,  li  [zufolge  des  Satzes  (3.)] 
stets  so  placiren  können,  dass  sie,  in  Verbindung  mit  den  gegebe- 
nen Constanten  A^,  A.,,  A.^,  den  Formeln  entsprechen: 

^  ^     ^  I  Wa(^)  +  W„(^;i)  +  Wo (5',)  -f  Wo{2,) 

1-  WoCO  -  Wo(e,)  -  W„(y  -   W4Q 

wodurch  die  Formel  (E.),  [vgl.  (25.),  (26.)  pg.  330],  übergeht  in: 

'       'S- (jBo)  stets  =  0; 

was  nicht  DiögltcU  ist,  weil  B^,  B.,,  B.^  ganz  willldlrlich  gewühlte 
Constanten  vorstellen.  Der  V.  Fall  führt  also  zu  einem  Wider- 
spruch, und  ist  daher  unmöijlicli. 

Von  den  fünf  Fällen,  die  aufGruud  unserer  Voraussetzung  (4.): 

^(A.)  =  0 

discutirt  sind,  und  die  zusammengenommen  alle  iiberh(uq)t  dcnlibaren 
Fälle  erschöpfen  j   haben  sich  also  die   beiden   letzten  als  unmöglich 
herausgestellt,  während  die  drei  ersten  zu  den  Formeln  (AA.),  (BB.), 
(CC.)  hinführten: 
(AA.)  A„  =  y^airf)  +  Wo(»2')7 

(BB.)  ^^  =  Wo(Ci)-f  wo(^), 

(CC.)  ^^  =  Wo(cO+w  {c,). 

Demgemäss  gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 


Thetafiinctionen,  deren  Argumente  Abelsche  Integrale  sind.  343 

Entsprechen  drei  Constanten  Ay,  A^,  A^  der  Bedingung  %-{Aa)  =  '<), 
so  können  dieselben  stets  in  folgender   Weise  dargestellt  iverden; 
(10.)  Aa  ~  w„(c)  +  w„(6''),     0  =  1,  2,  3, 

ivo  c  lind  c'  passend  zu  wählende  Funkte  vorstellen.  , 

§  8. 
Allgemeine  Sätze  über  die  Thetafunctionen. 

Dass  die  iii  den  beiden  vorhergehenden  Paragraphen  erhaltenen 
Resultate  sofort  auf  den  Fall  eines  beliebigen  p  übertragbar  sind, 
unterliegt  keinem  Zweifel.  Man  gelangt  iu  solcher  Weise,  von  (2.) 
und  (10.)  aus,  zu  folgenden  Sätzen: 

Erster  Satz.  —  Entsprechen  die  Constanten  A^,  A2,  .  . .  Ap  der 
Bedingung 

(11.)  ^(A)=:|=0, 

SO  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form: 

Aa^  —  Wa(c)  +  Wa(cJ   +  W a{c.,)   .   .   .   +  Wa(Cp), 

6  =  1, 2, ...p; 
wo  von  den  Punkten  c,  c^,  c.2,  .  .  .  Cp  der  erste  ad  libitum  geivählt 
werden  darf. 

Zweiter  Satz.  —  Entsprechen  die  Constanten  A^,  A^,  .  .  .  Ap  der 
Bedingung 

(12.)  ^(^a)=0, 

SO  sind  dieselben  stets  darstellbar  in  der  Form: 

Aa  ^  w„(cj  +  w„(c,,)  .  . .  +  Wa(c^_l), 

IVO  Cj,  C2,  ...  Cp—x  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen. 

Wir  gehen  über  zur  Begründung  zweier  verwandter  Sätze.  Sind 
2)  Constanten  A^,  A.,,  .  .  .  Ap  beliebig  gegeben,  so  sind  nur  zwei 
Fälle  denkbar.  Entweder  nämlich  wird  die  mit  diesen  Constanten 
behaftete  Function 

F{z)=&{Waiz)   -Aa) 

identisch  Null  sein,   für  jedwedes  z.     Oder  sie  wird  nicht  identisch 
Null  sein. 

Ist,  um  mit  dem  letztern  Fall  zu  beginnen,  die  Function  F{z) 
nicht  identisch  Null,  so  wird  dieselbe  dem  Theorem  pg.  333  sich  sub- 
ordiniren,  mithin  im  Ganzen  p  elementare  Nullpunkte:  c^,  c^,  ...  Cp 
besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

(«.)  ^a  =  Wff(cJ  +  Wff(C2)  .  .  .  -f-  Wff(Cp). 
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Ist  andererseits  die  Function  F(/)  identisch  Null,  so  wird,  falls 
mau  unter  ^^)  irgend  welche  feste  Lage  des  Punktes  s  versteht,  stets 
die  Gleichung  stattfinden: 

^(wa(ro)  -  Ä„)  =  0, 
mithin  auch  die  Gleichung: 

&{.L  -  w„(^J)  =  0. 
Hieraus  aher  folgt  durch  Anwendung  des  Satzes  (12.): 

iß)  Aa   —  Wa(^o)  ^  W„(Ci)  +   VfoiC-i)   •  •  •    +   W„(c^_i), 

WO  Cj,  c, ,  ...  Cp-i  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen. 

Diese  Formebi  (a.)  und  (/3.)  führen  respective  zu  folgenden 
beiden  Sätzen: 

Dritter  Satz,  —  Sind  die  Constanten  A^,  A.^,  . . .  Ap  von  solcher 
Bescliajfenlieit,  dass  die  Function 
(13.)  F(0)  =  ^(w,(^)-X) 

nicht  identisch  Nidl  ist,  so  sind  dieselben  stets  in  folgender  Form  dar- 
stellbar: 

Aa  ^  Wa(Ci)  +  WaCc,,)  .  .  .   +  W„(Cp), 

6=  l,2,...p, 

wo  Ci,  C.2,  ...  Cj,  passend  zu  ivühlende  Punkte  vorstellen. 

Vierter  Satz.  —  Sind  die  Constanten  A^,  A.^,  .  .  .  Ap  von  solcher 
BescJiaffenhcit ,  dass  die  Function 
(14.)  F(^)  =  '9-(vv„(,s)  — A) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  s,  so  sind  dieselben  durch  die 
Formeln  ausdrücJdjar  : 

Ao  ^  Wo  (Ci)  +  Wo  (Cg)  .  .  .  +  Wo(Cp), 

(?  =  l,2,...i), 

tvo  einer  der  Punlcte  Ci,  c^,  ...  Cp  ad  libitum  getvählt  werden  darf; 
so  dass  also  unendlich  viele  diesen  p  Formeln  entsprechende  Punkt- 
systeme Cj ,  Cj ,  .  .  .  c-p  existiren  iverden. 

Sind  also  z,  B.  irgend  welche  feste  Punkte  a^,  «^,  .  .  .  Up  ge- 
geben, von  solcher  Lage,  dass  die  Function 

(15.)  Fiz)  =  -9-  (w„(0)  —  [w„(«,)  +  w„(a2)  .  .  .  +  w„(a,,)]) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  z,  so  wird  stets  ein  zweites  Punkt- 
system /3,,  ß.,,  .  .  ■  ßp  existiren,  welches  zu  jenem  ersten  «,,  a.^,, .  .  .  Up 
in  der  Beziehung  steht: 
(16.)      Wo(ai)  -f  Wa{cCo)  .  .  .  +  yfa{ccp)  =  w„(/3j  +  w„  iß,,)  .  .  .  +  vroißp). 
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Dass  dieses  zweite  Punktsystem  so  gewählt  werden  kann ,  dass  es 
von  dem  ersten  verschieden  ist,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Denn 
zufolge  des  letzten  Satzes  darf  einer  der  Punkte  ß^,  ß^,  .  .  .  ßp  ad 
lihitum  gewählt  werden. 

Hieraus  aber  folgt  [unter  Anwendung  des  Satzes  (15.)  pg.  284] 
sofort,  dass  die  Determinante 
(17.)  A («,,«„  .  ..Up) 

=  0  ist.  Setzt  man  also  nachträglich  c^,  c.^,  .  .  .  Cp  für  a^,  a^,  .  .  .  n^, 
so  gelangt  mau  zu  folgendem  Resultat: 

Fünfter  Satz.  —  Sind  irgend  ivelche  festen  PiinJäe  c^,  c^,  . .  .  Cp 
(jegeben,  von  solcher  Lage,  dass  die  Function 

F{z)  =  ^{w„(ß)  -  [wa(c,)  +  w„(c,)  .  .  .  +  w„(c^)]) 
identisch  verschwindet,  für  jedwedes  z,  so  ivird  die  Determinante 
(18.)  t.{c„c^,...Cp) 

nothwendig  =  0  sein. 

An  diesen  letzten   Satz    schliessen   sich   weitere  Ueberlegungen 
an.     Sind  nämlich  die  festen  Punkte  c^,  Cg,  .  .  .  Cp  so  gewählt,  dass 
die  Determinante 
(Ä.)  A{c„c,,...Cp)=\=0 

ist,  so  Icann  die  Function 
I  H.j  F{z)  =  &{w,(z)  -  [w„(cj  +  w,  (c,)  .  .  .  +  w„{cp)\) 

niemals  identisch  verschivinden]  denn  sonst  müsste  [zufolge  des  vor- 
hergehenden SatzesJ  A  (Cj,  Cg,  .  .  .  Cp)  ==  0  sein,  was  der  gegenwär- 
tigen Voraussetzung  (A.)  widerspricht.  Die  Function  F{z)  wird 
daher  dem  Theorem  pg.  333  sich  subordiniren,  mithin  p  elementare 
Nullpunkte  rji,  %,  .  .  .  rjp  besitzen,  welche  den  Formeln  entsprechen: 

(C.)         y^oiril)  +  "^o  (V2)  •  •  •  +  W<t(%j)  =  Wa(Cj)  +  Wo(c^)  .  .  .  +  ^aiCp). 

Und  hieraus  folgt  sofort,  dass  rj^^,  rjo,  ...  r]p  mit  c^,  c.2,  .  .  .  Cp  iden- 
tisch sind.  Denn  wären  diese  Punktsysteme  von  einander  verschie- 
den, so  würde  aus  den  Formeln  (C),  [unter  Anwendung  des  Satzes  (15.) 
pg.  284],  folgen,  dass  A(ci,  Cg,  .  .  .  Cp)  =  0  sei,  was  der  gegenwär- 
tigen Voraussetzung  (A.)  widerspricht. 

Alles  zusammengefasst,  gelangen  wir  daher  zu  folgendem  ein- 
fachen und  wichtigen  Resultat: 

Sechster  Satz.  —  Sind  irgend  ivelche  festen  Fiuikte  c^,  c.^,  .  .  .  Cp 
gegeben,  von  solcher  Lage,  dass 
(19.)  A(6-.,c„...c^)4=0 

ist,  so  wird  die  Function 
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(20.)  t\^  =  d-  {xv„{z)  -  [w„(cO  +  yy„ic,)  .  .  .  +  w„(c,.)J) 

niemals  identisch  verschivinden.  Und  gleichzeitig  werden  alsdann 
die  p  Xidlpunlie  dieser  Function  durch  Ci,  c.^,  ...  Cp  dargestellt  sein. 
Entsprechen  also  Cj,  C2,  ...  Cp  der  Voraussetzung  (19.),  so  wird 
z.  B.  d-  {—  [w,t(c,)  +  w„(c.2)  .  . .  +  w„(cp_i)])  nothtvendig  =  0  sein, 
mithin 
(21.)  ^  (w„(q.)  +  w„(c,)  .  .  .  +  w„(c^_0) 

ebenfalls  =  0  sem. 

§  0. 

Fortsetzung.     Aufstellung  zweier  sehr  allgemeiner  und  einfacher 

Theoreme. 

Bevor  wir  weiter   gehen,   sind  zuvörderst   die  schon   mehrfach 
discutirten  Determinanten  [vgl.  pg.  253  und  pg.  280]: 

Wi'(Cl)       <(C2)  •  •  •       vv/(Cp) 

V(Ci)         WgXCg)...         W2'(Cp) 


(«.) 


^(Ci,C2,...C^)  = 


W/(C,)         W/(C2)...        w/(Cp) 


und 


(/3.) 


A(ci,C2,...Cp)  --= 


W,(C,)         W,(C2).. 


.(^0 


.(c,)... 


■2(Cp) 


W^(Ci)         Wp(C2) 


yfp{cp) 


(y-) 


einer  weiteren  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Da  Wa'(*)  zur  Ab- 
kürzung    steht    für  —-5 — ,    so    wird    [vgl.  (f.)    pg.  280]    das    w„(c) 

stets  identisch  mit  w„'(c)  sein,  falls  nur  c  weder  einen  Windungs- 
punkt von  9t,  noch  auch  einen  der  in  91  bei  0  =  <x>  liegenden 
Punkte  vorstellt.  Und  demgemäss  wird,  so  lange  die  7)  Punkte 
Cj,  C2,  .  .  .  Cp  dieser  Restrictiou  unterliegen,  auch  die  Gleichung  statt- 
finden: 

A  (c,,  c,„  ...Cp)  =  n  (Ci,  c.,,...  Cp). 

Hieraus  aber  folgt,  dass  der  auf  pg.  255  für  D  gefundene  Satz 
ohne  Weiteres  auf  die  Determinante  A  übertragbar  ist;  wodurch 
man  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Repräsentirt  @  irgend  einen  Theil  der  Fläche  9?,  und  setzt 
man  voraus,  dass  dieser  Flächentheil  (3  frei  sei  von  den  Polen  der 
Functionen 
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vfa(z),    a  =  1,2,. .  .p, 

ferner  frei  sei  von  den  Winduugspunkten  der  Fläche  'Si,  sowie  auch 

von  den  in  llK  bei  2  =  00   liegenden  Punkten,  so  sind  innerhalb  @ 

stets  p   Punkte  q,  c.^,  .  .  .  Cp  angebbar,  für  welche 
^d.)  A(t',,c,,  ...c>)=|=0 

ist.     Auch  wird  man  alsdann  auf  @  um  die  Punkte  c\,  c^,, .  •  .  Cp  (als 

Centra)  Kreislinien  von  solcher  Kleinheit  beschreiben   können,  dass 

die  Determinante 
(s.)  A  {Zi,  Z2,  ■  •  '  ^p)  stets  =1=  0 

bleibt,   welche  Bewegung   man  den   Punkten  s^,  z^,  .  . .  Sp  innerhalb 

jener  p  Kreislinien  auch  zuertheilen  mag. 

Denkt    man    sich   also    diese    Punkte  Cj,  c,,  ...  Cp  nebst    ihren 

Kreislinien    wirklich    construirt,    so    gilt    für    alle    innerhalb    dieser 

Kreise  liegenden  Punkte  z-^^,  z^,  .  .  .  Zp  die  Formel  (f.),  und  folglich, 

nach  Satz  (21.),  auch  die  Formel: 

(t)  ^  (Wa(^l)  +  W„(^2)  .  .  .  +  V^niZp-x))  =  0. 

Die  hier  auftretende,  von  z^,  z^,  .  .  .  Zp—x  abhängende  Function 

ist  aber,  so  lange  diese  Variablen  innerhalb  Süab  bleiben,  durchweg 
eindeutig  und  stetig.  Aus  ihrem  Nullsein  innerhalb  jener  Kreise 
folgt  daher  [mittelst  des  Satzes  (1.)  pg.  101],  dass  sie  auf  '^ab  cdl- 
ent/icdben  =  0  ist,  mithin  auch  auf  'Si  selber.  Man  gelangt  somit 
zu  folgendem  einfachen  Satz: 

Theorem.  —  Der  ÄiisdrucJc: 
(22.)  #  ( Wo  (^0  +  w.  (z,) .  . .  +  w,  (zp-,)) 

ist  stets  =0,  iveJche  Lage  man  den  p —  1  FtinJäen  z^,  z^,  . .  .  Zp-i 
auf  der  Fläche  üt  auch  zuertheilen  mag.  Diesem  Theorem  kann 
sofort  folgender  Zusatz  beigefügt  werden: 

Zusatz.  —  MarJcirt  man  auf  '^  im  Ganzen  (p  —  2)  feste  Funlcte 
Ci,  C2, . .  .  Cp-.2  von  ganz  willkiirliclier  Lage,  und  setzt  man 

(23.)  Go  =  —  [w„(ci)  +  w,(c,)  .  .  .  +  Wa(c^_2)], 

so  ivird  die  mit  diesen  Constanten   Gy,  G^t  ■  •  -  ^p   Miaftete  Function 

F{z)  =  »{w,{z)-Ga) 

identisch  verschwinden,  nämlich  ==  0  sein,  ivelche  Lage  man  dem 
Funlde  z  auf  der  Fläche  ^  aucli  zuertheilen  mag.  Hiermit  aber 
ist  die  zu  Anfang  des  fünften  Paragraphs  [pg.  333]  ausgesprochene 
Behauptung  als  richtig  constatirt. 
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Ferner  gewährt  das  Theorem  (22.)  die  Mittel  zur  Vervollstäii- 
diguDg  des  frühereu  Theorems  pg.  333,  wie  sogleich  gezeigt 
werden  soll. 

Es  seien  G^,  G.>,  .  .  .  Gp  gegebene  Constanten  von  solcher  Be- 
schaffeuheit,  dass  die  Function 

(A.)  F(0)  =  ^{^7,(2)  -  G„) 

nicht  identisch  verschwindet.  Die  Function  F{z)  besitzt  alsdann, 
zufolge  des  Theorems  pg.  333,  j)  elementare  Nullpunkte  rji,  iq.^, 
.  .  .  r]p-^  und  diese  genügen  den  Formeln: 

(^•)  G„  =  WaC^Ji)  +  yfai%)  •  •  •  +  "^rrOlp)- 

Leicht  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  ausser  diesen  Nullpunkten 
7/i,  tj.,,  .  .  .  y]p  kein  weiteres  die  Formeln  (B.)  befriedigendes  Punkt- 
system H^,  H2,  •  .  .  Hj3  existiren  kann.  Denn  existirte  ein  solches, 
fänden  also  die  Formeln  statt: 

•     Ga  =  w^(H,)  +  w„(H2)  .  . .  +  w,(H^), 
so  würde  die  Function  F(2),  falls   man  diese  Werthe  der  G„  sub- 
stituirt,  die  Gestalt  annehmen  [vgl.  (33.)  pg.  331]: 

F{z)  .=  E  •  ^(w„(.-)  -  [w„(H,)  +  w„(H,)  .  .  .  +  w<,(H^)]), 
wo  E  einen  endlichen  und  nicht  verschwindenden  Factor  vorstellt. 
Zufolge  des  Theorems  (22.)  müsste  daher  F{2)  z.  B.  verschwinden 
für  -4'  =  Hl,  ebenso  für  ^  =  H^,  u.  s.  f.  Dies  aber  widerspricht  der 
von  uns  in  (A.)  gemachten  Voraussetzung,  dass  F(s)  nicht  identisch 
verschwinden  solle.  Denn  zufolge  dieser  Voraussetzung  kann  F{z), 
ausser  den  p  Nullpunkten  i^j,  ^l^,  •  ■  •  'flp,  keine  weiteren  Nullpunkte 
besitzen  [Theorem  pg.  333].  Wir  gelangen  somit  zu  folgendem 
Resultat: 

Theorem.  —  Sind  die  Constanten  G^,  G^, . .  .  Gp  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  die  Function 
(24.)  F{z)  =  ^{v,,{z)-G„) 

nicht  identisch  verschwindet,  so  existirt  stets  ein,  und  immer  nur  ein 
ein  zig  CS  den  Bedingungen 

G„  =  Wa(i?i)  +  ^o{n-^  . . .  +  Wa (??/,) 
entsprechendes  Piinltsyston  7;,,  rj.^,  .  .  .  tJjj. 

Dieses  so  bestimmte  Bunktsystem  repräsentirt  die  p  Nidlpunkte 
der  Function  F{z). 

Die  im  achten  Paragraph  erhaltenen  Resultate  lassen  .sich 
mittelst  der  Theoreme  (22.)  und  (24.)  wesentlich  erweitern  und  ver- 
vollständigen.    So  z.  B.  ergiebt  sich  der 
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Satz.  —  Entsprechen  irgend  ivelclie  Constanten  A^,  A.^y .  . .  Ap  der 
Bedingung : 
(25.)  -9-  {Aa)  =  0, 

so  sind  dieselben  stets  in  der  Form  darstellbar: 

Aa  —  W„(C,)  +  W„(C.)  .  .  .  +  W„(C,,_,), 

wo  c^,  c.^,  . . .  Cp—i  passend  zu  wählende  Punkte  repräsentiren.  Und 
versteht  man,  umgehehrt,  unter  A^,  A.,, . .  .  Ap  irgend  ivelche  Grössen, 
die  der  Darstellung  (26.)  fähig  sind,  so  irerden  dieselben  stets  der  Be- 
dingung (25.)  Geniige  leisten.  In  der  That  ist  der  erste  Theil  dieses 
Satzes  mir  eine  Wiederholung  des  zweiten  Satzes  pg.  343;  während 
der  zweite  Theil  direct  aus  dem  Theorem  (22.)  sieh  ei'giebt. 
Setzt  man  ferner 

(«.)  A„   =  W„(Ci)  +  Waic^)  .  .  .  +  W„(Cp_i), 

WO  Cj,  c.^, .  .  .  Cp—i  willkürlich  gewählte  Punkte  vorstellen,  so  ist  nach 
dem  Theorem  (22.):  ^{Aa)  =  0,  mithin: 

%•  (—  Aa)  ebenfalls  =  0. 

Hieraus  aber  folgt,  mittelst  des  Satzes  (25.),  (26.),  dass  die 
Coustanten  ( —  A^,  ( —  A.^,  .  .  .  ( —  Ap)  in  die  Form  versetzbar  sind: 

{ß)  —  A  ^^  W,i(fZi)  +  Wa(f72)  •  •  •  +  Wff(f^P-l); 

WO  f/j,  d^,  .  .  .  dp—i  passend  zu  wählende  Punkte  vorstellen;  so  dass 
man  also  schliesslich  durch  Addition  der  Formeln  (a.),  (ß.)  zu  fol- 
gendem Resultat  gelangt: 

Satz.  —  Sind  {p  —  1)  Punkte  Cj,  c^,  ...  Cp—i  beliebig  gegeben, 
so  iverden  stets  {jp  —  1)  andere  Punkte  d^,  d.^, .  .  .  dp—i  existiren,  die 
zu  jenen  in  der  Beziehung  stehen: 

[ Wa  (q)  +  Wff  (C2)  . . .  +  Wa  (Cp-l)]  +  [^a  (ß^)  +  W „  (f?,)  . . .  +  W^  (f/^-l)]  =  0, 

(2'-)  .=  1,2,...,.. 

Es  sei  ferner  a^,  a.^,  . .  .  ap  irgend  ein  Niveaupunktsystem  einer 
auf  ^  regulären  Function  ^*"  Ordnung  f{z),  und  ß^  ein  auf  ^tH  will- 
kürlieh markirter  Punkt.  Alsdann  werden  stets  {p  —  1)  andere 
Punkte  ß^,  ß^,  ■  .  .  ßp  existiren,  welche  mit  /3^  zusammengenommen 
ein  zweites  Niveaupunktsystem  von  f(z)  repräsentiren;  so  dass  also 
[zufolge  des  Theorems  (A.)  pg.  277]  die  Relationen  stattfinden: 
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(1.  i.  die  Relationen: 


^o(ß^)  -  2l^  w«(a,)  -.  -  I  vv„(/i,)  +  w.(AO  •  •  •  +  Mßj)\, 


ö  =  1,  2,  .  .  .  ;). 
Hieraus  aber  folgt  mittelst  des  Theorems  (22.)  sofort: 

J  =  p 


^{y^oiß,)  -^^^^w„(a,))  =  0. 


Beachtet  man  also,  dass  /3j  unUkürlicli  raarkirt  wurde,  so  gelangt 
man  zu  folgendem 

Satz.    —    Repräsoitircn    «j,   a.,,  .  .  .  Up  irgend   ein    NiveaupunM- 
system   einer   auf  9?  regulären  Function  p*®""    Ordnung^   so   wird  die 
Function 
(28.)  F{£)  =  &  (w„(^)  -  [w,(«,)  +  wa(a,)  .  .  .  +  Wo  («,,)]) 

identisch  versclnrindeu ,  nändich  Null  sein  für  jedwede  Lage  des 
PunJites  z. 

In  analoger  Weise  ergiebt  sich,  wie  leicht  zu  übersehen,  für 
die  Functionen  (^p  —  1  )*'"'■  Ordnung  ein  analoger  Satz,  nämlich  fol- 
gender 

Satz.  —  lieprüsentiren  a^,  a.,,  .  .  .  a^;_i  ein  NiveauptinJctsgstem 
einer  aufSi  regulären  Function  (j)  —  1  )''"'■  (h-d)iu)u/,  so  ivird  die  Function 

(29.)     Fiz,  e)  =  '^  (w„(.-)  -  ^vJt)  -  |w„(«J  -f  w.  («,)  .  .  .  +  w„(a,,_i)]) 

identisch  verschwinden,  nämlich  Null  sein  für  jedivcde  Lage  der 
beiden  Funlite  z  und  %. 

Desgleichen  ergiebt  sich  für  reguläre  Functionen  (^  —  2)*®' 
Ordnung  folgender 

Satz.  —  Vicpräscntiren  a, ,  «o,  -..  «;j— 2  ein  Niveaupunldsystem 
einer  auf  Üt  regulären  Function  {p  —  2)'^'"  Ordnung,  so  wird  die  Function 

(30.)  i^X^,U.)=^f      w.(.)-w„(e)-w.(e.)  X 

^      ^  ^  '        '^  \-  [w,>(«i)  +  w,.(«J  .  .  .  +  w,,(a,,_,)]; 

identisch  verschwinden,  nämlich  Null  sein    für  jedwede  Lage  der 
Funlite  z,  t,  und  i,^. 
U.  s.  w.    U.  s.  w. 

§  10. 
Vorläufige   Bemerkungen    über    das    Jacobi'sche  Umkehrproblem. 

Auf  der  Fläche  9i  mögen  p  feste  Funlctc  e^,  c^,  .  .  ■  Cp  und  p 
heivegliche    PunJcte   ^, ,  z.^,   ...  Zp    gedacht    werden.     Diese    letzteren 
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mögen  mit  den  conqdexen   Variablen  Uy,   U2,  .  .  •  Up  verbunden  sein 
durch  die  Gleichungen: 

z,  i»  'p 

fdwy  +  fdw,  ...-\-Jdvfy=  l\, 

c,  Co  c 

p 

z 

Z,  2j  p 

(1.)  J dw.2 -\- J  dw.;^  ...-{-  f  dw,  =  U.,, 


J  dWj,  +  J  dwp  .  .  .  +  J  dy!p  =  Uj/^ 

]' 
und  zwar  sollen  in  diesen  Formeln  je  p  ühcreinando'stehende  In- 
tegrale ein  und  dieselbe  Integrationscurve  besitzen;  so  dass  also  im 
Ganzen  nur  p  Integrationscurven  sich  vorfinden,  die  erste  auf  belie- 
bigem Wege  gehend  von  c^  nach  z^,  ebenso  die  zweite  von  c,  nach 
z.,,  u.  s.  f.,  endlich  die  letzte  von  c^  nach  Zp.  Diese  p  Curven  sind, 
was  ihren  Verlauf  auf  der  gegebenen  Fläche  'Si  betrifft,  völlig  will- 
Idiiiich  und  von  einander  unabhängig  zu  denken. 

Es  sollest  nun,  wenn  c^,  c^,  ...  Cp  gegeben   sind,  die  variablen 

^2X  Pwdite  Zy,  z.),  ...  Zp  als  Functionen  der  variablen  Grössen   Uy,  U^, 

.  .  .  Lp  dargestellt  tverden.  So  lautet  das  Jacob i' sehe  TJ mlceJir pr oblem. 

Man  kann  übrigens  dieses  Problem,  seiner  äusseren  Form  nach, 
mehrfach  ändern,  so  z.  B.  dadurch,  dass  man  statt  der  Integrale 
die  eindeutigen  w's  einführt.  Für  die  Integrale  der  /i^°  Vertikal- 
reihe gelten,  in  dieser  Beziehung,  die  Formeln: 

z 

h 
J(Zw,  =  w,(0,)  -  w,(c/,)  +  ^A^'^^^'  +  iV'&ii  +  W%i  ■■■  +  ^V'^^i, 

c 
h 

'h 

(3.)    Jd^x,=-^y,{zn)  -  ^y,{c,,)  +  M^'^ni  +  N,m,,  +  N^'^b,, ...  +  Ky-n>,„ 


Jdwp  =  wp(z„)  -  wp{c,)  +  M/'^ni-i-  N,mip  +  N,m2p...-i- Np^j^p, 

wo  die  ]\P'\  iV^'''  unbekannte  ganze  Zahlen  sind,  deren  Werthe  von 
dem  Verlauf  der  Integrationscurve  C/,  .  .  .  Zn  abhängen.  [Vgl.  (Y. ), 
(Y,.)  pg.  293]. 
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Substituirt  man  mm  die  Ausdrücke  (3.)  in  die  Formeln  (1.) 
des  Jacobi'scbeu  Problems,  und  bedient  man  sich  dabei  zur  Ab- 
kürzung des  Zeiclieus  ^=z  [vgl.  (30.)  pg.  330],  so  erhält  man: 

Wx  (^-i)  +  W,  (^,)  .  .  .  H-  W,  (..„)      ^    [W,  (Cj  +   NV,  (C,)  .  .  .  +  W,  (.,)  1  +   U, , 

(-^•)  M^i)  +  w,(^,)  .  .  .  -f  M^p)  -  [w.(c,)  +  w,(c,)  . . .  +  w,(c,j]  +  a, 

Wp(^,)   +  Wp(^,)  .  .  .  +  W^(^;,)  ^  [W/,(^,)  +  Wp(^,)  .  .  .  +  ^^P  {^',)\  +   ^>  . 

7)rtÄ  JacoMsche  Umicehrprohlcm  hcstcht  also  darin,  die  diesen  Formeln 
(4.)  entsprechenden  PiinMe  ,?,,  .?.,,  . . .  Zp  m  ermitteln,  falls  die  rechten 
Seiten  der  Formeln  [nümlich  <?,,  c.,,  ...  Cj,  und  Ui,  Jl^,  .  .  .  Up]  ge- 
sehen sind. 

Bezeichnet  man  daher  diese  gegebenen  rechten  Seiten  kurzweg 
mit  Vi,  V^,  .  .  .  Vp,  so  kann  man  das  Problem  einfacher  so  aus- 
sprechen: 

Es  sollen ,  falls  p  Grössen  F, ,  Fg ,  ...  Vp  in  heliehiyer  Weise 
(fegehen  sind,  auf  der  Fläche  91  p  Punkte  z^,  z.^,  ...  z^,  ermittelt 
werden,  die  den  Formeln  entsprechen: 

wi(^i)  +  w,(0,)  . . .  +  wi{zp)  =  F,, 
(5.)  ^^{z^)  -f  WgC^a)  •  •  •  +  w,(^;,)  =  Fa, 


Wy/^l)    +    ^p{Z.;)   .   .   .    +    \Wp{Zj)   =    Vp. 

Dass  ein  diesen  Anforderungen  entsprechendes  Punktsystem 
z^,  Z.2,  ...  Zp  stets  existirt;  folgt  unmittelbar  aus  dem  dritten  und 
vierten  Satz  pg.  344.  Zugleich  ergiebt  sich  dabei,  dass  je  nach  den 
aiigcnhlicl'liclien  Werthen  von  V^,  V^,  . . .  Vp  zivei  Fälle  zu  unter- 
scheiden sind.  Denken  wir  uns  nämlich  (des  bequemeren  Aus- 
druckes willen)  die  augenblicklichen  Werthe  der  Variablen  V^,  V^, 
.  . .  Vp  fixirt,  die  Variablen  also  in  ein  System  von  Constante^i  ver- 
wandelt, so  werden  diese  Constanten   Fj,   F,,  ...   Vp 

entiveder  von  solcher  Beschaffenheit  sein,  dass  die  Function 

F{z)  =  ^{y^,>{z)-  F„) 

identisch  verschwindet,  für  jedwedes  z.  Alsdann  existiren  nach  dem 
vierten  Satz  pg.  344  unendlich  viele  den  Formeln  (5.)  entsprechende 
Punktsysteme  Zi,  z.^,  ...  Zp,  der  Art,  dass  man  einen  dieser  Punkte 
willhdrlich  wählen  darf. 

Oder  aber:  Jene  Constanten  F^,  V^,  .  . .  Vp  sind  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  die  Function  F{z)  nicht  identisch  verschwindet. 
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Alsdann  existirt  nach  dem  Theorem  pg.  348  nur  ein  emsiges  den 
Formeln  (5.)  entsprechendes  Punktsystem  z^,  z.^,  .  .  .  Sp.  Auch  wird 
dieses  eine  System  alsdann,  zufolge  des  genannten  Theorems,  nichts 
anderes  sein,  als  das  Nnllpunktsystem  der  Function  F{z). 

Dieser  zweite  Fall  ist  offenbar  der  im  Allgemeinen  stattfindende, 
und  der  erste  nur  ein  Ausnahmefall.    Denio-emäss  kann  man  sascen: 

Das  JdCohi'scJie  Umkehjjrohlem  hesteht  im  Allgemeinen  in  der 
(6.)  Auffindung  der  p  elementaren  NidlpunMc  der  mit  p  gegebenen  Con- 
stanten   V^,   Fo,  ...    Vp  hrJiaffefen   Function  d' {w„{z)  —  1',). 
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Vierzehntes  Oapitel. 
Die  lluikelii'iiiii::  dev  liyperelliptisclieii  Integrale  erster  Gattung. 

Will  man  die  allgemeine  Riemann'sche  Theorie  auf  das  Um- 
kehrproblom  der  hypereUiptischen  Integrale  anwenden,  so  handelt  es 
sich  dabei  im  Wesentlichen  nur  nm  die  wirkliche  Berechnung  der 
in  den  betreft'enden  Normalintegralon  vorhandenen  additiven  Con- 
stanten.  Diese  sind  im  Sinne  der  Riemann'schen  Theorie  zu  fixiren, 
also  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die  betreffenden  Ä^'s  [vgl.  den  Satz 
pg.  329]  vcrscUiüinden. 

Eine  derartige  Bestimmung  der  in  Rede  stehenden  additiven 
Constanten  wurde  bereits  im  Jahre  1863  von  mir  ausgeführt*), 
mittelst  einer  Methode,  die  in  der  ersten  Auflage  dieses  Werkes 
von  Neuem  und  mehr  in  extenso  dargelegt  ist.  Auch  in  der  gegen- 
wärtigen stveiten  Auflage  werde  ich  an  der  dort  gegebeneu  Methode 
festhalten,  dieselbe  aber  tvesentlicli  vereinfachen*'^). 

§   !■ 
Die  hyperelliptischen  Integrale  erster  Gattung.     Die  betreffenden 

Nornialintegrale. 

Es  sei: 
(1.)  f{,)  =  (^  -  r/,)  {z  -  h,)  {z  -  g.;)  {z  -  Ä,)  .  .  .  (r  -  ^^^+0  (.  -  /.,+x), 
wo  die  g,  h   beliebig  gegebene   complexe   Constanten   vorstellen,   die 
jedoch  alle  von  einander  verschieden  sein  sollen;  ferner  sei: 

^^•^  s  =  Vf{^). 

Diese  letztere  Function  ist  alsdann  [Satz  (13.)  pg.  83]  eindeutig 
ausbreitbar  auf  einer  ziveihJättrigen  Rieniaini'scheu  Kugelfläche  9^, 
die    {2p  -}-  2)    Windungspunkte   g^,  li^,  g.,,  Il^,  .  .  .  g^+i,  /'y^  +  i   ""*^^ 


*)  Neumann:  Die  T'mleltriaig  der  AheTschen  IntrgraU,    Halle,   im  Verlag 
der  Buchhandlung  des  Waisenhauses.     l«()3. 

**)  Man  findet  die  definitive   Bestimmung  jener   additiven   Constanten   in 
(40.)  pg.  867.     Dieselben  sind  dort  mit  ?^"'  bezeichnet. 
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(P 'h  ^)  Uebergaugslinit'ii  (Ji^y,  (jji.,,  .  .  .  c/j,^ihpj^i  besitzt.  Auch 
ist  sie  auf  dieser  Fläche  9i  überall  stetig,  bis  auf  zwei  bei  ,?  =  oo 
liegende  Pole.  Sie  ist  also  eine  auf  9fi  reguläre  Function.  [Vgl.  die 
Definition  pg.  117.]  Ueberdies  besitzt  sie  in  je  zwei  übereinan- 
(3.)  derliegenden  Punkten  der  Fläche  'tÜ  entgegengesetzte  Werthe  [vgl. 
pg.  80— «4J. 

Bemerkung.  —    Sind   N  und   K  die   Grandzahlen   der  Fläche  di  und 
der  zugehörigen  punktirten  Fläche  3t,  so  ist  nach  pg.  181  und  186: 

K  =  2p  -\-  1     und     N  =  ij). 

Demgeraäss  ist  [vgl.  pg.  186]  SR  {2p  -f-  ^)-fach  und  3i  selber  2p-fach 
zusammenliängend.  —  Die  Fläche  3i  kann  durch  gewisse  Schnitte  a^,  b.^, 
c^,  von  denen  die  (dem  Fall  p  =  3  entsprechende)  Figur  pg.  179  eine 
deutliche  Vorstellung  giebt,  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ver- 
wandelt werden.  Hinsichtlich  jener  Schnitte  mögen  die  Bezeichnungen 
9i^^,  31^,  3t^j,  3i^,^.  die  früher  festgesetzten  Bedeutungen  haben  [vgl.  die 
Bemerkung  pg.  185]. 

Da   nun   5    eine    auf   9i    reguläre    Function    vorstellt,    so    wird 
[Satz  pg.  113]  jeder  Ausdruck  von  der  Form 
(4.)  (p  =  Ratf.  (s,  z) 

wiederum  eine  auf  M  reguläre  Function  sein.  Alle  Integrale  von 
der  Form 

(5.)  J(p  dz  =  /Ratf.  (s,  z)  ■  dz 

sind  daher  ^feersche  Integrale  [vgl.  die  Definition  pg.  198].  Und 
insbesondere  sind  die  Integrale  von  der  Form: 

(6-)  /^^'    g  =  l,2,3,...^), 

als  Abel'sche  Integrale  erster  Gattung  zu  bezeichnen  [vgl.  (^.)  pg.  209]. 
Definirt  man  also    TF,(^)  mittelst  der  Formel: 

so  wird   diese  Function    W,j(z)  [zufolge   des    Theorems  pg.  217]  auf 
der  Fläche  9i,    mit  Ausnahme    der    Curven    «,.,  h^  (x  =  1,  2,  ...p), 
eindeutig  und  stetig,  in  diesen  Curven  aber  mit  constanten  Differenzen 
behaftet  sein.     Die  in  solcher  Weise  dellnirten  Functionen 
(8.)  W^z),   W,{z),  ...    WM 

sind,  wie  man  leicht  übersieht,  linear  imahJiängig,  nämlich  der  Art, 
dass  zwischen  ihnen  keine  lineare  Gleichung  mit  constanten  Coeffi- 
cienten  möglich  ist. 

23* 
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Existirte  nämlich  eine  solche  lineare  Relation,  fiuulo  also  die  für 
z  identische  Gleichnng  statt: 

(a.)  c.  HV(.)  +  c,  w,  {z) ...  4-  c^^y,M)  =  ^. 

wo  die  C's  irgend  welche  Constanten  sind,  so  miisste,  wie  hierans  durch 
Ditlerontiation  und  mit  Rücksicht  auf  (7.)  sich  orgiebt,  auch  folgende  iden- 
tische Gleichung  stattfinden: 

(ß.)  g.  +  ^^  +  ^3^'  +  .  .  .  +  G^z^'-'  _  ^ 

s 
Hierans  aber  würde  folgen,  dass  C^,  C.,,  C^,  .  .  .  C    sümmtlich  =  0  sind. 
Und  hierdurch   würde  die  Formel  (a.)   aufhören  eine    Relation    zwischen 
den   11  's  vorzustellen. 

Die  Annahme  der  Existenz  einer  Relation  (a.)  führt  also  mit  Noth- 
wendigkeit  zu  der  Folgerung,  dass  eine  solche  Relation  nicht  oxistirt. 
Q.  e.  d. 

Da  nun  die  Integi-ale  erster  Gattung  TF,  (^),  W.,{z),  ...  Wp{z) 
von  einander  linear  unabhängig  sind,  so  ist  [Satz  (16.)  p.  24b]  jedwedes 
der  Fläche  9v  zugehörige  Integral  erster  Gattung  u'{s)  ausdrückbar 
durch  die  Formel: 

(9.)  tv(2)  =  /("'  +  P'  w,{2)  +  v'^  tt;(^)  . . .  +  ?'^')  w,,{z), 

wo    die   /'s   constaute    Coefficienten    vorstellen.     Dieser    Darstellung 
sind  mithin  z.  B.  auch  die  sogenannten  p  Nonnalintegrnle 

(10.)  Wi(^),    W2(4...  W>(^) 

fähig;  so  dass  man  die  Formeln  erhält: 

(11.)  w.,(^)  =  /,/"'  +  l>'''W,{z)  +  U'^W,{z) .  . .  +  /,/^)TF^(^), 

a=l,2,3,...p. 

Bekanntlich  sind  [vgl.  den  Satz  (20.)  pg.  246]  die  p  Normal- 
integrale vJillisc  bestimmt,  bis  auf  additive  Constanton.  Foly,'lich 
,..  ^sind  in  den  Formeln  (11.)  die  Coefficienten  /„"^,  /„*-',  .  ..  l„^^'^  völlig 
hcstimmt,  die  /,>'"^  hingegen  icilllUrlich.  Ferner  ist  bekannt,  dass  die 
p  Normalintegrale  von  einander  linear  unabhängig  sind  [Satz  (21.) 
pg.  247].     Hieraus  folgt  sofort,  dass  die  Determinante 

!  V'^  V"  •  •  •  h^"^  I 
j.      j  /,<»)  /.,<-') . . .  ijp)  I 

(IIb.)  ^=|.    .  ".    .    ."  .1 


I 


7  (1)   7  (2)  7  ip) 

Vp  Vp  ...    Ip 


von  0  verschieden  ist. 

Man  kami  übrigens  die    Formeln  (11.)   mit    Rücksicht   auf  (7.) 
auch  so  schreiben: 


]);is  Uiuki'hrjiroblom  dor  hyperclliiitiscbun   Integrale. 

(12.)  w,.(^)  =  /,/»)  +  /(/„(')  +  V'^z  +  i:-'^z' . . .  +  L^i'^z"-') ''.% 
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|9UJ, 


(13.) 


oder  mit  llück sieht  uut'  (2.)  aiicli  so: 

VW)    ^ 


w„(^)  =  ;„W  +  J- 


:9{«.j, 


wo  alsilaiiu  j/'„(^)  die  Bedeutung  hat: 
( I3a  )  1/;.  {z)  =  /,/•)  +  U^'z  +  ?„(3)^2    _  _  _|_  /,//-)./-!. 

Aus  (12.),  (13.)  folgt  durch   Differentiation  nach  z: 

vm  VW) 


(14.) 


\\,j{z)  =- 


Markirt  man  daher  auf  9t  irgend  welche  ^j  Punkte  c^,  c.,, 
so  erhält  man  für  die  zugehörige  Determinante  D  {c^,  c.,,  . 
pg.  253,  mit  liücksichtnahme  auf  (IIb.)  den  Werth: 


Ci), 


(15.) 


I){c„c.,,.  .  .c^)  = 


1  Ci  c,^ 
1  c,  c.^ 


c, 


p-1 


VfM  /-(Ca)  .  •  •  f{c^) 

1  Cj,  c;^ . . .  c/-^ 

und  hieraus  folgt,   dass   diese  Determinante    nur   dann  verschwinden 
{lö'd.)lann,  Avenn  zwei  der  Punkte   Cj,  c^,  .  .  .  c^  mit    einander   zusammen- 
fallen, oder  aber  einer  von  ihnen  ins  Unendliche  rückt. 

Was  ferner  die  aus  den  w„(c,),  v^aic.,),  .  .  .  w„(^^,)  zusammen- 
gesetzte Determinante  A  (q ,  c ^ , .  .  .  Cy,),  pg.  280,  betriÖ't,  so  ergeben 
sich  für  w„(c)  verschiedene  Formeln,  je  nachdem  der  betrachtete 
Punkt  c  von  sämiullichen  Punkten  gj,  lij,  oo  verschieden  ist,  oder 
aber  mit  einem  dieser  Punkte  coincidirt,  [vgl.  pg.  280J.  Im  ersfcrcn 
Fall  wird: 

w„(c)  =  Wo  (c)  =  -7=^^; 
]//-(c) 

während  andererseits  im    letztem  Fall  die  betreffenden  Formeln  fol- 
gendermassen  lauten: 

2ib,(g)  2x1)    (h.) 

wo  f'iz)  für  -^-^    steht.      Dabei    gilt    in    der    letzten    Formel    das 

^  ■^  dz  ^ 

Zeichen  -(-   uder   — ,  je    nachdem    mau    von    den   beiden  auf  9i  bei 
A  =  CO  übereinander   liegenden  Punkten    den  einen  oder  andern  in 
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Betracht    zieht.    —    Aiigesiihts    dieser    Formehi    »'ikcinii    hkiii    nun 
(IG.)  leicht,    dass  jene   Determinante  A (r,  ,(•._,,...  c^,)    mir  daini  verschwin- 
den kann,   wenn   zwei   der  l'unlcte  Cj,  e.,,  .  .  .  e^  niileinander  zusam- 
menfalleu. 

§^. 
Die  Werthe  der  Normalintegrale  erster  Gattung  in  den 

Windlingspunkten. 
^^  ir  schicken  nnsern    Betrachtungen  zwei  leicht  /u  beweisende 
Hült'ssätze  voraus. 

Erster  Hülfssatz.  —  Sind  z  und  Z  injend  zwei  im  ohern  und 
(IT.)  nntern   Blatte  der   Flüche   9t   übereinanderliegende  Funlde,   so  gelten 
für  die  Normalintcgrale  Wi(^'),  W2(^;), .  .  .  Wp(2)  die  Formeln: 
WaX-^)  +  wa'(i^)  =  0,      a=\,2,...p. 
Zweiter    Hülfssatz.  —  Construirt   man   in  der  Fläche  91   einen 
beide  Blätter  durchdringenden,  dabei  aber  die  Ströme  üy.,  b/.,  (x  =  1, 
(18.)  2,  .  .  .j))  vermeidenden  Schnitt,  und  bezeichnet  man  die  am  Anfang  und 
Fndc  dieses  Schnitts  übereinanderliegenden  Funkte  respective  mit  z^,  Z^ 
und  ^2,  Z.^,  so  gelten  die  Formeln: 

w,>(^,)  +  w„(Z,)  --  w„(^,,)  +  w„(Z2),     ö  =  1,2,  ..  .p. 
Beweis   des  ersten   Satzes.   —    Aus   (12.)   folgt  durch    Differen- 
tiation nach  z  sofort: 

w;(^)  =  \io^'^  +  ipz  +  u^'h' . . .   +  U''),P-i^  1. 

Die  Function  s  hat  aber  [vgl.  (3.)j  in  je  zwei  übereinanderliegen- 
den Punkten  z,  Z  entgegengesetzte  Werthe,  während  der  in  der  eckigen 
Klammer  enthaltene  A\isdruck  in  beiden  Punkten  gleiche  Werthe 
besitzt.     Q.  e.  d. 

Beweis  des  zweiten  Satzes.  —  Der  im  zweiten  Satz  angegebene 
Schnitt  liefert  zwei  in  den  beiden  Blättern  übereinanderliegende 
und  die  Ströme  a^,,  b>,(x  =  1,2,  .  .  . }))  vermeidende  Curven  c,  C, 
von  denen  die  eine  die  Punkte  z^  und  z.j,  die  andre  die  Punkte  Z, 
und  Z.,  verbindet.  Da  nun  w„f^;)  auf  der  Fläche  %l,  mit  Ausnahme 
der  Ströme  Oy,  bjx  =^  1,2,  .  .  .j^),  überall  eindeutig  und  stetig  ist, 
diese  Eigenschaften  also  z.  B.  auch  längs  c,  und  ebenso  längs  C 
besitzt,  so  ist: 

y^Jz.^)  —  w„(^;,)  =  f  d\v.,(z)  =  f  \v„'{z)  dz, 
\v„(Z.,)  —  w„(Z;)  =J'  d\Xn{Z)  =  f  \v„'{Z)  dZ\ 
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(ß.) 


dabei  sind  unter  ^,  Z  irgend  zwei  übereinanderliegende  Punkte  der 
Curven  c,  C  zu  vor.stchen,  und  die  Integrationen  liiner.streckt  zu 
denken  über  alle  i'unkte  2  der  Curve  c,  respective  über  alle  l'unkte 
Z  der  Curve  C.    Zufolge  des  schon  bewiesenen  Satzes  (17)  ist  aber: 

w;(^)  +  w,;(Z)  =  o. 

Somit  folgt  durch  Addition  der  beiden  Formeln  («.): 

[w„(.~,)  -  w„(^,)]  +  \^y„{Z,)  —  w„(Z,)]  =  0.  -   Q.  c.  d. 

Wir  wollen  diese  Sätze  zunächst  in  Anwendung  bringen  auf  den 
specicUen  Fall  jj  =  3,  also  auf  diejenige  Fläche  91,  welche  der  schon 
früher  [pg.  179]  entworfenen  Zeichnung: 


(A.) 


(B.) 


entspricht.     In  dieser  Fläche  9t  lässt  sich ,   von  (/j   nach  7«,   hin ,  ein  beide 

Blätter   durchdringender   Schnitt  führen,   der  im  untern    Blatt  gar  keinen 

der  Ströme  a.  ,  h^,  und  im  obern  Blatt  lediglich  den  Strom  a^ ,  und  zwar 

von  Q  nach  l,   d.  h.  vom   rechten  zum  linken   Ufer   überschreitet.     Dieser 

Schnitt    </j/(j    ist    in    der    nächstfolgenden    Zeichnung  durch    die  krumme 

Linie  i/i^A//,  augedeutet.    Die  beiden  Punkte  l  und  q  sind  also  durch  den 

Strom  «i  von  einander   getrennt,   während  die  darunter  liegenden  Punkte 

A  und  P    überhaupt   nicht  von   einander  getrennt  sind,    weder  durch    den 

Strom  flj ,  noch  durch  irgend  einen  andern  der  Ströme  a.^,  b^.    Demgemäss 

ist  also: 

w„  (;i)  —  w,,  (o)  =  rt„j , 

hingegen:       Wy(A)  =  w^(P), 
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(C.) 

(D.) 
(K.) 


(^^) 


("■) 


*)-^ft. 


(i.) 


wo  «„j  die  in  (19.)  pg.  246   testgesetzte   Becleutiiiig  hat.     iJrin^t    iiiaii  min 

den   Satz  (18.)  auf  die   Schuittstrecke  <7i  p  in  Anwendung,   so  erliült  man: 

w„(flr.)  + w„(G,)  =  w„(9)  + w„(P), 

oder,  weil  g,   ein  *VVindungspunkt   ist,  mithin   (J^    h 
und  (t^  ein  und  denselben  Punkt  repräsentiren: 
2w„(</,)=  w„(?)  +w^(P). 

In  gleicher  Weise  liefert  der  Satz  (18.)  in  seiner 
Anwendung  auf  die  Schnittstrecke  Xhi  die  Formel: 

w„(i)  +  w„(A)  =  2  w„  (/(,). 

Ad.lirt  man  aber  diese  beiden  Formeln  (C),  (D.),    so  folgt  mit   Rücksicht 

auf  (B.): 

2K(/i,)-  w„(fif.)]  =  «„1. 

Nun  lässt  sich  weiter  in  der  Figur  (A.)  durch  beide  Blätter  der  Fläche 
hindurch  ein  Schnitt  Ii^Xqq  X g.,  führen,  welcher  im  obern  Blatt  nur  die 
Ströme  h^  und  h., ,  im  untern  Blatt  aber  gar  keinen 
Strom  überschreitet;  wie  solches  in  beistehender 
Zeichnung  genauer  angegeben  ist.  -Der  Satz  (18.) 
liefert  alsdann  für  die  drei  Schnittitreckcn  (/ti  i), 
(pp'),  (X Qi)  respective  die  Formeln: 

2w„(/j,)  =  w„(A)  +  w„(A), 
w„(e)  +  w,/P)-\v„(9')  +  w^(P'), 
w„(r)  +  w„(A')  =  2w„(5r,). 
Addirt  man  aber  diese  drei  Formeln,  und  beachtit, 
dass  w,,(A')  =  w^j(P)    und    w,, (A')  =  w^(P')   ist,   so 
erhält  man : 

2[w„(/tj-wji/,:)i  = 

=  [w„(X)  -  w„(9)J  -  |w,(r)  -  w„(y')], 
d.  i.: 

2K,  (/',)-  w„(i7.)]  =  ^„  -^,2, 

wo  ö,,j,   \)^^.,  die  in  (19.)  pg.  210  festgesetzte  Bedeutung  haben. 

In  ähnlicher  Weise  wie  die  beiden  Formeln  (E.)  und  (F.)  ergeben 
sich,  auf  Grund  der  Figur  (A.),  im  Ganzen  folgende  acht  Formeln,  näm- 
lich die  zu  (E.)  analogen  Formeln: 

r2[w„(^)  -  w„(f;i)]  =  «„1, 
2  [w„  (/(.,)  -  w„(r;,)]  =  «„3, 
2[w„(/»3)  —  w„(f/3)]  =  a„3, 
2[w„(/»4)  —  w,,(i/J]  =  -  (o,„  +  a„2  -f  «„3); 
und  die  zu  (F.)  analogen  Formeln: 

(2[w„(j7.,)-w„(/0]  =  ^,  -^,1, 
2K(i7.)  -^v„(/^,)J  =  &„3-^„2, 
2[w„(i/,)  -  w„(/i3)]  =0      -&„3, 
l2r^v,.(ry.)  -  w„(/0]  =  ^„  -0. 
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Diese  bei'leu  für  den   F;ill  p  =  3  geltendeu   Fornielsysteme  (U),  (,1.) 
sind  niiu  sofort  auf  dun  Fall  eiiiod  beliebigen  p  übertragbar. 

Für  den   Fall   eines   (jcutz  hdiehujcn  p  erhält   man  offenbar,   an 
Stelle  von  (H.),  das  System: 

2[w„(//i)  —  w„(i/i)J  =a„i, 


(19.) 


2[wo{lij>-i)  —  Wo((Jp-i)]  =  a,>p-i, 

2[w,r{llj>)    —    W,/f/^,j]  =  üop, 

2[w„(hj^i)  —  \v„((/j,+i)\  =  —  (a,,i  +  «„2  +  «„:5  ...  +  ««yO; 
und  andererseits,  an  Stelle  von  (I.),  folgendes  Forinelsystein: 

2  [w„  (^J  —  w„(/<  jj      =  Z>„2  —  Kx , 

2[W„(^3)   —    W„(/J2)J         =  6aa   —  &02, 


(20.) 


(21.) 


2[wa(^;.)  —  w„(Ay,_i)]  =  Z;„y,  —  ^oy,-i, 
2[w„(r/y,+i)  —  w„(/^y,)]  =  0     —  \)„j„ 
(2[w„(</i)  -  w.(//,,+0]  =  hnx  -  0. 

Die  Addition  aller  Formeln  der  Systeme  (19.)  und  (20.)  giebt  die 
identische  Gleichung  0  =  0.  Demgemäss  repräsentiren  also  die 
{2p  +  2)  Formeln  (19.)  und  (20.)  im  Ganzen  nur  {2p  +  1) 
Gleichungen.  Und  mittelst  dieser  {2p  -\-  1)  Gleichungen  kann  man  nun 
die  {^Ip  -f-  2)  unbekannten  Werthe 

^Va(Ä);      w„(/i,),     j  =  1,  2,  3,  .  .  .  {p  +  1), 

auf  einen  dieser  Werthe,  z.  B.  auf  w„(^i)  reduciren.  Man  erhält 
in  solcher  Weise*): 

2w„(^,)  =  2\Nn{(J^  +  [^"1  —  ?^'n], 
2w„((7,)  =  2vsr„(r/,)  +  {}),;-,  —  OnX  +  «al], 

2vf„{g^)  =  2\v„(^,)  +  [&„3  -  6„i  4-  «'U  +  ft<72,l, 


2wo{(Jj)  =  2w„(r/,)  +  [6„yj  —  &„i  -\-  a,n  +  ff,,2 h  «o/,-i], 

2w„(i^^l)  =  2w^((/i)  +  [0  —  hol  +  «„1  +  ^a2 h  ««y^- 1  +  C«P^> 


'*)  Die  crs^e  der  Formelu  (21.)  ist,  wie  man  sieht,  eine  identische,  und  uur 
der  S3'mmetrie  willen  zugefügt. 
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( '2-2:) 


uud  ieruer: 

2w„(//,)  =  2w„((/,')  +  |/a,i  —  hol  +  «Oll, 

2wo{h^  ■-=  2sy„{c/,)  +  \h„,  -  />,„  +  «,.,  +  n,,.^, 

2\v„(/<3)  =  2wo((7,)  +  \bo^  —  hol  -\-  «..1  +  (ro-2  +  «,.:$], 


'2\yo{lij^  =  2w„(f/,)  +  [/>„;,  —  h,n  +  <^,i  +  ifo2  +  doli h  "..^J, 

Beachtet  mau,  dass  a,,,,,  je  naclulem  (?,  x  gleich  oder  ungleich 
sind,  den  Werth  /tc  oder  0  besitzt  [vgl.  (19.)  pg.  246],  dass  init- 
liiu  die  Summe 

ftai   +  fl„2  +  rt„3  •  •  •   +   aap 

jederzeit  =  in  ist,  so  reducirt  sich  die  letzte  der  Formeln  (21.)  auf: 
(2:3.)  2\v„(gj,^i)  =  2wa(r7,)  +  [in  —  h„il 

Bildet  man  ferner  die  erste  der  Gleichungen  (21.)  für  a  =  1 ,  die 
zweite  für  a  =  2,  die  dritte  für  0  =  3  u.  s.  w.,  und  beachtet  man 
dabei  wiederum  die  eigenthümlicheu  Werthe  der  rt„z,  so  erhält  man: 

2wi(5r,)  =  2wi(^0  + 1^1  — ^ih 

2^2(^0)  =  2W2(^,)  -H    [&22   -   ^21  h 

2w3(5r3)  =  2w3(r7i)  +  [633  -  63,], 


(2  k) 


(l:;).! 


2w^,(ö'y.)  =  2w^,(r/i)  +  [^^,^,  —  hj,i]', 

demgemäss  gilt  also  ganz  allgemein  für  jedwedes  ß  die   l'ormel: 
2w„(</o)  =  2w„(r/,)  -f  [hn„  —  M- 

Endlich  ergiebt  sich  durch  Subtraction  von  (23.)  und  (24.): 
-[w„(^„)  —  w„(^^,+i)J  =  h„a  —  i^. 

In  allen  diesen  Formeln  (19.),  (20.),  (21.),  (22.),  (23.),  (24.),  (25.) 

repräsentirt  0  eine  beliebige  Zahl  aus  der  Reihe  1,  2,  3,  ...j). 

§3. 

Bestimmung   der   in   den  Normalintegralen    enthaltenen   additiven 

Constanten. 

Die  betrachteten  Integrale  w,  (.?),  Wo(£),  ...  Wj,{2)  sind  [vergl. 
(lla.)l  völlig  bestimmt  bis  auf  die  in  ihnen  noch  enthaltenen  will- 
kührlichen  additiven  Constanten  /,<">,  l/^\  .  .  .  //'\  Bevor  wir  nun 
an  das  Umhehrprohlem  der  genannten  Integrale  näher  herantreten, 
erscheint  es  zweckmässig,  zuvörderst  über  diese  additiven  Constanten 
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der  Alt  zu  verfügen,  wie  es  für  die  Anwendung  der  TJieiaftinctionen 
geboten  ist. 

Versteht  man  unter  Cr,,  G.^,  ...  Gp  tvilllciiylicJt  gegebene  Con- 
stanten, so  werden  bekanntlich  [Theorem  pg.  333J  die  Nullpunkte 
Vi)  V2)  •  •  •  Vp  ^?^  Function 

(26.)  F(z)  =  d-{yv„{s)  -  Go) 

den  einfachen  Formeln  entsprechen: 

(27.)  Wa(?/,)  -f-  yy„[rj.^  •  •  •  +  "^oiVp)  ^Gn,     (?  =  1,  2, .  .  . p, 

falls  es  nur  gelingt,  jene  in  den  w's  enthaltenen  additiven  Con- 
stanten //"\  L}^\  .  .  .  !/"'>  der  Art  zu  bestimmen,  dass  die  Congruenz- 
bedingungen  erfüllt  sind: 

,28.)  K.  =  M'At^^A  +  '^(^  +  \   f   "-"'  +  ""W  ,,„,)  ^  0, 

•J  I     ^^\  2       '     ni  J  i,^  2  7  ' 

a=l,2,...i,. 

Dabei  dienen  die  Buchstaben  Kn  nur  als  Ahhreviatnr  zur  Bezeich- 
nung der  links  vom  Congruenzzeiclien  {=)  stehenden  Ausdrücke. 
Es  handelt  sich  zuvörderst  um  die  wirkliche  Bildung  der  Con- 
gruenzen  (28.),  d.  i.  um  die  ivirldiche  Boeclinung  der  Ausdrücke  K„. 
Die  in  (28.)  unter  dem  Integralzeichen  stehenden  A  und  q  repräsen- 
tiren  irgend  zwei  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  hy,  einander  gegen- 
über liegende  Punkte.  Demgemäss  ist  also:  w„(A)  —  w„(p)  =  hoy., 
oder  etwas  anders  geschrieben: 

(x.)  ^«(q)  =  w„(A)  —  bay.. 

Diese  Formel  gilt  für  zwei  beliebige  zu  beiden  Ufern  von  by  einan- 
der gegenüberliegende  Punkte  p,  A,  und  ist  also  [vgl.  die  Figur 
pg.  326J  z.  B.  auch  anwendbar  auf  die  Punkte  ay,  ßy]  wodurch 
sich  ergiebt: 

ry-\  y^o{c(y)     =     W„(/3;,j      —      b„y. 

Dabei  repräsentiren  x  und  6  beliebige  Zahlen  aus  der  Reihe  1, 
2,  .  .  .  p.     Macht  man  insbesondere  x  =  (?,  so  folgt: 

r^-S  Wa(aa)  =  W„(/3„)  —  baa. 

Schreibt  man  jetzt  den  Ausdruck  K„  von  Neuem  hin,  indem  mau 
daselbst  für  w„(q)  und  Wo(aa)  die  Werthe  (x.j  und  (z.)  eintreten 
lässt,  so  erhält  man: 


(29 


.)        K.  =  w„(/3„)  -  '-f  +  'y  (V  +  :J^  [w„(A)  -  ^].Z w.). 
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Bekauutlich  ist  aber  |vgl.  (li.)  i>g.  o'J4\: 

Jl  dwy.  =  —  -xi. 
Somit  folgt: 
(30.)  A',.  =  w„(/3,.)  -  ^  +  3'  (^-  +  ,V  A.), 

WO  A;,  litis  Integral  bezeichnet: 

Dabei  ist  es  einerlei,  ob  man  unter  dem  dwy,  (his  Ditlercntial  d\\y.{X) 
oder  das  Diiferential  d\Sy.{^  versteht.  Denn  Wx(A)  und  vv ;,((>)  unter- 
scheiden sich  längs  })y_  nur  durch  eine  additive  Constantej  so  dass 
also  jene  beiden  Difterentiale  (jlcicliWcrth'Kj  sind.  Zur  Fixirung  der 
Vorstellung  mag  gesetzt  werden: 

^-^  A.=j;^w,.(A).hv.(A). 

Um  nun  dieses  A;.  zu  berechnen,  markiren  wir  innerhalb  der 
einfach  znsammcn]di}igcndai  Fläche  9t„/,c  einen  beliebigen  Punkt  ^q,  und 
verstehen  unter  f\z)  das  von  ^^  ausgehende  und  in  seiner  Bewegung 
auf  9t„/,c  beschränkte  Integral 

(A.)  f{z)  =  J\v„{z)  dwy{z),      \%,,cl 

Die  so  definirte  Function  f{s)  ist  alsdann  [Satz  (8.)  pg.  IDTJ  inner- 
halb M„o.:  überall  eindeutig  und  stetig. 

\Vir  wollen  jetzt  die  Werthe  dieser  Function  f\z)  in  den  Punkten 
gy,  /ly,,  a-y,  ßy,  yy,  öy  betrachteu,  dabei  aber  zur  augenblicklichen  Ab- 
kürzung diese  Punkte  schlechtweg  mit  g,  h,  a,  ß,  y,  d  bezeichnen 
[vgl.  die  folgende  Figur].  Das  Integral  Ay  (32.)  läuft  längs  des 
linken  Ufers  des  Stromes  hy  von  ß  nach  y,  besitzt  also  eine  von 
ß  nach  y  gehende  und  dabei  innerhalb  9i„/„;  [oder  vielmehr  am  Rande 
von  'iHahc]  fortlaufende  Integrationscurve.  Demgemäss  ist 
(B.)  Ay=^f(y)-f{ß), 

d.  i.  gleich  der  Differenz  derjenigen  Werthe,  welche  die  Function 
f(2)  in  y  und  ß  besitzt. 

Die  Punkte  a,  ß,  y,  d  liegen  im  ohcrn  Blatt  der  Fläche  9t. 
Bezeichnet  man  die  darunter  liegenden  Punkte  des  untern  Blattes 
respective  mit  A,  B,  f,  A,  so  lässt  sich  offenbar  ein  beide  Blätter 
der  Fläche  durchdringender  und  die  Ströme  ffj,  a.^,  ...  a,,,  1)^,  J}^, 
.  .  .  hp,  c.,,  c_i,  .  .  .  Cj,  vermeidender  Schnitt  ausführen,  welcher  ausgeht 
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von  ]i  und  endigt  in  ß,  B.  Dieser  [in  l)eistehender  Figur  ange- 
gebene] Schnitt  liefert  zwei  in  beiden  Blättern  übereinander  liegende 
Curven,  deren  übereinander  liegende  Punkte  mit  z,  .Z  bezeichnet  sein 
ni(")gen.     Alsdann  ist,  was  die  Function  /'(£;),  (A.),  betrifft: 


riß)  -  m  =  P"  (^)  ^^^^'^  ('^) '    t  ^ 


(<'.) 


/■(B)  -  f(h)  =J\v.AZ)dw,XZ), 


>«, 


die  Integrationen  erstreckt   über  alle 
Punkte   s    der    ohom    Curve    h  .  .  .  ß, 
respective    über    alle    Punkte   Z    der 
unfern  Curve  //  .  .  .  B.    Zufolge  des  Satzes  (18.)  gelten  aber  die  Re- 
lationen: 

w.(^)  +  vv,(Z)  =  2w„(/0, 

w.(^)  + w,(Z)  =  2w,(/0. 

Mit  Hülfe  dieser   Relationen  kann  man  in   (C.)  den  Punkt  Z  elimi- 
niren,  und  erhält  alsdann: 


fiß)-m=ß-'^i^)^^^Ä^), 


(D.) 


f(B)--fih)=J[w„(,)  -  2w„i]i)]dw4z), 


(E.) 
(F.) 


und  hieraus  durch  Subtraction: 

h 
oder,  was  dasselbe  ist: 


t(ß)  -  f{^) 


2w„(/0[w,(/0-  w,(^)]. 


(G.) 


Ebenso  wie  diese  Formel  (F.)  erhalten  wurde  mittelst  eines 
von  h  nach  ß  laufenden  Schnittes,  in  ganz  ähnlicher  Weise  wird 
man  offenbar,  durch  Anwendung  eines  von  ry  nach  y  laufenden 
Schnittes  [vgl.  die  Figur J,  folgende  Formel  finden: 

fir)  -  m  =  -  2w,(r/)[w.(fy)  -  w.(;.)]. 

Nun  ist  die  Function  f{z),  wie  schon  bemerkt,  innerhalb  der  Fläche 
^abc  überall   eindeutig  und  stetig,   mithin   /"(B)  =  /"(f).     Subtrahirt 
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man  also  die  beiden  Formeln  (F.)  und  (G.)  von  einander,  so  folgt 
mit  Rücksieht  auf  (B.): 

(H.)  A.  =  2\yo{h)\w4h)  -  w.(/3)l  -  2^y„(g)\^v,(g)  -  w.C^^]. 

Zu  berechnen  sind  die  in  (BO.)  enthaltenen  Grössen  Aj,  A,, 
...  Ap.  Es  ist  also  in  (H.)  unter  x  eine  der  Zahlen  1,  2,  ...  j; 
zu   verstehen.     Für  x  =  \,  2,  .  .  .  p  ist  aber  nach  (1^.): 

2  w„  (/<.^)  —  2wa  {gy)  =  aax , 
mithin  z.   B.  auch: 

2Vfy.{hy)    —    2Wy{g>,)    =    ttyy,    -=   7ii. 

Diese  beiden  Relationen  aber  können,  weil  wir  die  Punkte  gy, 
hy,  «x,  ßx,  yy,  Sy  kurzweg  mit  g,  h,  a,  ß,  y,  Ö  bezeichnet  haben, 
auch  so  geschrieben  werden: 

2Wa(/0  =  2\\a{g)  +  (loy, 

^^■^  2^y{li)  =  2yfyXg)-\-ni. 

Ueberdies  ist,  was  die  zu  beiden  Ufern  des  Stromes  Uy,  einander  gegen- 
überliegenden  Punkte  ß,   y    betrifft   [vgl.    die   vorhergehende   Figur] 
offenbar: 
(»/.)  v{y{y)  =  vfy{ß)  —  ni. 

Eliminirt  man  nun  mittelst  der  Relationen  (|.),  (r;.)  die  Punkte  h 
und  y  aus  dem  Ausdruck  (H.),  so  erhält  man: 

*    -^  ^         l       -2v,,{g)[syy.{g)-yyy{ß)  +  ni\       J' 

oder,  was  dasselbe  ist: 
(K.)  A^  =  a,,y,[\\y{g)  —  w^(/3)  +  i^r/]  —  ni  w„(g), 

oder,  falls  man  jetzt  statt  r/  und  ß  die  geimueren  Bezeichnungen  gy 
und  ßy  eintreten  lässt: 

(L.)  Ay  =  o,,[wJg,)  —  w,{ß,)  -{-  ^7il\  —  7ii  \v„igy). 

Hieraus  folgt,  falls  man  nach  x  summirt,  und  dabei  beachtet,  dass 
Uay,  je  nachdem  6,  x  gleich  oder  ungleich  sind,  den  Werth  Tci  oder 
0  hat,  sofort: 

y—p  y=p 

(M )  -S'Ax  =  7t  i  l\Vo(g.,)  —  Nv„(/3„-)  +  Vtt/J  —  71  i^  \ya(gy)' 

'  x  =  l  y.  =  \ 

Substituirt  man  jetzt  endlich  diesen  Werth  in  (30.),  so  er- 
hält  man: 

(33.)  Ä'a  =-  w„ (</,;) h    y^  \h,ry  —  ^o{g^^  , 
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oder,  falls  man  für  w„(,^/„)  tleu  aus  (25.)  sich  ergebenden  Werth 
substitiiirt : 

■/.=!, 
(34.)  Ä',   =  Wa(^;,+l)  -\-     y^  [ha,   —   Wa(^x)], 

oder,  mit  Einführung  des  Congruenzzeichens: 

y.=p 

(35.)  Ka  =  w„ (gp+i)  —  ^  Wa(<sr>r),     6  ^  1,2,.  ..p. 

x  =  l 

Die  in  den  w's  enthaltenen  additiven  Constauteu  sind  nun  aber 
[nach  (28.)J  der  Art  zu  fixireu,  dass  diese  Grössen  Kg  ^  0  werden. 
Demgemäss  gelangt  man  zu   folgendem  Resultat: 

Satz.  —   VersteJit  man  miter  (x, ,  G.2,  ...  Gjj  wiUkürlich  gegebene 
Constanten ,  so  tverden  die  Kidlpttnlie  r]^,  rj.^,  ...  ijp  dei'  Function 

(3G.)  F{^z)=^&{yfa{z)  —  Go) 

den.  einfachen  Formeln  entsprechen: 

(37.)  w„(,/,)  +  w,(y  .  .  .  +  w„()/^)  -=Ga,     (?  =  1,  2,  ...p, 

falls  man  nur  die  in  den  v^'s  enthaltenen  additiven  Constanten  in  sol- 
cJier   Weise  sich  fixirt  denld,  dass  die  Bedingungen: 

(38.)         w„  ((/ J  +  w„  ( r/.,)  .  .  .  +  w„  (g^  )  =_-^  w„  ( fy^+i) ,     a=^l,2,...p 

er  füllt  sind. 

Bezeichnet  man  die  Formel  (13.)  kurzweg  mit 

(39.)  w,(.-)  =  /,/"^  +  «„(.ff), 

so  gehen  die  Bedingungen  (38.)  über  in: 

^=1,2, ...7); 

so  dass  also  diesen  Bedingungen  Genüge  geschehen  wird,  wenn  man 
den  additiven  Constanten  //''^  ?./**',  . .    lp^^'>  die  Werthe  zuertheilt: 

(AO  \        7  (0)  _  ^a(^;;+l)  '  K(g.)  +  ^,A9.)  •  •  •  +  ^.(^Pl  ^-19 

V"*^-/  'o  ü   —   1  '  l,  ^,  .   .   .  p. 

§  4. 

Ueber  Thetafunctionen,  deren  Argumente  hyperelliptische 
Integrale  erster  Gattung  sind. 

Sind  Gl,  G.2,  .  .  .  Gj,  beliebig  gegebene  Constanten,  mul  M^,  M.j, 
.  . .  Mp  beliebig  gegebene  ganze  Zahlen,  so  ivird  der  Ausdruck: 
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(41.)  <j)  =  0(„^j  = 


(42.) 


*(-,.(-') -^„-^^„7) 


stets  eine  aiif^  regnlürc  Function,  mithin  eine  algebraische  Func- 
tion von  z  sein.  So  lautet  der  frülier  in  (37)  pg.  .'»HS  gefundone  Satz. 
^Vir  stellen  uns  hier  die  Aufgabe,  diese  algebraische  Abhän<ii(i- 
keit  Zwischen  O  und  z  wirklich  durch  eine  Formel  darzustellen.  Zu 
diesem  Zwecke  müssen  wir  zuv("»rderst  die  Nullpunkte  des  Zählers 
und  Nenners,  d.  i.  die  Nullpunkte  der  Functionen 

^  (w„  (r)  -  Ga)     und     ^  (w„{z)  -  G„  -  Ma  2') 

ermitteln.  Solches  aber  wird  sich  am  Einfachsten  bewerkstelligen 
lassen,  wenn  wir  die  Constauten  G  und  die  Zahlen  ]\[  nicht  belie- 
big lassen,  sondern  auf  geeignete  Weise  festsetzen. 

Die    auf  9fi    vorhandenen    Windungspuukte    bilden    zusammen- 
genommen (j)  -\-  1)  Punktpaare: 

und  diese  Punktpaare  mögen,  in  irgend  welche  beliebige  Reihenfolge 
versetzt,  mit 

(«,    «'),       (ß,    ß')^       -■■    (T:    /),       (d,    ^') 

bezeichnet  werden,  der  Art,  dass  etwa  (u,  a')  identisch  mit  (g,„,  A,„), 
ferner  (/3,  ß')  identisch  mit  (</„,  /?„)  ist,  u.  s.  f.    Alsdann  ist  nach  (19.) 

Wa(a')  —  w„(«)  =  Äa  ~-  , 


w„(/3')- w4/3)  =  5a 


n  i 


n  I 


w„(y')  —  Wo(y)  =  Ca   x- , 


Ttl 


Wa(d'')  —  Wrt  (ö)  =  Da  ^  , 

wo   A„,  B„,  .  .  .  Ca,  Da   ganze   Zahlen   vorstellen,    deren    Summe 
=  0  ist: 

C42a.)  A„  +  Da  -j-  .  .  .  -\-  Ca  +  7),  =  0. 

Es  ist  nämlich  stets  eine  dieser  Zahlen  ==  -\-  l,   eine  andere  =  —  1 , 
während  alle  übrigen  ==  0  sind. 
Setzt  man  zur  Abkürzung 

w„(aj  +  w„(^)  .  .  .  -f  waiy)  =  Ga, 
^      ^^  w„frO  +  w4/J)  .  .  .  +  ^va(r)  +  W„(«3)  ==  Ha, 
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so  wird  zufolge  (42.)  und  (42a.): 

W.  («')  +  W„  (ß')...  +  W„  (/)  =  G,>   +  Ma   "^^ 

C44.) 

^  Wo  (a)  -f  w,  (/i')  .  .  .  +  w„  (y ')  +  w„  (d ')  =  H„, 

Avo  il/„  eine  gewisse  ganze  Zahl  vorstellt.  Die  durch  diese  Formeln 
(43.),  (44.)  hestinwiten  Constanten  G,  M  sind  es  nun,  welche  wir  in 
den  Ausdruch  O  einsetzen  ivollen.     Wir  erhalten  alsdann: 

überdies  ist  [vgl.  (16.)  pg.  358] 

A(a,  ß,  .  .  .  y)  =1=  0,     und  ebenso  auch     A(ß',  ß',  ■  .  .  y')  =|=  0. 

Somit  folgt  aus  dem  Satze  (20.)  pg.  346,  dass  die  iu  (45.)  enthal- 
teneu Thetafunctionen  ni<-ld  identisch  verschwinden,  und  dass  ihre 
elementaren  Nidlpunldc  respective  in  a,  ß,  .  .  .  y  und  in  cc' ,  ß',  ...  y' 
gelegen  sind.  Demgemäss  repräsentirt  also  0(^)  eine  auf  'tH  regidäre 
Function  2ii^^  Ordnung,  welche  p  NtdlpunJde  zweiter  Ordnung:  a,  ß, 
.  ■ .  y,  und  ebenso  auch  p  Pole  zweiter  Ordnung:  «',  ß',  .  .  .  y'  besitzt. 
Genau  dasselbe  gilt  aber  auf  'tR  auch  von  der  Function 

^       '  ^\  )         {z  —  a)(2— ß)...(2  —  y)' 

wie  aus  dem  Satze  (27.)  pg.  115  sich  leicht  ergiebt.  Hieraus  folgt 
weiter,  nach  Satz  (33.)  pg.  118,  dass  die  beiden  Functionen  O(^) 
und  fp{z)  nur  durch  einen  constanten  Factor  verschieden  sein  können. 
Bezeichnet  man  diesen  mit  F^,  so  ist  also:  ^{z)  =  Kcpiß),  d.  i. 

/»(w„(.)  -  [w^  ja)  +  w,  (P)  ■  .  .  +  w,  (y)])y  _  .  . 

^^^•^  U(w^(2)  -  [w„(«')+  w„(ß')-  •  •  +w„(y')])/  ^9K^)' 

Es  handelt   sich   nur  noch   um   die   Bestimmung  von  K.     Nun 

ist  nach  (43.),  (44.): 

w„  (a)  +  Wo  (/!3)  .  .  .  +  Wa  {y)  =^  Ha  —  w^  {8), 
w„(«')  -f  w„(^')  .  .  .  +  Wö(7')  =  Ha  —  w„(d'); 

wodurch  die  Formel  (47.)  übergeht  in: 

Hieraus  ergiebt  sich,  falls  man  den  variablen  Punkt  z  successive  in 
Ö  und  in  Ö'  hineinfallen  lässt: 

Neiimann,  Abel'sche  lutegrale.     '-'.  Aufl  24 
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und 

nud   liioraus  folgt  weiter  durch   Multiplication: 

Der  liier  auf  der  linken  Seite  stehende  Quotient  hat  aher,  weil 
[nach  (42.)  1 

ist,  und  Da  eine  ganze  Zahl  vorstellt,  uoth wendiger  Weise  den  Werth 
1 ;  wie  solches  mittelst  des  Satzes  (27.)  pg.  330  sich  sofort  ergiebt. 
Somit  erhält  man: 
(48.)  K  =  —=L==, 

und  gelangt  also  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Bezeidinet  man  die  {p  -\-  1)  Paare  von  WindimgspimMen : 

{ih-  K)f     (9-2,  JQ,     '•'  (fJp+u  h+0 
in  Injend  einer  heliebigen  Reihenfolge  mit 

(«,  a),     iß,  ß'),     ...(y,  y'),     {d,  d') , 
und  sefzt  man  zur  Ahlcürznng: 

(49-)  (^a')(.-n--.(^"-y')  =  ^^^^' 

so  findet  jederzeit  die  für  z  identiselie  Gleichung  statt: 
(50  ^  (^^^  ^Lli*«  («)  +  w„  ((3)  . .  ■  +  w„  (y)])Y  _  ^_^J^)^_ 

Diese  Gleichung  repräsentirt,  iveil  die  mit  (a,  a'),  (ß,  ß')  etc.  hezeieh- 
nete  Anordnung  dei-  Vmihtpaare  (g,  h)  eine  helieh/ge  ist,  im  Ganzen 
(p  'h  1^  Formehl. 

§  5. 

Fortsetzung. 

Wir  wollen  die  Bezeichnungen  (a,  «'),  (ß,  ß'),  .  .  •  fj',  y'),  {S,  d') 
genau  in  demselben  Sinne,  wie  im  vorhergehenden  Paragra})h,  bei- 
behalten, ausserdem  aber  auf  der  Fläche  9i  p  Punkte  markiren:  ;Sj, 
Z2,  .  .  .  Zp,  von  denen  der  erste  Iteweglich,  die  (p  —  1)  übrigen   aber 
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wird  alödanu,  weil  [iiucli   (42.)J 

lind  D„  eine  ganze  Zahl  ist,  eine  auf  3i  reyidäre  Function  von  ^j 
vorstellen;  wie  solches  aus  dem  Satze  (41.)  unmittelbar  folgt.  Nun 
kann  man,  nach  Satz  (27.)  pg.  349,  stets  (2'  —  1)  Punkte  c.^,  c^,  .  .  .  Cp 
sich  vorstellen,  die  zu  den  Q)  —  1)  festen  Punkten  ^^f  ^aj  .  .  .  Zp  in 
der  Beziehung  stehen: 

Wa(^.)  +  .  .  .  +  W,;(^^)  ^  —  [W„(C2)   +   .  .  .  +  W,;(C^,)], 

ö=l,  2,  .  .  .7). 
Führt  man  aber  mittelst  dieser  Relationen,  statt  ^2,  ^3,  .  .  .  Zp,  diese 
neuen  Punkte  c.^,  c^,  .  .  .  Cp  in  den  Ausdruck  Y  ein,  so  ergiebt  sich 
[ähnlich  wie  im  vorhergehenden  Paragraph],  dass  Y==  Y(^j)  eine  auf 
9?  reguläre  Function  2j/'''"  Ordnung  ist,  welche  p  Nullpunkte  zwei- 
ter Ordnung:  c.>,  c..,  .  ■  .  Cp,  d,  und  ebenso  jj  l*ole  zweiter  Ordnung: 
Cg,  C3, .  .  .  Cp,  ö'  besitzt*).  Die  mit  einander  coincidirendeu  Nullpunkte 
und  Pole  zerstören  aber  einander;  so  dass  H'  =  ^(^i)  sich  schliess- 
lich als  eine  rcgnlärc  Function  zweiter  Ordnung  lieraiisstellt,  tvelche  in 
d  einen  NidlpunM  ziveiter  Ordnung,  andererseits  in  8'  einen  Pol  mvei- 
ter  Ordnung  hesitzt. 

Genau  dasselbe  gilt  aber  auf  91  auch  von  dem  Ausdruck 
,  ,  ,         {z,-8){z,-8)...  {z   -  8) 

(52.)  ^  =  H^.,^..  •••^)  =  (.,_Ofa-r)---(^-^- 

vgl.  den  Satz  (27.)  pg.  115.  Die  beiden  Functionen  Y  =  M^(^i)  und 
t/'  =  T^Ü,)  können  daher,  nach  Satz  (33.)  pg.  118,  nur  durch  einen 
Constanten,  d.  i.  von  z^  unabhängigen  Factor  von  einander  verschie- 
den sein.     Es  ist  also  der  Quotient 

von  z^  unabhängig.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  [auf  Grund  der  in 
Bezug  auf  z^,  z.,,  z^,  .  .  .  Zp  vorhandenen  Symmetrie],  dass  derselbe 
auch  unabhängig  ist  von  z.,,  %,  .  .  .  Zp.  Mau  erhält  also  die  For- 
mel: Y  =  K^p,  d.  i. 

^^"■^     U(w;(.j -f  w,(.,) . . .  +  w,(.^^) - w„(ö'))/  ~  ^"^^''^ '''  ■ ' •  ''^' 

*)  Voi-ausgesetzt,  dass  von  den  beiden  im  Zäbler  und  Nenner  von  ^{z^) 
enthaltenen  Tbetafunctionen  keine  identisch  verschwindet.  Vgl.  die  Bemer- 
kung pg.  .S74. 

24* 
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wo  K  eine  Constantc,  d.  i.  eiuc  von  z^,  z.,,  .  .  .  z,,  iiuiibhängigo  (i rosse 
vorstellt. 

Es  handelt  sieh  nur  noch  um  die  Bestimmung  von  K.  Vax  die- 
sem Zweck  lassen  wir  in  der  Formel  (53.)  die  Punkte  5,,  z.,,  .  .  .  z^ 
einmal  in  die  festen  Punkte  «,  /5,  .  .  .  y,  das  andere  Mal  in  die 
Punkte  «',  ß',...y'  liineinfallen,  und   erhalten  so  die  Gleichungen: 

/»K,(o=)  +  w,(P)  .  .  .  +  w„(y)  -  w^^  ))\2  _ 

\*(w„(a)  +  w„((})  .  .  .  +  w„(y)  -  w„(d'));    "  ^^  ^  («.  P,  •  •  •  7), 

/»iw^ja')  +  w„(r)  ■  •  ■  +  w,(y')  -  w„(^  »V^ 

U(w„(a')  +  w„(ß') .  . .  +  w„  (y')  -  w„{ä')))    "  ^  «^C«  W^  ,  •  •  •  ^  ), 

Gleichungen,   die   unter  Anwendung   der  Bezeichnungen  (43.),  (44.) 
sieh  auch  so  schreiben  lassen: 

Hieraus  folgt  durch  Multiplicatiou: 
/»(H„  -  2w„(.J))\2 
\9(H,  -  2w^{d'Y))    =  ^^'^  '^'^"'  /^^  •  •  •  J^)  ^(«'^  /^  ;  •  •  •  r')- 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Quoticut  ist  aber  =  1   [vgl. 
die  analoge   Betrachtung  auf  pg.  370J.     Somit  erhält  uuui: 

Vv{oc,ß,  ...y)^(a'f  |3',  ...y')' 
und  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Bezeichnet  man  die  (i>  +  1)  Paare  von  WindimgspnnTiten 

in  irgend  einer  hei  ich  igen  Reihenfolge  mit 

(«,  a'),     iß,  ß'),     ...{y,  y'),     {Ö ,  ö'), 
und  setzt  man  zur  Ahhürzung 

(z,  -S)iz,-S)...  {z^  -8) 
(5^.)  {z,~8'){z.,-8')...{z^-ö')  =  ^  (^"  ^^"  •  •  •  ^/')' 

SO  wird  für  heliehig  variirende  Lagen  der  Funlde  Zi,  ^.,,   .  . .  Zp  stets 
die  Formel  stattfinden: 
^^(w„(^,)  +  w„{z,)  .  .  .  +  w„{z^)  -  w„{8  ))y 


I 


/»iw„(z, 


)  +  w,,(r,)  .  .  .  +  w„(0  -  w„  (*'))/ 


.TT         = 


n>{z,,z,,...z^) 


yi/'(«,  P,  ..•y)t/'(«',  P',  .-.y') 
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Und  zwar  repräsentirt  diese  Formel  im  Gänsen  {p  -\-  1)  GIcichunf/en, 
tveil  die  mit  (a,  a'),  {ß,  ß')  etc.  bezeichnete  Heiken  folge  der  rnnldpaare 
{(j,  h)  mehr/ach  (jcändert  ivcrden  kann. 

§  6. 

Lösung  des  Jacobi'schen  Umkehrproblems  für  die  hyper- 
elliptischen Integrale. 

Das   Jacobi'sche    Umkehrproblem    besteht    [nach    (5.)    pg.   352] 
in  der  Ermitteking  desjenigen  Punktsystems  Zy,  z.^,  .  .  .  Zp,  welches 
den  Formehi  entspricht: 
(56.)  w„  (Zi )  4-  w„  (,?,)  .  .  .  +  w„  (^j,)  EEE  F„ ,     <j  =  l,2,...p, 

wobei  Vi,  V2,  .  .  .  Vp  als  beliebig  gegebene  Grössen  zu  betrachten  sind. 
Oder  mit  andern  Worten:  Das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  be- 
steht in  der  Ermittelung  desjenigen  Punktsystems  z^,  z.^,  ...  Zp, 
welches,  in  Verbindung  mit  irgend  welchen  ganzen  Zahlen  m,  n, 
den  Gleichungen  Genüge  leistet: 

(56a.)  Wo(^^i)  +  w„(^a)  •  •  •  +  w„(0^,)  =  Va  +  m,,  ni  +  E-.n.yby.a, 

die  Summation  ausgedehnt  gedacht  über  ^  =  \,2,  .  .  .p. 

Bezeichnet  man  die  linlcen  Seiten  dieser  Formeln  (56  a.)  für  den 
Augenblick  mit  Z„,  so  ergeben  sich,  falls  man  w^  {ß),  respective 
w„(^')  auf  beiden  Seiten  subtrahirt,  die  Gleichungen: 

Za  —  "^aiß  )  =  \V„  —  w„(^  )]  -f-  mani  -(-  üyny.by.r,, 
Z,y  —  w„(d')  =  [Va  —  w„((5')]  +  nio^i  +  Zyn^byn. 
Zufolge  des  Satzes  (28.)  pg.  330  ist  daher: 

&{Z„-w„{8))  ^  ^(K„-w„(d))     _^^^  2nJw„(,J')-w„(d-)] 

die  Summation  ausgedehnt  gedacht  über  6  =  1,2,  .  .  .p)-  Der  hier 
auftretende  Exponentialfactor  hat  aber,  weil  nach  (42.) 

w„(d")  —  Wn{d)  =  Do  yj 
und  Dn  eine  ganze  Zahl  ist,  den  Werth  +  1-     Somit  folgt: 

U(^„  -  w„(5'j);     \^(v^  -  w„(^'))/  ■ 

Der  hier  auf  der  linken  Seite  stehende  Quotient  ist  aber,  falls  man 
die  eigentlichen  Bedeutungen  der  Za  im  Auge  behält,  nichts  Ande- 
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res,  als  der  in  der    Formel  (^iV).)  enthaltene  Quotient-,    so  dass  man 
also  jene  Formel  jetzt  auch  so  schreiben  kann: 


■'/'(^.  ,-'.,  •   •  -2,,) 


Und  diese  Formel  repräsentirt,  ebenso  wie  (55.),  im  Ganzen  {p  -\-  1) 
Cileichungenj  und  zwar  Gleichungen,  durch  welche  die  (jesuchteii 
l'nulde  z^,  x.,,  .  .  .  Zp  in  unmittelbare  Beziehung  gesetzt  werden  iw 
den  gegebenen  Grössen  V^  V.,,  .  .  .  Vj,.  Deragemäss  gelangt  man  zu 
folgendem  Resultat: 

Lösung  des  Jacobi'schen  Problems.  —   Sind  Fj,  }\,  ...Vj,  be- 
liebig gegebene  Grössen,  und  sollen  die  den  Formeln 
(58.)  w„(.-,)  + wa („-,)•  ••  +  wa(^,,)=^  F„,     a  =  l,'2,...p    - 

ent^preelienden  Pimkte  s^,  z.^,  .  .  .  Zp  ermittelt  iverden,  so  bezeichne  man 
zuvörderst  die  (p  +1)   Paare  von    Windnngspunliten 

{(/i,  l'i),     {ü->,  /(-j),     ■  •  •  (Ä>-f-i>  h+i) 
in  irgend  tcelclier  beliebigen  Reihenfolge  mit 

{a,  a),     iß,  ß'),     .  .  .  (y,  y'),     {Ö ,  ö'), 
loul  setze  zur  Abliürxung 

(^^•)  (,,_r)(..:::r,>)...(^-0  =  ^'  ^'^  ''-■■•  '-^' 

Alsdann  ergiebt  sich  zur  Bestimmung  jener  Ptinlde  z^,  z.,,  .  .  .  Zp  die 
Formel: 

^  '    "^  y^(«,<3,  ...y)i/,(a',  ß'",TTT7']         \^(^a  -  ^«('^'))/    ■ 

Biese  Formel  repräsentirt,  iveil  die  mit  (a,  a'),  (ß,  ß' )  etc.  be- 
zeichnete Reihenfolge  der  Funlctpaare  (g,  h)  eine  beliebige  ist,  im 
Ganzen  (p  -\-  1)  Gleichungen,  also  Gleichungen,  die  mehr  als  hinrei- 
chend sind,  um  die  unbelcanntcn  Funlde  z^,  z.^,  .  . .  Zp  zu  ermitteln. 

Bemerkung.  —  Auf  pg.  371  war  von  einer  gewissen  Function  H'  =  H'(2,) 
die  Rede.  Dabei  ist  dort  ausser  Acht  gelassen,  dass  der  Zähler  dieser 
Function  möglicher  Weise  identisch  reiacliivinden  kann,  ebenso  auch  ihr 
Nenner.  Die  hierdurch  in  den  Sätzen  pg.  372  und  371  hervorgebrachte 
Unsicherheit  wird  indessen  beseitigt  werden  duicli  den  Schluss  des  nächst- 
folgenden Capitels. 


Fünfzehntes  Capitel. 
Die  Uiiikehi'ung  der  Aber.siheii  Iiitegi'ale  erster  Oattuiig. 

Ich  Averde  iii  diesem  Capitel  mich  wesentlich  stützen  auf  das 
ausgezeichnete  Werk  von  Clehsch  und  Gordan  über  die  Theorie  der 
Aberschen  Integrale  (Leijjzig,  1866),  daneben  aber  auch  auf  die 
diesem  Werke  sich  anschliessenden  Aufsätze  von  IL  Weber  im 
70.  Bande  des  Crelle'scheu  Journals  Seite  193  und  314. 

§   1. 

Darstellung  des  Quotienten  zweier  Thetafunctionen  durch 

Integrale  dritter  Gattung. 

Wir  kehren  zurück  zu  unseru  allgemeinen  Betrachtungen,  indem 
wir  wiederum  unter  91  eine  tvilllcürUcli  construirte  ;«-blättrige  Rie- 
mann'sche  Kugelfläche,  ferner  unter  w^(^),W2(^),...  w^(^)  die  derselben 
zugehörigen  Abelscheu  Normalintegrale  erster  Gattung  verstehen. 

Sind  G^,  Go,  .  .  .  Gj,  und  H^,  Hy,  .  .  .  Hp  beliebig  gegebene 
Constanten,  so  ist  der  Quotient 

wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll,  in  einfacher  Weise  ausdrück- 
bar durch  die  der  Fläche  31  zugehörigen  Integrale  dritter  Gattung. 
Um  näher  auf  die  Sache  einzugehen,  markire  man  auf  9? 
irgend  welche  Punkte  c^,  e.,,  .  .  .  Cj,  und  f?, ,  d^,  .  .  .  dp,  jedoch  von 
solcher  Lage,  dass 
(1.)  A(c^,c,,...r,,)=\=()     und     A(d„d,,...dj)=ii=0 

ist.     Alsdann    sind    [Satz    (20.)    pg.    346]    Zähler    und    Neuner    des 
Bruches 

Ff  •)  _  ^^"""^'^  ~  ^"^"'-'^'^  "^  ^''''^■''  •  •  •  "^  ^"^^^'^^^ 
<^--)  ^"^        «-(wJ-O  -  [w„(cj  +  w^{c,)  .  .  .  +  wjepi) 

ivirTüiche  Functionen  voji  z^  d.  i.  Functionen,  die  niclit  identisch  ver- 
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schwinden.  Der  Nenner  besitzt  [zufolge  des  genannten  Satzes]  j; 
elementare  Nullpunkte:  (\,  c.^,  .  .  .  r,,,  und  der  Zähler  ebenfalls^)  ele- 
mentare Nullpunkte:  </, ,  dj,  •  .  •  (^j,-  ("leichzeitig  ergiebt  sich  [vgl. 
Theorem  pg.  .'^oHJ,  dass  F(s)  eine  auf  9i/,  reguläre  Function  ist  mit 
den  elementaren  Polen  c, ,  c.y, .  .  .  Cj,  und  den  elementaren  NuUpuid^- 
ten  (7i,  d.2,  .  .  .  dj,,  und  dass  diese  Function  in  den  Curven  hy,  (x  =  \, 
2,  ...i>)  folgende  Quotienten  besitzt: 

(3.)  längs  t.:J|=/^>["'<'^'-"'<'A 

Genau  dasselbe  gilt  aber,  zufolge  des  Satzes  pg.  274,  auch  von 
der  Function 

Der  Quotient  ^-^  ist  daher  auf  9?  allenthalben  eindeutig  und  stetig, 

mithin  [Satz  pg.  118]  eine  Constantc.  Bezeichnet  man  also  irgend 
zwei  Lagen  des  Punktes  z  respective  mit  Zq  und  z,  so  ist: 

F{z)  ^  F{z^ 
<D(.-)        0(^o)' 
d.   i. 

F{z)  _  ^z)^ 


also,  falls  man  für  O  seine  eigentliche  Bedeutung  substituirt: 


F(~^)  _  '/T  A,<'/>^^-^c,.,(^o) 


(4.)  ^-n^Uc 

Hiermit  ist  diese  Formel  (4.)  bewiesen  unter  den  in  (1.)  über 
die  Punkte  f,  d  gemachten  Voraussetzungen.  Versetzt  mau  jetzt 
den  Punkt  Cj  auf  der  Fläche  9?  in  willkürliche  Bewegung,  während 
alle  übrigen  Punkte  c,  d  ihre  autäuglichen  Lagen  beibehalten  sollen, 
so  werden  jene  Voraussetzungen  (1.)  beständig  erfüllt  bleiben,  ab- 
gesehen von  gewissen  einzelnen  Lagen  c/,  c^' ,  f/",  .  .  .  des  Punk- 
tes (\.  Und  hieraus  folgt,  dass  die  Gleichung  (4.),  abgesehen  von 
den  speciellen  Lagen  c/,  c/',  c,'",  .  .  .  ,  gültig  ist  für  jedwede  Lage 
des  Punktes  Cj,  und  dass  sie  daher  [so  weit  ihre  beiden  Seiten  be- 
stimmte Werthe  behalten]  selbst  noch  gültig  bleibt  für  jene  spe- 
ciellen Lagen  c/,  c/',  c/",  .  .  .  Analoges  ergiebt  sich,  wenn  man 
jetzt  zweitens  den  Punkt  Co  in  Bewegung  versetzt.  U.  s.  f.  Die 
Gleichung  (4.)  ist  daher  [so  weit  ihre  beiden  Seiten  nicht  etwa  un- 
bestimmt werden]  allgemein  gültig  für  jedwede  Lage  der  2p  Punkte 
c,  d. 
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Also  der  Satz:    Versteht  man  nntei'  F{2)  den  Quotienten: 

.  FC    ^   =  »(^.(-)  -  [^a(^.)  +   W„(d,)  .  .  .  +  W„(rf^)]) 

^^•^  ^"^        ^  (w„  {z)  -  [w„  (c, )  +  w„  (c,)  .  .  .  +  w  „  (cp])  ' 

so  (jilt  die  Formel: 
(6.)  l^^  =  >7>-''.<^'-^'".<-'-> 


L'«</  r/rcrr  <f/;Y/  rZ/^se  Formel,  soweit  ihre  beiden  Seiten  üherhaupt  be- 
stimmte Werthe  repräsentiren,  f/iiltirj  sein  für  ganz  beliebige  Lagen 
der  {2p  -\-  2)  FunJcte  0,  z^^  und  Cy,  c.,,  ...  c^,,  d^,  d.,,  .  .  .  dp. 

Diesen  einfaclien  Satz  voraiigeschickt,  gehen  wir  jetzt  über  zu 
uuserm  eigentlichen  Gegenstande.  Es  sei  f(z)  irgend  welche  auf 
9i  reguläre  Function  q*^'  Ordnung.  Ferner  seien  («^  . . .  ß^),  (rcj  . . .  ß.^), 
(«^  .  .  .  ß-i)  irgend  welche  simultane  Bahnen  der  q  Niveaupunkte  von 
i7.)  /Y^);  und  zwar  mögen  diese  Bahnen  die  Curven  Oy  nach  Belieben 
überschreiten  dürfen,  nicJit  aber  die  Curven  by.  Alsdann  gilt  nach 
dem  Abel' seilen  Theorem  [vgl.  (20.)  pg.  303]  die  Formel: 

(8.)  2  [»od(Ä)  —  <^cä{ccj)]  =  log  ^^^^B  "  ^^S  /^^^pTA ' 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Formel: 
(9.)  nJ'cä%)-^cA'^j)  _  f A^^)  -  B\  (m-A\-' 

^  fj\  ~  \m  -  B/   V/(c)  -  A/       ' 

wo  A  und  B  die  Werthe  von  f{z)  respective  in  «j,  a^,  ...  a,^  und 
/3i,  ß.^,  ...  ß.^  vorstellen. 

Nimmt  man  nun  für  (c,  d)  der  Reihe  nach  beliebige  p  Punkt- 
paare fci,^j),  {c.,,d.2),  .  .  .{Cp,  dp),  und  multiplicirt  alle  so  sich  er- 
gebenden Formeln  (9.)  mit  einander,  so  erhält  man : 

Die  linke  Seite  dieser  Formel  kann  aber,  nach  (G.),  auch  so  ge- 
schrieben werden: 

(10a.)  n  FC^y 

oder,  weil  F{z)  die  Function  (5.)  repräsentirt,  auch  so: 

(lOb.)  'ffl  (-»(".(n;-»., )  \  /»("„'c>)-g.,)\-  ■  j  ^ 


(11.) 
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wo  (\,  und  Do  die  iu  (^5.)  in  deu  eckigen  Khinmiern  enthaltenen 
Ausdrücke  vorstellen.  Denigeinilss  gelangt  mau  also  zu  folgen- 
dem Satz: 

Theorem.  —  Man  tHorlirc  auf  ^1\    /njonl   icclchc  Vimläe  c, ,  Cg, 
.  .  .  Cp,  f/j,  (1.^^  .  .  .  (Ij,,  und  scUc  zur  Abkih\:n>}<j: 

C„  =  w„(6',)  +  w,.  (f.)  .  .  .  +  w„(rv), 

IJ„  =  w„(rf,)  +  w„(r/,)  .  .  .  +  w„(^/,,),     ö=\,2,...p. 

Versteht  man,  alsdann  unter  /'(,:)  irijcnd  eine  auf  ^K  nyuläre  Function 
q*'^^  Ordnany,  ferner  unter  («j  .  .  .  ß^,  («o  .  .  .  ß.,),  .  .  .  (a,j  .  .  .  /3,/)  irgend 
wetche  simultane  Bahnen  der  q  Nivcaupunltc  von  f{s),  und  setzt 
man  voraus,  dass  diese  Bahnen  tvohl  die  Curven  Uy,  nicht  ahcr  die 
Currcn  hy,  überschreiten,  so  findet  die  Formel  statt: 


< 


Dabei  bezeichnen  A  u)ul  B  die  Wertlie  von  f{z)  in  cc^,  n.,,  .  .  .  a,j 
und  ß„  ß.„  .  .  .  ß,. 

Wählt  man  z.  B.  für  «j,  «g?  •  •  •  «g  <^'<^  Pole  der  Function  f{z), 
so  tvird  A  =  oo ;  so  dass  in  diesem  Fall  die  Formel  die  einfacliere 
Gestalt  erhält: 

n  M       ff  (^^''jt:^\  -  ff  ^  (^S^lr  ^A\  r  ^"^^^t  ^V !  • 

/"(^')  ist  eine  willkürlich  zu  wählende,  auf  9t  reguläre  Function. 
Man  kann  also  für  f(z)  z.  B.  auch  z  selber  uehmeu: 

f{z)  =  z. 

Die  Niveaupunkte  von  /'(,:)  verwandeln  sich  alsdann  in  die  Niveau- 
punkte von  z,  d.  i.  in  diejenigen  Punkte,  in  denen  z  einerlei  VVerth 
hat.  Mit  andern  Worten:  Die  in  Rede  stehenden  Niveaupunkte  sind 
alsdann  dargestellt  durch  je  n  in  der  «i-blättrigen  Fläche  9t  an  ein 
und  derselben  Stelle  übereinander  liegende  Funkte;  woraus  folgt, 
dass  die  Zahl  q  in  diesem  Fall  =  n  wird. 

Gleichzeitig  erkennt  mau,  dass  die  simidtanen  Bahnen  der  in 
Rede  stehenden  n  Niveaupunkte  im  gegenwärtigen  Falle  durch  je  n 
in  den  n  Blättern  der  Fläche  9t  genau  übereinander  liegende  Cur- 
ven dargestellt  sind;  —  so  dass  also  der  vorhergeliende  Satz  (12.) 
folgende  Gestalt  annimmt: 
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Specielleres  Theorem.  —  Sind  auf  der  Flüche  9t    irgend  tvdche 
Punlde  Cj,  fg,  .  .  .  Cp,  dl,  d.^,  ...  d^  markirt,  und  setzt  man: 

Ca  =  W„(^C,)  +   W„(6',,)  •  •  •   +   W„(C;,), 

Do  =  w„  (r/J  +  w,.((/,) 1-  w„(fg,    a=\,2,-p, 

so  gilt  die  Formel: 

(14.) 


^•^•  =  "  |/^(w„(p.)  -Z>,.)\  /^(w„((3.)  -  rjX-'l 


Dabei  sind  unter  A  »;/<?  B  hdichige  Constanten  zu  verstehen.  Ferner 
reirräsentiren  «, ,  a^,,  .  .  .  a„  ^//(;  «i  der  Fläehe  9f{  ?^a  ,s  =  A  über  ein- 
ander liegenden  Funkte,  und  ebenso  ß^  ß.^,  ...  /?„  die  bei  0  =^  B  über- 
einander liegenden  Punkte. 

Doch  dürfen  jene  beiden  Constanten  A,  B  nicht  ganz  ad  libitum 
gewählt  werden.  Vielmehr  müssen  die  beiden  Stellen  z  =  tK  und  z  =  B, 
(15.)  falls  die  Formel  (14.)  gültig  sein  soll,  der  Art  gewählt  iverden,  dass 
man  von  z  =  A  aus  wich  z  =  B  hin  einen  alle  n  Blätter  der  Fläelie 
durchdringenden  Selniitt  zu  führen  im  Stande  ist,  ivclcher  keine  der 
Curven  bx  durchkreuzt. 

§2. 

Die  Lösung  des  Jaeobi'schen  Umkehrproblems. 

Das  .Jacubi'sche  Umkolir[irobleni   besteht   [vgl.  (5.)  pg.  352]  in 
der  Ermittehuig  desjeuigeu  Piiiiktsystenis  Zy,  z.^,  ..  .  Zp,  welches  deu 
Formeln  entspricht: 
(16.)  W„(.~,)  +  w„(^,)  .  .  .  +  w„(^,0  =Va,     ö  =  1,  2,  ...p, 

wobei  Vi,  Fg,  .  .  .  Vp  als  beliebige  Variabein  zu  betrachten  sind. 
Genauer  ausgedrückt  besteht  also  dieses  Problem  in  der  Ermitte- 
lung desjenigen  Punktsystems  z^,  z^,  .  .  .  Zp,  welches,  in  Verbindung 
mit  irgend  welchen  ganzen  Zahlen  m,  n,  den  jj  Gleichungen  Ge- 
nüge leistet: 
(l()a.)  y^n{Zi)  +  w„(5;,,)  •  •  •  +  \Vo{Zp)  =  F„  +  m„7ti  -f  Eyjhb-.n, 

6=\,2,  .  .  .  p. 
Um  dieses  Problem  zu  lösen,  bezeichne  mau  die  linken  Seiten 
der  Formeln  (16. a)  zur  Abkürzung  mit  Z„; 

(17.)  Wa(^l)   +  Wa(^2)  •  •  •  +   "^ai^p)    =    ^ff- 

Ferner  markire  man  auf  91  p  feste  Punkte  c^,  c^,  ...  Cp  von  ganz 
beliebiger  Lage,  und  setze: 
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(18.)  w„(r,)  +  w„(c.) 1-  w„(c,.)  =  Co. 

Sodauii  bilde  man  irgend  eine  auf  ^  reguläre  Function  f(s) 
von  beliebiger,  etwa  q^'^^  Ordnung,  und  consiruire  irgend  welche 
simultane  Bahnen  («j  .  .  .  /3,),  (a^,  .  ,  .  ß.^),  .  .  .  («,,  .  .  .  ß,,)  der  q  Niveau- 
jnnikte  von  f\s),  jedoch  in  solcher  Weise,  dass  diese  Bahnen  die 
Curven  &>,  (x  -=  1,  2,  .  .  j))  nirgends  überschreiten,  und  bezeichne  end- 
lich die  Werthe  von  f{z)  in  den  Anfangs-  und  Endpunkten  dieser 
Bahnen  respective  mit  A  und  B.  —  Alsdann  ist  zufolge  des  Theo- 
remes  (12.): 

'rf  ^  (^''"^  ~-^  //•(--.)  -  A\-'  1  _ 

/iil\/(0-)-B/\Ac,)-A;      I 

In  dieser  Formel  können  die  Z,,  durch  die  V„  ersetzt  werden.    Nncli 
(16.a)  und  (17.)  ist  nämlich: 

Z„  =  V„  -\-  nioTti  +  ^xnyhy,,, 
mithin: 

(w„(^;)  —  Zo)  =  (w„(/3,)  —  V„)  —  moTti  —  UyH^hyo, 

(Wa(«,)    —   Z„)   =   (w„(«j)  —    Vo)   —  m„7ti  —   Uyll-^hya, 

wo  die  Dl,  n  unbekannte  ganze  Zahlen  vorstellen.     Somit  folgt  aus 

(28.)  pg.  330: 

H^Jßj)  -  ZJ  ^  &i^„ißj)  -  F„)    ^j 

[20.)  *(w7(aO  -  ZJ  ^(w„(«.)  -VJ^     > 

WO  t^'j  die  Bedeutung  hat: 


(10.) 


o  =  q 


tj  =  ^27?„[w„(/3,)  -  ^Va{aJ)l 
Demgemäss  ist  z.  B.: 

4\    +  t.   +  •  •  •   +   ^V  =  w    (^na':S  [Mßj)   -   ^Vo  («;)]), 

also  unter  Anwendung  des  Abel'schen  Theorems  [vgl.  (B.)  pg.  294]: 
ti-\-t-^-\ h  t,  =  ^  (2noMoni)  =  N  •  27ii, 

o  =  l 

wo  die  il/'s  ganze  Zahlen  sind,  mithin  Gleiches  auch  von  N  gilt. 
Mit  Rücksicht  auf  diese  letzte  Formel  aber  ergiebt  sich  aus  (20.) 
sofort: 
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Dies  aber  in  (ID.)  substituirt,  erhält  maii  offenbar  eine  Formel, 
welche  von  (19.)  selber  nur  dadurch  sich  unterscheidet,  dass  statt 
der  Z„  die  V,,  auftreten;  und  gelangt  daher  zu  folgendem  Resultat: 
Lösung  des  Jacobi'schen  Problems.  —  Soll  das  JacoU'sche  Um- 
l-ehrprohlcm  (Ki.),  (10. a)  (jcHist  ivcrden,  so  marVire  man  zuvörderst  auf 
91  irgend  welche  festen  Puncte  c^,  c.,,  ...  Cp,  und  setze: 

(22.)  w„  (cj  +  w„-(c;) h  vf,Acj)  =  a„     ö  =  1 ,  2,  •  ■  .  •  i). 

Sodann  bilde  man  irgend  eine  auf  'St  reguläre  Function  f{z)  von  le- 
lichiger,  etwa  cf  Ordnung,  und  construire  irgend  ivelclie  simidtane 
Bahnen  (a,  .  . .  ßi),  (a, .  ..  ß.^,  ...  («^ .  . .  ßq)  der  q  Niveaiqnmlie 
von  f{z),  jedoch  in  solcher  Art,  dass  diese  Bahnen  die  Curven  hy. 
{k  =  1,2, .  .  .p)  nirgends  über  sehr  eiten ,  und  bezeichne  endlich  die 
Werthe  von  f{z)  in  den  Anfangs-  und  Endpunkten  dieser  Bahnen 
respective  mit  A  und  B. 

Alsdann  gilt  zur  Bestimmung  der  gesuchten  Punkte  z^,  z.,,  ...  Zp 
die  Formel: 

/ii  iW-b/W,)-a;   j 

~fJi  |U(w,,(a;  -  Vj)  V^(w„(«.)  -  Cj) 

Diese  Formel  enthält,  ausser  den  construirten  Constanten  c,  (J,  cc,  A, 
ß,  B,  nur  noch  die  Variablen: 

f{z,),f{z,),  .  ..fiz,)  und  V„  V„  ...  Vp. 

Man  kann  nun  solcher  Formdn  (23.)  beliebig  viele  bilden,  in- 
dem man  die  Constanten  a, ,  «g?  •  •  •  ^i^  ^  ^'^^^  ßi^  ß-2J  •  •  •  ß<j}  ^  inner- 
halb des  ihnen  durch  die  Construetion  angewiesenen  Spielraumes  beliebig 
variircn  lässt.  Bildet  man  aber  in  dieser  Weise  im  Ganzen  p  solche 
Formeln  (23.),  so  kann  man  mittelst  dieser  p  Formeln  die  Grössen 
f{Zi),  f(z.2),  .  .  .  f(Zp)  ausdrücken  als  Functionen  von  V^,   V^,  ...  Vp. 

Allerdings  sind  hierdurch  die  z^,  z,,,  ...  2p  noch  immer  nicht 
völlig  bestimmt.  Denn  f{z)  ist  eine  reguläre  Function  r^''^  Ordnung; 
so  dass  also  z.  B.  durch  Kenntniss  des  Werthes  von  f{3^  im  Ganzen 
q  Punkte  z^  sich  bestimmen,  unter  denen  nur  einer  der  gesuchte  sein 
kann. 

Man  kann  aber,  in  derselben  Weise  wie  f[z^,  f{z.^,  .  .  .  f(Zp), 
z.  B.  auch  cp(Zi),  fp{z.^,  ...  (p{Zj)  berechnen,  f:ills  nämlich  (p(z) 
irgend  welche  zweite  auf  91  reguläre  Function  repräsentirt.  U.  s.  w. 

Empfehlenswerther    als    dieses    sehr    umständliche    Verfahren, 


(23.) 


(24.) 
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dürfte  folgendes  sein:  Mau  nimmt  zur  Function  f{z)  das  Argument 
z  selber.  Die  Niveaupunkte  von  f\z)  verwandeln  sich  alsdann  in 
die  Niveaupunkte  von  z,  d.  i.  in  diejenigen  l'nnkte,  in  denen  z  einerlei 
Wertli  hat.  Mit  andern  Worten:  Die  in  Rede  stehenden  Niveau- 
punkte siiul  alsdann  dargestellt  durch  die  in  der  Ji-blättrigen  Fläche 
^Ji  an  ein  luul  derselben  Stelle  übereinander  liegenden  n  Punkte; 
woraus  folgt,  dass  die  Zahl  q  in  diesem  Fall  =  n  wird.  Der  vor- 
hergehende Satz  nimmt  daher,  bei  dieser  Specialisirung,  folgende 
(j estalt  an: 

Einfachere   Lösung   des   Problems.    —    Man   markire  iciederum 
auf 'Sx  zuvörderst  irgend  icelche  festen  Funlde  c^,  c^,  . .  .  Cj,,  und  setze: 

Wa(ci)  -f  Wo{c.,)  •  •  •  +  w„(cp)  =  Co,  a  =  1,  2,  . .  .  p. 
Sodann  markire  man  weiter  auf  der  n-hlüttrigen  Fläche  9t  an  irgend 
zwei  Stellen  z  =  A  und  z  =  B  die  übereinander  liegenden  PunJäe  «,, 
a.,,  ...  «n  und  /3j,  /3^,  ...  j3„;  dabei  wähle  man  aber  diese  beiden 
Stellen  in  solcher  Weise,  dass  man,  von  z  =  Fk  aus.  nach  z  =  B  hin 
einen  alle  n  Blätter  der  Fläche  9t  durclulringcnden  Schnitt  zu  führen 
im  Stande  ist.  urlchcr  he  ine  der  Gurren  hy.  (;x  =  1,2,  ...j))  durch- 
kreuzt. 

Alsdann  gilt  für   die  nnbekanntoi   Punkte  Zi,  z.^,  .  .  .  z,j  folgende 
Formel : 


g'l(:;-^:)(:f-~;n 


1_ 


(25.)  _  '7/1(^(^^31::  ^''■^^  /'^(^.(|j;::f „)\"n 

Diese  Formel  repräsentirt  eine  Belation  zwischen  den  Variablen 

Zi,  z.,.  ...  Zj,       und       Vi,  Fjj,  ...   Vp. 
Denkt  man  sich  mm,    durch    Variation   der  Constanten   A  und  B   i}ii 
Ganzen  p  solche  Formeln  (25.)  hei-gestellt,  so   bestimmen  sieh   mittelst 
diesn-  die  Punkte  5,.  z.y,  .  .  •  z,,  (ds  Functionen  von    Fj,   F,,  ...   Vp. 

%?- 
Fortsetzung.    Anwendung  auf  den  Speeialfall  der  hyperelliptischen 

Integrale. 
Für  9t  sei  gegeben  diejenige  27)-fach  zusammenhängende  zivei- 
blättrige  Riemann'sche  Kugelfläche  9t,  auf  welcher  die  Function 


(26.)     s  =  yiz  —  g\) (z  —  Ai)  (z  —  g^)Xz'—  k)  -"{z-  9p+i) (z  —  hp+i) 
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in  eindeutiger  Weise  sich  ausbreitet,  wo  die  g,  h  beliebig  gegebene 
(reelle  oder  complexe)  Constanten  vorstellen.  Und  auf  dieser  Fläche 
seien  die  2ji)  Riemann'scheu  Curven  Oy,  hy.  in  solcher  Weise  fest- 
gesetzt, wie  in  der  Figur  pg.  359  für  den  specielien  Fall  p  ==  3 
näher  angegeben  ist. 

Es  handelt  sich  nun  wieder  um  die  Lösung  des  Jacobi'schen 
ümkehrproblems,  d.  i.  um  die  Ermittelung  derjenigen  Punkte  !S^, 
0-2,  ...  2p,  welche  den  Formeln 

(27.)  w.,(„^,)  +  w^^-,)  .  .  .  +  w„(^,,)  EEE  F„,      (?  =  1,  2,  .  •  -i), 

entsprechen.  Zu  diesem  Zwecke  markiren  wir  zuvörderst  auf  9t 
irgend  welche  festen  Punkte  c^,  Cg,  ...  Cj,  und  di,  (L,  .  .  .  dj,  und 
setzen : 

(.ib.) 

W„(cZ,)  +   W„(f/,>)  •  •  •  +  Wa{dj,)  =  Da,       6  =  1,2,-  ■  -p. 

Dies  vorangeschickt,  wollen  wir  jetzt  den  vorhergehenden  Satz 
(25.)  auf  den  gegenwärtigen  Fall  in  Anwendung  bringen.  Dabei 
sind  alsdann  auf  der  Fläche  9t  irgend  zwei  Stellen  z  =  tK  und  ,~  =  B 
willkürlich  zu  wählen,  jedoch  [vgl.  den  vorhergehenden  Satz]  in 
solcher  Weise,  dass  man  in  der  Fläche  9t  von  der  einen  Stelle  zur 
andern  einen  beide  Blätter  durchdringenden  Schnitt  zu  führen  im 
Staude  ist,  welcher  leine  der  Curven  hy  durchkreuzt.  Ein  Blick 
auf  die  Figur  pg.  359  zeigt  daher,  dass  man  für  z  =  tK  und 
^  =  B  z.  B.  die  beiden  Winduugspunkte  g^  und  //j  wählen  darf,  oder 
auch  g.2  und  h.^,  u.  s.  f.  Man  kann  also  den  vorhergehenden  Satz 
(25.)  in  Anwendung  bringen,  indem  man  dabei  für  (A,  B)  irgend 
eines  der  {p  -\-  1)  Punktpaare  (f/r,  h^  eintreten  lässt.  Die  bei 
z  =  k  =  gr  über  einander  liegenden  Punkte  a^,  a^  verschmelzen 
alsdann,  weil  gt  ein  Windungspunkt  ist,  zu  einem  einzigen  Punkte, 
der  kurzweg  mit  A  oder  gt  zu  bezeichnen  sein  wird.  Desgleichen 
verschmelzen  alsdann  die  beiden  bei  z  =  B  =  hr  übereinander  liegen- 
den Punkte  /3j,  /3.^  zu  einem  einsigen  Punkte  B  oder  hr.  Demgemäss 
wird  das  auf  der  rechten  Seite  der  Formel  (25.)  stehende  Product 
die  Gestalt  besitzen: 

'llFiaj,  ßj), 
d.  i.  die  Gestalt 

so  dass  also  jene  Formel  (25.)  folgendes  Aussehen  erhält: 
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/ii  1  Vc;  -  b;  Vc,  -  a;  j   v^  (w„(A)  -  Fj;  v* (w,.  (A)  -  c„) ; 

Und   diese   Formel    kann    unter    Einführung   des    Functionszeiehens: 

,„„.  ,,  ,        fe  -B)(.-.-B)..-(r    -B) 

(29.)  ^.(.„  ■>„  .  .  .  .„)  =  ^.    __  ^,  ^^.^  _-^--^^--^, 

einfacher  so  dargestellt  werden: 

.^;  V^(w'a(A)  -   r„)y  V*(W„(Ä)  - 

Denlt  man  sich  nun  diese  Formel  (p  -f-  1)  Male  hingeschriehen,  indem 
man  dalei  für  (A,  B)  der  Reihe  nach  die  PunJctpaare  (//, ,  h^),  {g.,,  \), 
•  •  •  {gp+i,  hj,^i)  eintreten  lässt,  so  erhält  man  im  Ganzen  (p  +  1) 
Gleichutigen ,  von  dene)i  bereits  p  ausreichend  sind,  um  z^,  z.,,  ...  Zp 
als  Functionen  von  V^,   V^,  ...  Vp  zu  bestimmen. 

Hiemit  ist  das  Jacobische  Umkehrproblem  für  den  gegenwär- 
tigen B^all  absolvirt.  Es  bleibt  noch  übrig,  diese  Lösung  weiter  zu 
vereinfachen. 

Die  Gleichung  (30.)  findet  statt  zwischen  je  zwei  den  Formeln 
(27.)  entsprechenden  AVerthsystemen  der  Variablen  z^,  z.y,  .  .  .  Zp 
und  Fl,  Fo,  .  .  .  Vp.  Sie  wird  also  [zufolge  (28.)]  z.  B.  auch  stattfinden 
zwischen  c^,  c^,  ...  Cp  und  Cj,  C.,,  ...  Cp,  ebenso  zwischen  ^Z^,  d.^, 
.  .  .  dp  und  D^,  D),  ...  Dp.  Durch  Substitution  dieser  letzten  Werthe 
erhält  man: 


ip{di,  d^,-  ■  ■  dp) 


/»(w„(B)  -  J>,)Y/^(w^(B)  -  (7,)\-2 
V-9-(w^,(A)  -  DJ)  U(w,  (A)  -  C,;)  )    ' 


^(<?i,  ^2,  •  •  •  c^) 

oder,  falls  man  für  die  Da  ihre  eigentlichen  Bedeutungen  (2^)  ein- 
treten lässt: 

Hd,,d.„..-dp)  ^  /^(w„(B)  -  2;.w„(d.))\  Y^(w,(B)  -  CJ  \-2 
^'     '^  n>ic,,  c,,  •  •  .  cp  U(w,(A)  -  2:.w^{dß))  U(w„(A)  -  CJ  )    ' 

die  Summationen  ausgedehnt  gedacht  über  J  =  1,  2,  •••  j).  In  dieser 
Formel  (31.)  repräsentiren  (/,,  d.^,  ...dp  beliebig  zu  wählende  Punkte; 
so  dass  also  die  Formel  gültig  bleiben  wird  bei  jedweder  Variation 
dieser  Punkte.  Hievon  soll  sogleich  Gebrauch  gemacht  werden. 
In  (30.)  und  ebenso  in  (31.)  war  unter  (A,  B)  irgend  eines 
der  Punktpaare  {g^,  h^,  {g.^,  h^),  .  .  .  (^;>-f-i,  Äj^+i)  zu  verstehen. 
Wir  wollen  uns  jetzt  für  (A,  B)  irgend  ein  bestimmtes  dieser  (p  -(-  1) 
Punktpaare  festgesetzt,  die  übrigen  p  Punktpaare  aber  in  irgend 
welcher  Reihenfolge  mit  (A,,  BJ,  (A^,  B^,),  ...  (A^,,  Bj,)  bezeichnet 
denken.     Nehmen    wir    nun    in   (31.)    für  die   willkürliciien    Punkte 
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dl,  (l.j,  ...  dj,    einmal   die    Aj,  A^,,  ...  Aj,,    das   andere   Mal   die    B, , 
B^,  ...  Bj,,  .so  erhalten   wir: 


und: 


»(A.,A,.---Ap  _  /»K,(B)  -  ^,-^.(A,))\Y^(w,(B)  -  C„)\-2 

>(c, ,  c,,  .  .  .  cp  U(w„(A)  -  J:.w^^B^.))/  \*(w,,(A)  -  Cj  )    ' 

und  hieraus  durch  Multiplication  und  Wurzelausziehung: 
(39 )  yi/>(At.A„--.'Apv,(B,,B,,---Bp  ^       /^(w„(B)  -  C„)  \-2 

wo  K  die  Bedeutung  hat: 

^(.w„(B)-Z.wJA.)J  ^(w„(B)-2:.wJB.)) 
'^      ^^  ^  (w„  (A)  -  2;_,.w^(A.))  *(w^(A)  -  2;_,.w,(B.))  ' 

die    Summationen    stets    ausgedehnt    gedacht    über   j=\^2,---p. 
Schliesslich  folgt  aus  (30.)  und  (32.)  durch  Division: 

^'^^■^        yiKA,,A,,. ..  a^;^(b.,b;;...b^,i  ~  k  Uk,.(a) -  v^)' 

Bemerkung.  —  Es  ist  nach  (19.)  pg.  361: 

2[w„(/i,)  -  W^CöTi)]  =  +  «,-!' 


(35.) 


2Kö('»p+i)  -  '«^«(5',.+i)]  =  -  («M  +  «02 h  %); 

woraus  durch  Addition  folgt: 
(36.)  ^rXh)  4-  vr„(7*o) h  w„(/'^,4.i)  =  w^(^,)  +  w^(5f,)  •  ■  •  +  w„07^,+i). 

Gleichzeitig  folgt  aus  (35.),    mit  Rücksicht  auf  die  bekannte  Bedeutung 
der   a„..: 


2[w,(^)-w^(5-,)]=MW7ri, 
2K(/'.)-w„(5r,)]  =lfj'^7ri, 


(37.) 


wo  die  ilf  j   lauter  ganze  Zahlen  sind,   von   denen  eine  =  1,    eine  andere 
=  —  1,  nud'die  übrigen  =0  sind,  so  dass  also  die  Beziehung  stattfindet: 

(37  a.)  M^^^  +  Mf^  . .  •  +  ilf //^+i>  =  0. 

Neurnann,  Abel'ache  Integrale.  2.  Aufl.  25 
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Wir   haben    nun   im  Vorhergehenden   die    Punktpaare   (r/, ,  //,), 
iffij^'i)^ '"  (9p+i:h>+'Ö  "^  irgend  welcher  hdichiffcn  lleiheufolge  mit 

(A,B),  (A,,BO,  (A„B,),  ...  (A,„B,0 
bezeichnet.     Zufolge  (30.)  ist  daher  z.  B.: 

(38.)  w„(A)  +  J:^^  av„(A,)  =  w„(B)  +  J^^  w„(B,)  =  L^, 

wo  L„  den  gemeinschaftlichen  Werth  der  beiden  Ausdrücke  vor- 
stellen soll.     Ferner  folgt  aus  (37.)  z.  B.: 

(39.)  2[w„(B)  —  w„(A)]  =  N[,7ci, 

und  ebenso: 

(40.)  2 [w,(B,)  -  w,(A,)]  =  M.O>;r/,    j=l,2,.--p, 

wo  die  M  und  die  M'''  game  Zahlen  sind. 
Nach  (33.)  war  nun 

_  ^(w,(B)  -  Xw„(A.))  ^(w,(B)  -  2;.w,(B.)) 

die  Summationen  ausgedehnt  über  j  =  1,2,  ■  -  -  p.  Eliminirt  man 
diese  Summen  2JjWa{Aj)  und  2JjW„(Bj)  mittelst  der  Formeln  (38.), 
unter  Einführung  von  La,  so  ergiebt  sich: 

^^&  (w„  (B)  +  w„  ( A)  -  LJ  &  (2  w„  (B)  -  LJ 


^(2w„(A)  -  L„)  »(.w„{^)  +  w„(B)  -  i>„)  ' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

^(2w„(B)-X,) 


K 


^(2w„(A)-i„) 


Hieraus  folgt  mit  Rücksicht  auf  (39.),  unter  Anwendung  des  Satzes 
(27.)  pg.  330,  sofort: 
(41.)  K=  1.     Q.  e.  cl 

Somit  gelangt  man,   auf  Grund   von   (34.),  zu  folgendem  Resultat 
Soll  das  Jacohi'scJie  Umkchr^n-ohlem  für  diejenige  sweihlättrigc 
RiemamrscJie  Kugelfläche  9t  gelöst  werden,  auf  welcher  die  Function 


(42.)  s  =  y{2-g,)  (z  —  h,)  {0  -g^)\i—  /g  .  .  .  (^  _  g^,)  (0  -  h,,^^) 

in  eindeutige}'  Weise  sieh  ausbreitet,  so  hcmchne  man  die  Funldpaarc 
{9\i  f'i):  iOi,  h-j),  •  •  •  (gp+i,  hp+i)  in  irgend  welcher  hrlirhigen 
Reihenfolge  mit 

(A,  B),  (Aj,  B,),  (A2,  B,),  ...  (A,.,  B,,). 
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Alsdann  gilt,  wenn  zur  Abicürzung 
(43.)  (..-B)(..-B)...(:^-B)_ 

gesetzt  uinl,  für  die  imbelcannfen  PunMe  Zi,  z^,  . . .  Zj>  folgende  Formel 
[vgl.  (34.)  und  (41.)]: 
(44 )  ^(^»'^^-•••^  _  p(w„(B2-3) Y^ 

Vv{\7f^,  •  •  •  Ap  ^(B, ,  B,, . . .  Bp  \^(w„(A)  -  F,)7 

Diese  Formel  rep)'äsentirt,  weil  (A,  B)  ein  beliebiges  unter  den 
(p  +  1)  Punldpaaren  {g^,  \),  (g.^,  h^),  •  •  •  (^;.+i,  J^j^+i)  vorstellt,  im 
Ganzen  (p  +1)  Gleichungen ,  von  denen  bereits  p  misrcichend  sind, 
nm  Zi,  z^,  •••  Zj,  als  Functionen  von    Fj,   V^,  •••   Vp  zu  bestimmen. 

Dieses  Resultat  (44.)  ist,  abgesehen  von  einer  etwas  anderen 
Bezeichnuugsweise,  in  vollem  Einklang  mit  der  früher  erhaltenen 
Formel  (60.)  auf  pg.  374. 


25' 
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Eiiifüliriiiig  der  PiiiKlaiueiitalfuiutionen  einer  gegebenen  Fläche. 

Um  nachträglich  die  Riemann'schen  Existenztheoreme  [pg.  238, 
239]  zu  beweisen,  werde  ich  in  diesem  und  den  beiden  folgenden 
Capitelu  zuvörderst  gCAvisse  Fundamenfalfunctionen  einführen,  sodann 
die  Fuudamentalfunctionen  einer  Kreisjläclic  näher  untersuchen,  und 
sodann  schliesslich  den  in  Rede   stehenden  Beweis  wirklich   liefern. 

§  1. 

Einige    Bemerkungen    über    monogene    Functionen.      Einführung 
des  Wortes  harmonisch. 

Es  sei  f{z)  =  U -\-  iV eine  monogene  Function  von  0  =  x-\-iy: 

(1.)  U-\-iV  =  fl0)=ax  +  iy). 

Alsdann  ergeben  sich  durch  Differentiation  nach  x  respective  ij  die 


(2.) 


Formeln: 

du  ,   .dv     ..,.  , 

Hieraus  folgt  sofort: 

du       dV       ^  ,      dU 


(3.)  |i^_^^_0     und      ^1>^^=0, 

^    ■'  öx         cy  cy     '     ex  ' 

und  hieraus  folgt  weiter  durch  Elimination  von   F,  respective   U: 

...  d^U   ,    d^U       ^  ,      d^V   ,    d'V       ^ 

(4.)  ^  +  ^  =  0      und      _+^  =  0. 

Nimmt  man  nun   an,   die  Function  f(s)   sei   auf  irgend   einem 
Gebiet  %  der  ^-Ebene  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  Gleiches  innerhalb  % 

[Satz  pg.  23]  auch  von  f'(0),  also  nach  (1.),  (2.)  auch  von  CT,   „-  ,    -f- 

und    y,   ö— ,  >r  •     Also  der  öatz: 
'    ox  '  dy 


(5.) 
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Ist  eine  Function  f(z)  =  U  -\-  iV  aitf  einem  gegebenen  (iehiet  % 
der  z-Ehene  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  offenbar  Gleiches  daselbst 
auch  von  U.  Ucbcrdics  aber  ivird  U  innerhalb  %  den  Formeln  ent- 
sprechen: 

Geitan  dasselbe  ist  von  V  zu  sagen. 

Diesel'  »Satz  ist  fast  unmittelbar  übertragbar  auf  solche  Functionen 
f{z),  die  eindeutig  und  stetig  sind  auf  irgend  einem  Theil  ©  einer 
melirblüttrigen  Riemann  sehen  Kugelfläche.  Eine  Ausnahme  findet 
dabei  offenbar  nur  statt  in  den  Windungspunkten  Denn  in  diesen 
kann  bekanntlich  [vgl.  pg.  124]  aus  der  Stetigkeit  von  f{z)  noch 
kein  Schluss  gemacht  werden  auf  die  Stetigkeit  von  f'iß). 

Um  nun,  trotz  dieser  Ausnahmefälle,  ein  für  die  ganze  Fläche 
@  gleichmüssiges  Verfahren  eintreten  zu  lassen,  zerlege  man  ©  zu- 
vörderst in  einzelne  Stücke,  der  Art,  dass  jedes  dieser  Stücke  eines 
natürlichen  Zustandes  fähig  ist.  Bezeichnet  man  irgend  eines  dieser 
Stücke  in  seinem  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustande  mit 

U{c,z),  respective  %iY,V),    [vgl.  pg.  96,  97], 

oder  ausführlicher  mit 

Vi{a  -\-ib,  X  -\-  iy),     respective     %{tt  -{-  iß,  ^  -\-  iri), 

so  ergeben  sich  für  die  auf  diesem  Flächenstück  ausgebreiteten 
Functionen  zweierlei  Ableitungen,  nämlich  einerseits  die  Ableitungen 
nach  X,  y,  und  andererseits  die  nach  |,  r].  Die  ersteren  mögen  die 
ursprünglichen,  die  letzteren  die  natürlichen  Ableitungen  genannt 
werden. 

Da  nun  die  gegebene  Function  f  =  f{z)  =  U  -\-  iV  auf  ©,  mit- 
hin auch  auf  U  und  %  eindeutig  und  stetig  sein  soll,  so  kann  mau, 
was  2t  betrifft,  die  frühere  Schlussfolge  (1.),  (2.),  (3.),  (4.)  von  Neuem 
wiederholen,  wobei  alsdann  gegenwärtig  statt  x,  y,  z  die  Buchstaben 
I,  r],  t,  eintreten  werden.     Also  der  Satz: 

Ist  die  Function  f(z)  =  U -{-  iV  auf  irgend  einem  Ifieil  ©  einer 
Rieniann' sehen  Kugclfläche  eindeutig  und  stetig,  so  gilt  Gleiches  da- 
(6.)  selbst  auch  von  U.  DenU  man  sich  überdies  die  Fläche  @  in  einzelne 
Stücke  zerlegt,  deren  jedes  einen  natürlichen  Zustand  anzunelimen 
vermag,  so  iverden  die  natürlichen  Ableitungen  von  U  inncrJialb 
eines  jeden  solclien  StücJces  den  Formeln  entsprechen: 
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Genau  dasselbe  ist  von  V  zu  sagen. 

Zur  Abkürzung  mag  im   Folgenden  jede   mit   den   Diöerential- 
(6b.)  eigenschaften  (()a.)  behaftete  Function  schlechtweg  eine  harmonische 
Function  genannt  werden. 

Genaueres.  —  Ein  beliebig  gegebener  Thcil  ©  einer  Riemann'scben 
Kugolflücho  kann  immer  in  einzelne  Stücke  zerlegt  werden,  deren  jedes  eines 
natürlichen  Zustandes  fähig  ist.  Und  eine  auf  S  ausgebreitete  Function 
U  =  U  {x,  y)  soll  innerhalb  ©  harmonisch  heisseii,  sobald  innerhalb  eines 
jeden  solchen   Stückes  die  natürlichen  Ableitungen  von    U  den  Formeln 

entsprechen: 

dU    du    ,  ,.        d'U  ,   d'U      ^ 
■^—  ,  -5—  stetig ,     ^.-Tg-  +  K-^  =  0. 

Ich  habe  mich  hier  bei  Benutzung   des  Wortes  „harmonische^  einem 

schon   vorhandenen   Sprachgebrauch   angelehnt    [vgl.   z.  B.   das   Handbuch 

der   theoretischen    Physik    von    Thomson    und    Tait,    Braunschweig    1871, 

Band  1,   Theil  1,  Seite  156].     Dabei  habe  ich  allerdings  diesem   Worte, 

mit  Rücksicht  auf  die  hier  zu    behandelnden  Gegenstände,    eine    gewisse 

spcciellere  Bedeutung  zuertheilt. 

Solches  festgesetzt,  kann  man  also  den  vorstehenden  Satz  (6.) 

jetzt    auch    so    aussprechen:   Ist  eine  Function  f{s)  =  V  -\-  iV  auf 

irgend  einem  Theil  ©  einer  Biemannschen  KugelfläcJte  eindeutig  und 

(7.)  stetig,  so  wird  ihr  reeller   Theil    U  innerhalb  @  harmonisch  sein. 

Gleiches  ist  von  V  zu  sagen. 

Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  in  wie  weit  dieser  Satz  umlcehr- 
har  ist,  also  untersuchen,  ob  eine  auf  @  eindeutige,  stetige  und 
harmonische  Function  U=  U  (x,  y)  stets  als  der  reelle  Theil  irgend 
einer  monogenen  Function  /'(/)  angesehen  werden  darf.  Zu  diesem 
Zweck  zerlegen  wir  wiederum  @  in  einzelne  Stücke  U^,  U^,  .  .  .  und 
bezeichnen  die  natürlichen  Zustände  derselben  mit  Slj,  Stg,  ...  Da 
nun  U  auf  ©,  mithin  auch  auf  U^  und  5(z  eindeutig,  stetig  und 
harmonisch  seiu  soll,  also  z.  B.  auf  %y,  den  Bedingungen  entspricht: 

,,   af/    cu   ,  ,.      cHi  ,  d-u     .. 


so  ergiebt  sich  leicht  [vgl.  pg.  G,  7J: 

dU 

dri 

oder,  was  dasselbe  ist: 

'dV   ,  dU 


f^M'^'' 


<n)  =  o, 


Diese  Formel  kann  mau  oöenbur  auch  so  schreiben: 
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oder,  weil  ^;  =  x -f-  <y  ^ine  monogene  Function  von  ?[  =  ^  +  /t?  ist, 
mithin  die  Relationen  stattfinden: 


^  =  ^  und— 4-^  =  0 


auch  so: 


oder,  falls  man  nach  ^—  und  ^—  ordnet,  auch  so: 

'  ox  oy 

/( -7j—  dij ö—  <?ä;  I  =  0. 
nj^dx     -^         dy       ) 

Denkt  man  sich  aber  diese  Formel  der  Reihe  nach  für  alle  Stücke 
Ui,  U^, .  . .  der  Fläche  ©  gebildet,  und  all'  diese  Formeln  addirt, 
so  erhält  man  offenbar: 

so  dass  man  also  vorläufig  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Ist  eine  Function  U  =  U  (x,  y)  auf  irgend  einem  Titeil  @  einer 
Riemann sehen  Kugelßäche  eindeutig,  stetig  und  liarmonisch,  so 
gilt  stets  die  Formel: 


(«■)  ./;(i^"^-w'^-)=o. 


die  Integration  positiv  erstrecld  üher  alle  Bandairven  von  ©. 

Dieser  Satz  ist  selbstverständlich  auch  anwendbar  auf  jeden 
TJieil  von  @.  Ist  nun  insbesondere  die  Fläche  @  einfacli  zusammen- 
hängend, so  wird  dieselbe  durch  jedweden  Rückkehrschnitt  6  in  zwei 
getrennte  Stücke  zerfallen,  von  denen  eines  lediglich  von  0  begrenzt 
ist.     Demgemäss  ergiebt  sich  durch  Anwendung  der  Formel  (8.): 


/a(^'^^~'^'^^)=^5 


so  dass  man  also  [vgl.  die  einfachen  Betrachtungen  pg.  195 — 197J 
zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Theorem.  —  Piepräsentirt  @  einoi  einfach  giisammenhängen- 
dcu  Theil  einer  Biemann' sehen  Kugel  fläche,  und  ist  die  Function 
U=  U {x,  y)  auf  ^  eindeutig,  stetig  und  harmonisch,  so  tvird 
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das  von  einem  festen  Punlie  x^^,  y^  ausgehende,  und  in  seiner  Beilegung 
auf  <S  besehränkte  Integral 

(9-)  y-fCZ^y-'Ij"')'  [®i 

eine  Funetion  von  x,  ij  sein,  die  auf  ®  eindeutig  und  stetig  ist. 
Die  so  defmirte  Function  V  besitzt  [zufolge  (9.)]  die  Eigenschaften: 

dy        dx '      dx  cy 

Vnd  demgemäss  repräsentirt  also  das  Binom 

(10.)  U-j-iV 

eine  monogene  Function  von  s  =  x-\-iy,  welche  auf  @  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Dieser  Satz  lässt  sich  leicht  übertragen  auf  den  Fall  einer 
mehrfach  zusammenhängenden  Fläche.    Man  erhält  alsdann  folgendes 

Allgemeineres  Theorem.  —  Ist  die  Function  U=  U(x,y)  ein- 
deutig, stetig  n)id  harmonisch  auf  irgend  einem  mehrfach  zu- 
sammenhängenden Theil  @  einer  Biemann' sehen  Kugelfläche,  und  denJct 
man  sich  diesen  Theil  ©  durch  irgend  ivelcJte  Schnitte  6\,  Cc,,  .  .  .  6y  in 
eine  einfach  ziisammenliüngende  Fläche  venvandelt,  so  wird  U  der 
reelle  Theil  einer  monogenen  Function 

(10a.)  U-j-iV 

sein,  ivelche  auf  (S,  mit  Ausnahme  der  Cnrven  (?,,  a.,, .  .  .  6y,  eindeu- 
tig und  stetig,  in  jeder  solchen  Cnrve  aber  mit  einer  constanten 
und  zivar  rein  imaginären   Werthdifferenz  behaftet  ist. 

Bemerkung.  —  Denkt  man  sich  die  Fläche  ©  in  lauter  kleine  Stücke 
U  zerlegt,  deren  jedes  einen  natürlichen  Zustand  anzunehmen  fähig  ist, 
und  diejenigen  Stücke  U,  welche  die  Integrationscurve  des  Integrals  (9.) 
durchläuft,  der  Reihe  nach  mit  Ui ,  U_,,  •  .  .  U„  bezeichnet,  so  kann  das 
Integral  selber  dementsprechend  in  n  Theile  zerlegt  werden.  Und  der 
einem  einzelnen  solchen  U  zugehörige  Integraltheil  ist  alsdann  in  die  Form 


/M^-^^^) 


versetzbar,  wo  |,  ?j  zu  x,y  in  derselben  Beziehnng  stehen  wie  auf  pg.  389. 
Diese  Zerlegbarkeit  und  Umformbarkeit  des  Integrales  (9.)  und  ähn- 
licher Integrale  ist  stets  im  Auge  zu  behalten.  Sie  ist  z.  B.  zu  be- 
achten, falls  man  die  im  Satze  (9.)  über  die  Stetigkeit  von  V  gemachte 
Behauptung  wirklich  beweisen  will. 
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§  2. 

Aufstellung     einer    gewissen    Fixndamentalaufgabe.      Begriff    der 
Fundamentalfunctionen. 

Die  Function   U=  U{x,y)  sei  auf  irgend  einem  Theil  <S  einer 

(110  Riemann'sclien    Kiigelfläche   eindeutig   und   stetig,   und    hmerhalb  (3 

harmonisch.     Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese  Function   U  näher 

zu  untersuchen,  und  namentlicli  den  Punkt  näher  zu  bestimmen,  in 

welchem  sie  auf  ©  den  yrössten  Werth  hat. 

Bemerkung.  —  Wir  unterscbeitlen  hier  und  im  Folgenden  zwischen 
auf  uikI  innnhttlb.  Unter  den  auf  ö  gelegenen  Punkten  yei'&tehen  wir 
nilmlich  alle  Punkte  der  Fläche  (S,  ixclusice  ihrer  llandpunkte,  unter  den 
innerhalb  S  befindlichen  Punkten  hingegen  alle  Punkte  der  Fläche  ©,  ex- 
clusive  ihrer  Randpnnkte.  Und  in  analoger  Weise  benutzen  wir  die  Worte 
auf  und  innerhalb  auch  bei  Angabe  irgend  welcher  Eigenschaften  einer 
auf  <B  ausgebreiteten  Function. 

•  Uebrigens  werden    wir  statt   „auf  S"   zuweilen  auch  mit  schärferer 

Accentuirung  sagen:  „in  Erstreckung  von  3"  oder  „in  (janzcr  Erstreckung 
von  3". 

Da  die  Function  U  nach  unserer  Voraussetzung  auf  ©  eindeu- 
tig und  stetig  sein  soll,  so  unterliegt  es  zuvörderst  keinem  Zweifel, 
dass  sie  auf  ©  in  irgend  einem  Punkte  einen  Maximalwerth  erreicht. 
Dieser  Punkt  soll  näher  bestimmt  werden. 

Zu  diesem  Zweck  markiren  wir  irgendwo  innerlialh  @  einen 
Punkt  c.  Gleichzeitig  construireu  wir  das  Bereich  U  (c,  z)  oder 
31  {y,  f^)  dieses  Punktes,  und  zwar  iu  solcher  Weise,  dass  einerseits 
U  völlig  innerliaJh  ©  liegt,  und  dass  andererseits  %  eine  um  y  (als 
Centrum)  beschriebene  Kreisfläche  vorstellt.  Alsdann  ist  1/  in  ganzer 
Erstreckung  von  U  oder  9(  eindeutig,  stetig  und  harmonisch.  Zu- 
folge (10.)  existirt  daher  eine  monogene  Function 

welche  auf  U  oder  51  eindeutig  und  stetig  ist.  Diese  letztere  aber 
wird  im  Centrum  y  der  Kreisfläche  51  einen  Werth  liaben,  der  nach 
dem  Cauchy'schen  Satz  [pg.  21]  folgendermassen  darstellbar  ist: 


Oj,   -f-   «Kj,  —  2^-  J  ._ 


2t 
Setzt  man  nun  hier  in  bekannter  Weise 

^  —  7  =  pe"^,  mithin      _     =  i  d%-, 
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wo  Q  eleu  von  y  uach  ^  golieiideu  Radius,  uuil  d'  das  Aziiuuth  des- 
selbeu  vorstellt,  so  erhält  mau: 

Uy-{-  iVy=^^J\U-Jr^V)cW, 

0 

uud  folglich: 

2ä  2« 

(!-•)  Uy  =  ^  fudd-  uud  Vy  =  ^  r  Vd&. 

0  0 

Die  erste  dieser  beideu  Fonuelu  uimmt,  lulls  mau  das  Kaudelcuieut 
der  Fläche  %  mit  da,  uud  den  iu  do  vorbaudeueu  Werth  U  mit 
Uo  bezeichuet,  die  Gestalt  an: 

(13.)  jj   _  fügdo 

und  sagt  also  aus,  dass  der  Centraliverth  Uy  identisch  ist  mit  dem 
arithmetischen  3Iittel  der  peripherischen    WertJie  Ua- 

Nun  sind  offenbar  nur  zwei  Fälle  denkbar.  Entweder  di^  U„ 
sind  constant,  d.  h.  alle  von  einerlei  Grösse.  Alsdann  wird  ihr 
arithmetisches  Mittel  d.  i.  Uy  ebendieselbe  Grösse  haben.  Oder 
aher  die  U„  sind  nicht  alle  von  einerlei  Grösse.  Alsdann  wird  ihr 
arithmetisches  Mittel  d.  i.  Uy  zwischen  den  Ua  eine  mittlere  Kaug- 
"stufe  einnehmeu,  indem  es  einige  derselben  an  Grösse  übertrifft, 
(14.)  anderen  nachsteht.  Niemals  also  tvird  Uy  die  sämmtlichen  Ua  an 
Grösse  übertreffen  Jcönnen. 

Dieser  Satz  führt  zu  wichtigen  Folgerungen.  Bezeichnet  man 
nämlich  alle  Werthe,  die  U  in  Erstreckuug  der  Fläche  ©  besitzt, 
mit  f/g,  so  dass  also  z.  B.  Uy  und  ebenso  auch  die  U„  nur  Indi- 
viduen aus  dem  System  der  Uq  vorstellen,  so  ergiebt  sich  aus  (14.) 
(15.)  sofort,  dass  jenes  Uy  unmöglich  alle  id}ri(jcn  f/©  an  Grösse  überragen 
Jcann.  Denn  wäre  dies  der  Fall,  so  müsste  jenes  Uy  z.  B.  auch 
alle   U„  an  Grösse  übertreffen;  Avas  dem  Satze  (14.)  widerspricht. 

Nun  war  aber  c  ein  innerhalb  ©  beliebig  markirter  Punkt,  und 
jenes  Uy  ist  identisch  mit  U^  d.  h.  mit  demjenigen  Werth,  den  U 
im  Punkte  c  besitzt.  Demgemäss  kauu  der  Satz  (15.)  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  3Iarlärt  man  irgendwo  innerhalb  ©  einen  PimJct 
(IG.)  c,  so  wird  der  daselbst  vorhandene  Werth  Uc  unmöglich  grösser  sein 
können  als  alle  übrigen  Uib- 

Existirt  also  überhaupt  imter  den  Werthen  f/©  einer,  der  alle 
übrigen  an  Grösse  überragt,  —  und  das  wird  stets  der  Fall  sein, 
wenn   U  auf  ©   inconstant  ist,    —    so   kann   dieser   Werth   niemals 


Einführuug  der  Fundamentalfunctionen.  395 

iiiuerlialb  ©,  folglich  nur  am  iiaiule  von  'S  anzutreöeu  sein.  Oder 
kürzer  ausgedrückt:  Ist  die  Function  U  auf  <B  inconstant,  so  ivird 
ihr  yrösster  Werth  niemals  innerhalb  ©,  sondern  nur  am  Bande 
von  ®  anzutreffen  sein. 

»Sollte  andererseits  die  Function  U  auf"  ©  constant  sein,  so 
würde  ihr  grösster  Werth  allenthalben,  soivohl  innerhalb  ©  wie  auch 
am  Rande  von  ©  sich  vorfinden.  Beide  Fälle  zusammengefasst, 
gelangt  man  also  zu  folgendem  Resultat: 

Erster  Satz.  —  Es  sei  ©  irgend  ein  Theil  einer  Rietnann' selten 
KugeJ fläche,  ferner  U  ==  U{x,y)  eine  Function,  die  auf  ^  eindeutig 
(17.)  und  stetig,  und  innerhalb  @  harmonisch  ist. 

Alsdann  ivird  der  grösste  Werth  von  U  unter  allen  Um- 
ständen, einerlei  ob  U  auf  ^  constant  oder  inconstant  ist,  am  Bande 
von  <B  anzidreff'cn  sein.  Ist  aber  ü  auf  ©  inconstant,  so  tvird 
dieser  grösste  Werth  nur  am  Bande,  und  niemals  innerhalb  S  an- 
zutreffen sein. 

Analoges  gilt  offenbar  andererseits  auch  für  den  kleinsten  Werth 
von  U. 

Betrachtet  man  also  die  Bandiverthe  einer  solchen  Function  U, 
und  bezeichnet  man  den  kleinsten  und  grössten  dieser  Randwerthe 
respective  mit  K  und  G,  so  werden  die  Werthe,  welche  U  inner- 
halb S  besitzt,  ebenfalls  sämmtlich  zwischen  K  und  6r  liegen, 
folglich  constant  sein,  falls  K  =  G  ist.    Somit  ergiebt  sich  folgender 

Zweiter  Satz.  —  Ist  die  Function  U  =  U  (cc,  y)  auf  @  eindeu- 
(18.)  tig  und  stetig,  ferner  innerhalb  ©  hurmonisch,  und  setzt  mati  voraus, 
dieselbe  sei  längs  des  Bandes  von  ©  constant,  so  wird  sie  au-f  © 
allenthalben  constant  sein. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  eine  Function,  die  auf  ©  eindeutig 
und  stetig,  und  innerhalb  ©  harmonisch  sein  soll,  durch  blosse  An- 
gabe ihrer  Randwerthe  vollständig  bestimmt  ist.  Denn  existirten 
zwei  solche  Functionen  U  und  JJ',  beide  mit  denselben  Randwertheu, 
so  würde  offenbar  ihre  Difierenz  U  —  V  eine  Function  sein ,  die 
auf  ©  eindeutig  und  stetig,  innerlialb  ©  harmonisch,  und  am  Bande 
von  ©  überall  =  0  ist.  Zufolge  des  Satzes  (18.)  würde  daher  diese 
Differenz   U  —  U'  auch   innerhalb  ©  überall  =  0  sein.   —   Q.  e.  d. 

Es  ergiebt  sich  in  dieser  Weise  also  folgender 

Dritter  Satz.  —  Soll  eine  Function  U  =^  U  (x,y)  a  uf  irgend 
(19.)  einem  Theil  ©  einer  Biemann' sehen  Kugel  fläche  eindeutig  und  stetig, 
lind  innerhalb  ©  harmonisch  sein,  so  ivird  sie  volUcommen  bestimmt 
sein  durch  blosse  Angabe  ihrer  Bandiverthe. 
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Au  diesen  Satz  schliosst  sich  von  selber  die  Aufgabe  au,  eine 
mit  den  genannten  Eigeustluiften  versehene  Function  wirklich  zu 
construiren,  falls  ihre  Kandvrerthe  irgendwie  vorgeschrieben  sind. 
Diese  Aufgabe  bildet  den  eigentlichen  Angelpunkt  unserer  weitereu 
Betrachtungen.  Sie  mag  demgemäss  die  Fundamentalaufgabe  ge- 
nannt, und  sorgfältiger  formulirt  werden. 

Die  Fundamentalaufgabe.  —  3Iau  denlce  sich  längs  des  Randes 
6  der  Fläche   @   injcud  ivelclic  reellen    Wcrl/ie   Z   in    ivillhUrlicher 
(20.)    Weise   vorgeschrieben,  jedoch   so,   dass   dieselben    längs  a  stetig 
sind.     Es  wird  die  Construction  einer  Function    U  =  U  {x,  y)  ver- 
langt, die  folgende  Eigenschaften  besitzt : 

I.  U  soll  auf  @  eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  <B  har- 
monisch sein. 

II.  U  soll  am,  Rande  von  S  Wertlie  besitzen,  die  mit  jenen  vor- 
geschriebenen 1.'s  identisch  sind. 

Diese  der  Fläche  ©  zugehörigen  Functionen  U  mögen  kurzweg 
(20a.)die  Fundanientalfnnrtioncn  der  Fläche  ©  heissen.  Auch  m<")gen  die- 
selben als  behannt  oder  eonstruirbar  bezeichnet  werden,  sobald  irgend 
welche  Methode  gefunden  ist,  mittelst  deren  mau  dieselben  für  be- 
liebig vorgeschriebene,  jedoch  stetige  Randwerthe  X  Avirklich  auf- 
zustellen vermag. 

Es  handelt  sich  dabei  namentlich  um  die  Frage,  ob  derartige 
Functionen  U  wirJdich  cxistiren,  also  um  die  Frage,  ob  jene  Fun- 
damentalaufgabe für  eine  beliebig  gegebene  Fläche  ©  und  beliebig 
vorgeschriebene  stetige  Randwerthe  X  ivirldich  lösbar  ist.  Wir 
Averdeu  im  Folgenden  zeigen ,  dass  diese  Frage  für  solche  Flächen 
©,  die  von  lauter  Kreislinien  begrenzt  sind,  bejahend  zu  beantworten 
ist,  nämlich  zeigen,  dass  die  fundamentalen  Functionen  U  einer  von 
lauter  Kreisen  begrenzten  Fläche  ©  wirklich  eonstruirbar  sind. 

Der  Definition  (20  a.)  entsprechend  werden  unter  den  Funda- 
mentalfunctionen  einer  gescJdossenen  Fläche  solche  zu  verstehen  sein, 
die  auf  dieser  Fläche  allenthalben  eindeutig,  stetig  und  harmonisch 
sind.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  leicht,  dass  die  Fundamental- 
functionen  einer  ein-  oder  mehrblättrigen  Riemanu  scheu  Kugelfläche 
(20b.)9t  ohne  Weiteres  angebbar,  nämlich  Constanten  sind.  Dass  jede 
Constante  die  in  Rede  stehenden  Eigenschaften  besitzt,  unterliegt 
keinem  Zweifel.  Leicht  aber  lässt  sich  auch  zeigen,  dass  jede  Fun- 
damentalfunction  der  Fläche  dl  nothwendiger  Weise  eine  Constante 
sein  muss. 
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Erläuterung.  —  Ist  nämlich  irgend  eine  Function  TJ  auf  3t  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch,  so  wird  dieselbe  [nach  Satz  (10a.) |  der  reelle  Theil 
einer  monogenen  Function 

U+iV 
sein,  welche  auf  91,  mit  Ausnahme  der  Curven  a^,  b.^,  c^,  eindexdig  und 
stetig ,  in  jeder  solchen  Curve  aber  mit  einer  constanten  rein  imaginären 
Differenz  behaftet  ist.  Hieraus  aber  folgt  sofort  [vgl.  die  Betrachtungen 
pg.  235,  236,  namentlich  den  dortigen  Satz  (R.)]  >  ^^^^  U  -\-  iV  eine  Con- 
atiinte  ist.     Q.  e.  d. 

Bemerkung.  —  Die  Betrachtungen  dieses  Paragraphs  sind,  ihrem 
eigentlichen  Kern  nach,  bereits  früher  von  mir  dargelegt  worden,  im  Jahre 
1870,  in  zwei  Aufsätzen  über  das  Logarithmische  und  Newton'sche  Potential 
in  den  Math.  Annalen,  Bd.  3,  Seite  325-349  uud  424— 434. 

§  3. 

Einige  Eigenschaften  der  Fundamentalfunctionen. 

Es  bezeichne  ©  irgend  eine  speciell  gegebene  Fläche.  Wir 
nehmen  an,  dass  die  Fundamentalfunctionen  U  dieser  speciellen 
Fläche  ©  wirklich  construirljar  seien,  für  beliebig  vorgeschriebene 
stetige  Randwerthe  Z,  und  bezeichnen  die  diesen  Randwerthen  Z  zuge- 
hörige Function   U  mit 

(1.)  U^ ,  oder  besser  mit  V^'     , 

wo  6  den  Rand  der  Fläche  @  vorstellen  soll.  Absichtlich  setzen 
wir  dabei  im  Exponenten  6,  J.  statt  des  blossen  Z,  um  anzudeuten, 
dass  jene  Werthe  Z  längs  6  ausgebreitet  zu  denken  sind. 

Sind  die  Z's  gegeben,  so  ist  dadurch  die  Function  (1.)  voll- 
ständig  und  eindeutig  hestimmt\  zufolge  des  Satzes  (19.)  pg.  395. 
Sind  insbesondere  die  Z's  längs  6  constant,  etwa  =  1,  so  wird  jene 
Function,  zufolge  des  Satzes  (18.)  pg.  395,  auf  @  allenthalben  =  1 
sein;  was  angedeutet  werden  kann  durch  die  Formel: 

(2.)  r^'  1  =  1. 

Ebenso  ergiebt  sich  allgemein: 
(3.)  U^^  ^  =  A, 

falls  nämlich  A  eine  beliebig  gegebene  Constante  vorstellt. 

o    o   o 

Die  Fundamentalfunctiou  (1.)  ist,  nach  ihrer  Definition  [(20a.) 
pg.  396],  in  ganzer  Erstreckung  der  Fläche  ©  eindeutig  und  stetig. 
Sie  wird  daher  irgendwo  auf  der  Fläche  @  einen  grösstenV^erih. 
annehmen.  Dieser  grüxste  WertJi  ist  aber,  nach  Satz  (17.)  pg.  395, 
unter   allen    Umständen    am    Bande   von    ©    anzutreffen.     Er    wird 
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(lalior,  weil  die  Randwertlie  der  in  Rede  stellenden  Function  (1.) 
durcli  die  Z's  selber  dargestellt  sind,  identisch  sein  mit  Max  Z.  d.  i. 
mit  dem  Maximalwert!!  der  Z's.  Und  demgemäss  entsprechen  also 
süninitlirhc  Werthe,  welche  die  Function  (1.)  auf  ®  besitzt,  der 
Formel : 
(4.)  f  r«^'  ^  <  Max  Z. 

Denkt  man  sich  also  z.  B.  auf  @  irgend  eine  Ciirve  t  gegeben, 
die  einzelnen  Punkte  dieser  Curve  ebenfalls  mit  t,  benannt,  und 
die  Werthe  der  Function  (1.)  in  diesen  Punkten  ^  mit 

(5.)  U:'.  I 

bezeichnet,  so  entsprechen  all'  diese  Werthe  (5.)  der  Formel: 
(0.)  U:''^  ^  <  Max  Z. 

Demgemäss  ist  also  z.  B. 
(6a.)  Max   Uf^  ^  ebenfalls  <  Max  Z, 

falls  man  nämlich  unter  Max  U:'''  den  grüssten  derjenigen  Werthe 
versteht,  den  die  Function  Uf^      auf  der  Curve  t,  besitzt. 

Andererseits  wird  die  Function  (1.)  offenbar  irgendwo  auf  der 
Fläche  ©  einen  Idcinstcn  Werth  annehmen.  Hieraus  ergeben  sich 
analoge  Formeln;  so  dass  man  also,  Alles  zusammengefasst,  folgen- 
den Satz  erhält: 

Erster  Satz.  —  Es  fiei  ©  ein  (von  helicbifj  vielen  Randcitrven 
hegrenzte)')  Theil  einer  liiemann  sehen  Kitgelflüche.  Am  Bande  6  der 
Flüche  @  seien  irgend  ivelche  längs  6  stetige  Werthe  Z  vorge^cliriehen. 
Fei'ner  sei  gebildet  die  diesen  Z's  zugehörige  Fundamentalfnnction 

U  =  W"'  ^. 

Denl't  man  sich  nun  in  ErsfrecJcung  der  Fläche  (3  irgend  eine 
Curve  t,  gegehen,  und  die  einzelnen  Funkte  dieser  Curve  ebenfalls  mit 
t,  bezeichnet,  so  wird  für  all'  diese  Punkte  t,  die  Formel  stattfinden: 

(I.)  Min  Z  <  IJf^  ^  <  Max  Z. 

Hieraus  folgt  sofort: 

Max  Cr;'^'^<MaxZ, 

Min  üf'  ^  >  Min  Z; 
und  hieraus  durch  Subtraction: 
(la.)  Max  C/c*"'  ^  —  Min  ^7'  ^  <:  Max  Z  -  Min  Z. 

Man  kann,  mit  Riemann,  die  linke  Seite  dieser  letzten  Formel 
als  die  Schwankung  der  Function  U^'  ^  auf  der  Curve  5,  und  ebenso 
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die  rccJite  Seite  als  die  SchwanliuvKj  der  Funetion  Z  auf  a  bezeich- 
nen. Denif/emüss  Icann  man  diese  Formel,  falls  die  Schrankung  einer 
Function  durch  die  Clmrahteristih  D  anf/edeutct  wird,  auch  so  sehreihen : 

Schliesslich  kann  noch  folgende  Formel  hinzugefügt  tverden: 

(Ic.)  Max  abs   JJf^  ^  <  Max  abs  I, 

die  aus  (I.)  sich  leicht  ergieht. 

Erläuterung  zu  (Ic).  —  Liccren,  wie  durch  (I.)  constatirt  ist,  silmmt- 
liche  Werthe  einer  Function  F-  zwischen  zwei  festen  Schranken  A  und  B, 
und  bezeichnet  man  den  absolut  grössten  Betrag  dieser  beiden  Quantitäten 
A  und  B  mit  31,  so  wird  offenbar  abs  F^  stets  <I  31,  mithin  auch 
Max  abs  F.  <  31  sein.     Q.  e.  d. 

Bemerkung.  —  In  den  Formeln  des  voi'stehcnden  Satzes  würde  die 
Ersetzung  des  Zeichens  ^  durch  <[  selbst  dann  nicht  gestattet  sein,  wenn 
die  Curve  J  völlig  innerhalb  ©  liegen  sollte.  Denn  es  könnte  z.  B.  Z 
auf  6  const<ant  sein.  Und  alsdann  würde  in  jenen  Formeln  das  in  Rede 
stehende  Zeichen  durch  =  zu  ersetzen  sein;  wie  sich  solches  aus  dem 
Satze  (18.)  pg.  .395  sofort  ergiebt. 

Wir  wollen  jetzt  aunelimen,  die  Randcurvenanzahl  der  gege- 
benen Fläche  ©  sei  >  1,  etwa  =  2.  Die  beiden  Randcurven  mögen 
(>i  und  6.,  heissen.  Sind  nun  am  Rande  6  der  Fläche  ©,  d.  i.  auf 
(>,  und  (T^,  irgend  welche  stetige  Werthe  X  vorgeschrieben,  so  wird 
die  diesen  Z's  zugehörige  Fundamentalfunction  der  Fläche  ©  nach 
wie  vor  mit 

(1.)  V"'^  oder   r'^i  +'^'.',^ 

zu  bezeichnen  sein.     Gleichzeitig  aber  mag  unter 

(2.)  U^^ '  ^ 

diejenige  Fundamentalfunction  verstanden  werden,  deren  Randwerthe 
nur  auf  öj  mit  jenen  Z's  identisch,  auf  6^,  hingegen  Null  sind.  Und 
ebenso  mag  umcrekehrt 

(3.)  JJ^-2.^ 

diejenige  Fundamentalfunction  vorstellen,  deren  Randwerthe  auf  ö.^ 
mit  jenen  Z's  identisch,  auf  6^  aber  Nidl  sind.     Das  Aggregat 

repräsentirt  daher  eine  Fundamentalfunction,  deren  Randwerthe 
durclm-eg  (auf  6^  wie  auf  6^  identisch  mit  den  Z's  sind,  d.  h.  eine 
Fundamentalfunction,  deren  Randwerthe  identisch  mit  denen  der 
Function  (1.)  sind.  Besitzen  aber  zwei  Fundamentalfnnctionen  einerlei 
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Randwerthe,  so  sind  sie,  nach  Satz  (10.)  pg.  395,  unter  einander 
identisch.     Somit  folgt  also: 

(4.)  ■  Ifdi  ,  ^  _j_   U<!, ,  ^   =   ITC,  I  ^ 

Ist  insbesondere  Z  constant,  etwa  durchury  =  1  (auf  <>,  wie  auf  G.?\, 
so  nimmt  die  Formel  (4.)  die  Gestalt  an: 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  aber  repräsentirt,  nach  Satz  (18.) 
pg.  395,  eine  Fundamentalfunction,  die  auf  der  gegebenen  Fläche  © 
(dknthalhen  =  1  ist.     Somit  folgt: 

(5.)  f/*^"^  -f  ?:r<^.'  1=  1. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondere  die  Function  (2.),  oder  vielmehr 
zunächst  die  etwas  speciellcre  Function 

(6.)  r/*^!'' 

in  Betracht  ziehen.  Diese  ist  auf  (?j  überall  =  1,  auf  6.^  überall 
=  0,  also  auf  ©  inconstant.  Ihr  f/rössfer  Wertli  auf  ©  wird  daher, 
nach  Satz  (17.)  pg.  395,  niemals  innerhcdh  ©,  sondern  immer  nur 
am  Baude  von  ©  anzutreffen  sein.  Er  wird  somit,  weil  die  Rand- 
werthe der  Function  theils  =1,  theils  =0  sind,  nothwendiger 
Weise  durch  1   dargestellt  sein. 

Um  die  Hauptsache  zusammenzufassen:  Jener  grösste  Werth 
ist  =1,  und  niemals  innerhalb  ©,  sondern  nur  am  Bande  von  © 
anzutreffen.  Markirt  man  also  irgend  einen  Punkt  j  innerhalb  ©, 
so  wird  der  daselbst  vorhandene  Functions  werth 

Uj^^ '  ^  uothwendig  <  1  (niemals  =  1) 
sein.      Und    denkt    man    sich     ferner    völlig    innerhalb    ©     irgend 
eine  Curve  ^  gegeben,  und  die  einzelnen  Punkte  dieser  Curve  eben- 
falls mit  ^  bezeichnet,   so  wird   für   all'  diese   Punkte  ^  die  Formel 
stattfinden: 

thj^i '  1  <  1  (niemals  =  1). 
Diese    Formel    kann    schliesslich,    durch    eine    analoge    Betrachtung 
über   den  lleinsfen   Werth  der  Function   ((3.),   leicht    vervollständigt 
werden;  so  dass  man  erhält: 

(7.)  0<r:'^>'i<l, 

die  Zeichen  genommen  in  sensu  rigoroso. 

Nun  ist  die  Function  (0.)  auf  ©,  mithin  z.  B.  auch  auf  t,  ein- 
deutig und  stetig.  Unter  den  Werthen,  die  sie  auf  t,  besitzt,  muss 
also  ein  bestimmter  kleinster,  und  ebenso  auch  ein  hestimniier  grÖsster 
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Werth  sich  vorfinden.  Diese  beiden  besonderen  Wertlie  —  sie 
mögen  x  und  l  heissen  —  müssen  der  allgemeinen  Formel  (1.)  sich 
ebenfalls  subordiniren.     Und  demgemäss  crliült  man: 

(8.)  0  <  X  <  Uf^ '  1  <  A  <  1. 

Die  Grössen  tc  und  A  sind  also  positive  Constanten,  beide  >  0,  und 
beide  <  1.  Auch  werden  die  Werthe  dieser  beiden  Constanteu 
'K,  X,  wie  aus  ihrer  Definition  folgt,  lediglich  abhängen  von  den 
durch  die  Fläche  (S  und  die  Curve  t,  gegebenen  geometrischen  Ver- 
hältnissen-, so  dass  sie  etwa  bezeichnet  werden  können  als  die 
Sitnationsronstanten  von  t,  in  Bezug  auf  S. 

Dies  vorausgeschickt,  gehen  wir  über  zur  Betrachtung  der  all- 
gemeineren  Function  (2.): 

(9.)  W^ '  ^. 

Bezeichnet  man  den  absolut  grössten  Werth  von  Z  auf  ö^  mit  Jf,, 
was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

(l^->-)  M^  =  Maxabs  I^., 

so  sind  31^  -f~  ^  und  J/j  —  Z  auf  (?i  überall  >  0.  Demgemäss  be- 
sitzen also  die  Functionen 

jjG^ ,  M,  -\-Y.    y^^j   jja^ ,  iJ/,  —  X 

Bandicerthe ,  die  auf  6^  überall  ^  0,  und  auf  6.^  überall  =  0  sind*). 
Ihre  liandiverthe  sind  mithin  durchweg  positiv.  Und  hieraus  folgt, 
mittelst  des  Satzes  (17.)  pg.  395,  dass  ihre  Werthe  auf  der  Fläche 
©  allenthalben  positiv  sind.  Somit  ergeben  sich  für  jedweden  Punkt 
der  Fläche  ©  die  Formeln: 

(«.)  t/'^-^i+^^O, 

(^.)  CT'^i'  ^^1 -^^0, 

Formeln,  die  man  auch  so  schreiben  kann  **) : 

(7-)  t^«?.'  -a^i  4-  C7<?i.^  >0, 

(^•)  TJ'^i^  ^^1  _  f7<^i.  ^  >0, 

oder  auch  so: 


*)  Vgl.  die  in  (2.)  pg.  399  gegebene  Definition. 

**)  Dass  z.  B.  in  (a.)  nnd  (y.)  die  linken  Seiten  unter  einander  identisch 
sind,  ergiebt  sich  in  ähnlicher  Weise,  wie  vorhin  die  Richtigkeit  der  Formel 
(4.)  dargethan  wurde. 

Neu  manu,  AbtTsclie  Integrale.     2.  Aufl.  26 
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Ist  aber  ( —  .4)  <  ^  <  (+  Ä),  so  wird  offenbar  abs  li  <  abs  Ä 
sein.     Somit  folgt: 
(11.)  abs  ?/''i'^<abs  ri*^"-^^', 

oder,  weil  T'^"  ^^^'  =3IJJ''^'^   ist*),   und  die  Wertbe  von  3f,  und 
i[7*'"  ^  strts  positiv  sind; 
(12.)  abs  t/^^i'^^  Jf,6^<^i'i. 

Air  diese  Formeln  gelten  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  ©. 
Bringt  mau  nun  die  letzte  auf  irgend  einen  Punkt  der  vorhin  be- 
trachteten Curve  ^  in  Anwendung,  so  erhält  mau: 

abs  Uf^>'^<M,Uf^^^, 
also  mit  Rücksicht  auf  (8.): 

(13.)  abs  ?/:^i'^<  M^^, 

mithin  z.  B.  auch: 
(14.)  Max  abs  r/t'^i'^^ilfiA. 

Substituirt  man  schlies.slich  für  Tl/j  seine  eigentliche  Bedeutung  (10.), 

so  gelangt  man  zu  folgendem  Satz: 

Zweiter  Satz.  — ■  IJs  sei  @  ein  von  zivei  Randcurven  6^  und  6., 

begrenzte)-  Theil  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche.     Ferner  bezeichne 

U  =  U"^ '  ^ 
diejenige  Fimdamentalfimction  der  Flüche  ©,  ivelche  längs  <?j  beliebig 
vorgeschriebe) le  stetige  Wertlie  Z  besitzt,  andererseits  a}>er  längs  6.^  durch- 
weg =  0  ist. 

Denkt  man  sich  nun  völlig  innerhalb  ©  eine  Curve  t,  gegeben, 
und  die  einzehien  PunJcfe  dieser  Curve  ebenfalls  mit  t,  bezeichnet,  so 
wird  für  diese  Funkte  ^  die  Formel  stattfinden: 

(II.)  Max  abs  üf^ '  ^  <  (Max  abs  I,  J  L 

Dabei  bezeichnet  A  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  durch  die  Fläche  ©  und  die  Curve 
t,  gegebenen  geometrischen  VerlUiltnissen.  Man  Jcann  1  etwa  die 
Situationsconstante  der  Curve  ^  in  Bezug  auf  (S  nennen. 

*)  Die  Richtigkeit  dieser  Gleicbung   ergiebt   «ich  in   ähnlicher  Weise,  wie 
vorhin  die  Richtigkeit  der  Formel  (4.)  dargethan  wurde. 


Sieljzüliiites  Ca^jitel. 
Nähere  Uiitersncliung  der  FniHlameiitalfnnctioiieii  der  Kreisfläche. 

§  1- 

Die  Fundamentalfunetionen  der  Kreisfläche. 

Denkt  man  sich  irgendwo  in  der  .s-Ebene  eine  Kreisfläche  ge- 
geben, und  den  Rand  derselben  mit  6  bezeichnet,  so  ist  unter  der 
Fundamentalfunction  der  Kreisfläche  diejenige  Function  U=  U(x,y) 
zu  verstehen,  welche  auf  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig  ist,  tvelche 
ferner  innerhalb  der  Kreisfläche  Jmrmonisch  ist,  fd.  h.  den  Be- 
dingungen 

bu    du   ...      c^u  ,  d^'u      ^ 

ö— ,    ö—  stetig,      ^^r—;  -+-  -7^—^  =  0 

entsprecliend] ,  und  welche  endlich  am  Rande  6  heliehig  vorgeschriebene 
Werthe  Z  besitzt;  ivobei  vorausgesetzt  sein  soll,  dass  diese  X'.s  längs  6 
stetig  sind. 

Wir  werden  im  Folgenden,  nach  mancherlei  mühsamen  und 
weitläufigen  Betrachtungen,  schliesslich  zu  einer  Formel  gelangen, 
mittelst  deren  man  diese  Function  U,  falls  die  Z's  gegeben  sind, 
jederzeit  auszudrücken  vermag. 

Es  sei  d6  das  Element  der  gegebenen  Kreisperipherie *j,  ferner 
V  die  auf  da  errichtete  innere  Normale,  endlich  E  die  Entfernung 
des  Elementes  dö  von  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  x.  Ais- 
darm kann  das  über  die  ganze  Peripherie  erstreckte  Integral: 

auch  so  geschrieben  werden: 

wo  -&  den  Winkel   vorstellt,  unter   welchem  die  Linie  E  (dö  *-^  x) 

*)  In  nachstehender  Figur  ist  das  Element  da  mit  aß  bezeichnet. 

26* 
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creoren  v  ffeneigt  ist.    Nim  ist  aber      .,    äo  gleich  dem  Winkel  axß 

(wü  a  und  ß  die  beiden  Endpunkte  des  Elementes  dö  vorstellen), 
also  trleicli  der  sehet iihciroi  Grösse  des  Elementes  dö  für  einen  in  x 
betindliehen  Beobachte)-,  vorausgesetzt,  dass  der  Punkt  x  innerhalb 
resp.  (utf  der  Peripherie  liegt. 

Sollte  iiäuilich  x  ausserhalb  dei-  Peripherie  liegen,  so  könnte  cos  & 
unter  Umständen  negativ  werden.  Dann  aber  würde  die  scheinbare  Grösse 
des    Elementes    da    für    einen   in  ./•  befindlichen   Beobachter    nicht  durch 

l-j =— (Zcl  sondern  durch  ( —       ,     (Zffj  dargestellt  sein. 

Acceptirt  man  also  die  genannte  Voraussetzung,  und  bezeichnet 
man  zugleich  jene  scheinbare  Grösse  mit  (f?(?).i-,  so  wird: 

Wir  werden  im  Folgenden  nicht  nur  dieses  Integral,  sondern  nament- 
lich auch  das  allgemeinere  Integral 

(2-)         ^^'  =fh  ('»g  1)  ^ ''"  =/"!*  ^ ''"  =S^i-i«)' 

näher  zu  untersuchen  haben,  wo  Z  die  längs  des  Randes  6  vor- 
geschriebenen Werthe  repräsentiren  soll. 

Eine  sehr  merkwürdige 
Eigenschaft  dieser  Functio- 
nen iVx  und  Wx  besteht  darin, 
dass  jede  derselben  längs  der 
gegebenen  Peripherie  con- 
stant  ist.  Lässt  man  nämlich 
in  der  beistehenden  Figur 
den  Punkt  x  nach  der  Peri- 
pherie rücken,  so  wird  das 
von  den  Punkten  x,  a  und  c 
(dem  Mittelpunkt  der  Peripherie)  gebildete  Dreieck  ein  gleichschenk- 
liges. Und  aus  diesem  Dreieck  ergiebt  sich  alsdann  sofort  die  Rela- 
tion: E  =  21i  cos  d-,  wo  H  den  Radius  der  Peripherie  vorstellt. 
Durch  Substitution  dieses  Werthes  von  E  nehmen  aber  die  Formeln 
(1.),  (2.): 

f*C08  & 


w. 


JCOS  -iT     -, 


W.=f 


COS  & 


Ydö 
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folgende  Gestalt  an: 

fda 
Wx  ==  7t      ^ —  ==  7t,  [vorausgesetzt,  dass 

(3.)  *■  ö»*  Rande  der 

J^da  Kreisfläche  liegt], 

WO  M  das  arithmetische  Mittel  derjenigen  Werthe  vorstellt,  welche 
die  Function  Z  längs  des  Randes  besitzt.    W.  z.  z.  w. 

Der  in  (1.),  (2.)  enthaltene  log  -^  drückt  sich  durch  die  Coor- 

dinaten   x,  y   des   Punktes  x   und   durch   die   Coordinaten   a,  h   des 
Elementes  d6  folgendermassen  aus: 

log  ^  ==  -  Y  log  [{x  -  af  -\-{y  -  hf], 

und   genügt  also   der  Differentialgleichung  -ö— g  +  -^— §  ==  0.     Dem- 

gemäss  folgt  aus  (1.),  (2.),  dass  die  Functionen  w  und  W  eben- 
falls dieser  Differentialgleichung  Genüge  leisten,  üeberhaupt  erJcennt 
(4.)  man  aus  jenen  Formeln  (1.),  (2.)  sofort,  dass  die  Functionen  tv  und 
W  innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche  eindeutig,  stetig  und  har- 
monisch sind.  Man  könnte  vielleicht  vermuthen,  dass  w  und  W 
nicht  nur  innerhalb,  sondern  in  ganzer  Erstreckung  der  Kreisfläche 
eiudeutig  und  stetig  seien.  Das  aber  ist  nicht  der  Fall.  In  der 
That  ergiebt  sich  z.  B.  aus  (1,),  dass  iv^  =  2%  oder  =  n  ist,  je 
nachdem  der  Punkt  x  innerhalb  der  Kreisfläche  oder  an  ihrem  Rande 
liegt. 

Es  ist  nämlich  nach  (1.):  w^  ^^j(^*')x'  ^"^^  hieraus  folgt,  mittelst 
der  geometrischen  Bedeutung  von  {de)^,  sofort,  dass  w^  =  2  7r  ist,  sobald 
der  Punkt  x  innerhalb  der  Kreisfläche  liegt.  Befindet  sich  andrerseits  der 
Punkt  X  am  Bande  dieser  Fläche ,  so  wird  nach  (3.) :  iv^  =  n. 

Diese  Function  tv^  hat  somit  im  Innern  der  Fläche  einen  con- 
stanten  Werth  2it,  der  jedoch  beim  Uebergauge  zum  Rande  plötz- 
lich sinkt  von  2n  auf  n.  Wir  können  diese  Verhältnisse,  falls  wir 
die  innern  Punkte  mit  j,  und  die  BandTpunkie  mit  s  bezeichnen, 
durch  die  Formeln  andeuten: 

IV j  =  2%, 

W,  =  7t. 


(5.) 


(6.) 


Construirt  man  also  eine  in  den  Punkten  j  und  s  resp.  den  Formeln 

.  ts  =  tt's  +  7t 

entsprechende  Function  ip^ ,  ao  wird  diese  letztere  für  die  ganze  ge- 
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(/chciic  Krcis/läcltc,    Hucn  Juniil  »lit   eingeschlossen,    eunslant,   nämlich 
(ßa.)  =  2n  sein.     D.  h.  67V  wird  eonstant  sein   in  ganzer  Erstreckung 
der  Kreisflüche. 

Eiuigermassen   aiuiluge  Verliilltiiisse    sind   zu    erwarten  bei  der 
allgemeinem  Function  (2.): 
(7.)  W.=JY(d6),. 

In  der  Tluit  wird  es,  ebenso  wie  für  w  das  4'  eingeführt  wurde, 
ebenso  auch  hier  zweckmässig  sein,  an  Stelle  von  \V  eine  neue 
Function  V  einzuführen  mittelst  der  Formeln: 

(\\f.  =  ly. 
(8.)  [    '  •" 

alsdann  aber  wird  sich  zeigen,  dass  diese  neue  Function  V.r  eindeutig 
und  stetig  ist  in  ganzer  Krstrecliung  der  gcgehenrn  Kreisfläche. 

Um  näher  hierauf  einzugehen,  markiren  wir  irgendwo  am  Rande 
der  Kreisfläche  einen  festen  Punkt  a,  bezeichnen  den  in  a  vorhan- 
denen Werth  X„  der  Kürze  willen  mit  A,  und  subtrahiren  von  der 
Formel  (7.)  die  mit  A  multiplicirte  Formel  (1.): 

(?•)  ^w,  =  ^J{d6),, 

wodurch  sich  ergiebt: 
(10.)  W.  -  A«'.  =JiT  ~  A) {dö),. 

Sondern  wir  nun,  mittelst  eines  kleinen  um  «  als  Mittelpunkt 
beschriebenen  Hülfskreises  5(,  sämmtliche  Elemente  dö  in  solche 
Elemente  r/ö',  die  innerhalb  51,  und  in  solche  Elemente  dö",  die 
ausserhalb  %  liegen,  so  können  wir  die  Formel  (10.)  so  schreiben: 
W:c  -  ^^v,  =  /(Z  -  A)  [dö'),.  +  /\Z  -  A)  (r/ (?"),, 


11.) 


das  eine  Integral  über  die  dö',  das  andere  über  die  dö"  hinerstreckt. 
Da  wir  unter  x  immer  nur  solche  Punkte  verstehen,  die  innerhalb 
oder  am  Rande  der  gegebenen  Kreisfläche  liegen,  so  sind  die  {dö),r, 
(dö')x,  {dö")^.,  ihrer  geometrischen  Bedeutung  zufolge,  sämmtlich 
positiv.  Auch  ist  das  über  den  ganzen  Rand  jener  Fläche  erstreckte 
Integral  l{dö)x  stets  <  2:7r;  um  so  mehr  also  auch  j  {dö')x<i2ic. 
Denn  dieses  letztere  Integral  soll  sich  selbstverständlich  nur  über 
die  Elemente  dö' ,  also  nur  üljer  diejenigen  der  Elemente  dö  er- 
strecken, welche  innerhalb  des  kleinen  llülfskreises  %  liegen.  Be- 
achtet man  diese  Bemerkungen,  und  bezeichnet  man  ausserdem  den 
absolut  grössten  Werth  der  Function  (Z  —  A)  innerhalb  des  Krei- 
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ses  2(  mit  M,  so  ergiebt  sich  aus  (11.)^ 

(12.)  abs  f7^^/[abs(I  — A)]  ((/(?%  ^Jf/(f/(?%<^i" •  27t, 

welche  Lage  der  Punkt  x  innerhalb  oder  am  Rande  der  gegebenen 
Kreisfläche  auch  besitzen  mag. 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  nun  Z  längs  des  Kreisrandes 
6  stetig.     Gleiches  gilt  dalier  auch  von  der  Function: 

(l'^O  I- A  =  I,-A  =  I, -I«. 

Auch  wird  diese  letztere  Function  =  0  werden,  sobald  mau  den 
variablen  Randpunkt  s  nach  a  rücken  lässt.  Folglich  wird  man 
das  in  (12.)  enthaltene  M,  d.  i.  den  absolut  grössten  Werth  der 
Function  (Z  —  A)  innerhalb  des  Hülfskreises  21,  durch  Verkleinerung 
dieses  Hülfskreises  beliebig  klein  machen  können.  Und  dies  über- 
trägt sich,  vermöge  jener  Formel  (12.),  auf  das  abs  U^.  Bezeich- 
net also  £  einen  ad  libitum  gegebenen  Kleinheitsgrad,  so  kann  man 
das  abs  Ux  durch  gehörige  Verkleinerung  des  um  den  festen  Punkt 
a  beschriebenen  Hülfskreises  %  z.  B.  kleiner  als  \£  machen;  wobei 
die  augenblickliche  Lage  des  Punktes  x  (innerhalb  oder  am  Rande 
der  gegebenen  Kreisfläche)  völlig  glcichgültiy  bleibt. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  beschreiben  wir  um  a  einen  zwei- 
ten noch  kleinem  Hülfskreis  a,  und  lassen  denselben  so  klein  wer- 
den, dass  für  alle  von  ihm  umschlossenen  Punkte  x  die  Schwankung 
der  Function   Vx  ebenfalls  <  \  e  ist. 

Dass  solches  ausführbar  ist,  unterliegt  keinem  Zweifel.  Denn  das  in 
(11.)  mit  V^  bezeichnete  Integral  erstreckt  sich  nur  über  die  Elemente 
rfa",  d.  i.  nur  über  denjenigen  Theil  der  gegebenen  Peri2)herie,  welcher 
aiisserhalh  des  Hülfskreises  2C  liegt.  Folglich  ist  dieses  V^  für  die  inner- 
halb %  liegenden  Punkte  x  durchweg  stetig. 

Solches  ausgeführt,  sind  alsdann  ofi'enbar  die  Schwankungen 
der  Function  {Ux-\-Vx)  für  alle  innerhalb  a  befindlichen  Punkte  x 
kleiner  als  £.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  der  mit  {Ux  -\-  Vx) 
identischen  Function  {Wx  —  f^Wx),  vgl.  (11.). 

Wir  wollen  sofort  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  nämlich 
um  den  festen  Punkt  a  einen  neuen  noch  kleineren  Hülfskreis  a" 
beschreiben,  und  denselben  so  klein  uns  denken,  dass  die  (stetige 
und  in  a  verschwindende)  Function  jr(Z  —  A)  ihrem  absoluten  Be- 
trage nach  innerhalb  a^  überall  kleiner  als  jenes  b  ist. 

Alsdann  werden  also,  um  die  Hauptsache  zusammenzufassen, 
innerhalb  des  um  a  beschriebenen  Hidfskreises  d^  einerseits  die  Schwan- 
kungen der  Function 

(1^-)  Fx=Wx-klOx, 
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und  andererseits  die  absoluten  Wcrflir  der  Function 
(15.)  /;  =  3r(I.  -  A) 

durchweg  Meiner  als  s  sein,  wo  £  den  zu  Anfang  ad  libitum  gewählten 
Kleinheitsgrad  vorstellt.  Dabei  ist,  was  die  Formel  (14.)  betrifft,  wohl 
im  Auge  zu  beluilteu,  dass  x  als  Colleetivbezeiclinuug  dient  für  alle 
Funkte  der  gegebenen  Kreisfläche,  ihren  Mcüid  mit  eingeschlossen,  also 
als  Colleetivbezeiclinuug  für  siimmtliche  Punkte  j,  s. 

Dies  constatirt,  wollen  wir  nun  statt  der  Functionen  W,  iv  die 
ihnen  adjungirten  Functionen  V,  0  in  den  Vordergrund  treten  lassen. 
Nach  (6.)  und  (8.)  ist: 

vj/^  =  1  r,  +  3r  Z,,  1 1,  =  u\  +  n , 

und  folglich: 

-v,-A0,  =  (tf;-a?o), 

Y,  —  A^.  =  (11';.  -  A?r,)  +  ;r(I,  -  A), 
also  mit  Rücksicht  auf  die  in  (14.),  (15.)  eingeführten  Bezeichnungen: 

T.-Ai^,  =  i^.  +  /;, 
oder,  weil  ^v  [vergl.  (6a.)]  auf  der  ganzen  Kreisfläche,  ihren  Rand 
mit  eingeschlossen,  constant,  nämlich  =2%  ist: 

(%  =  2;rA  +  Fj, 
\y,  =  2;rA  +  ^.  +  U 
Aus  diesen  Formeln  (16.)  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Ergeb- 
nisse (14.),  (15.),  dass  die  Schwankungen  der  Function  ^x  innerhalb 
des  um  u  beschriebenen  Hülfskreises  a'^  überall  kleiner  als  3a  sind. 
Auf  die  Gefahr  hin,  zu  weitläufig  zu  werden,   will  ich  das  eben  Ge- 
sagte   noch    ein  wenig  weiter   erläutern.     Sind  j,  j^   irgend   zwei  Punkte 
innerhalb    der   gegebenen    Kreisfläche,    und  s,  Sy    irgend  zwei  Punkte   an 
ihrem  Rande,  so  sind  die  Schwankungen  der  Function  V  (16.)  theils  von 
der  Form: 

theils  von  der  Form: 

theils  endlich  von  der  Form: 

So  lange  aber  j,  jy  und  s,  s,  innerhalb  des  Kreises  o"  bleiben,  ist  jeder 
dieser  Ausdrücke  (a.) ,  (ß.),  (y.),  zufolge  der  Sätze  (14.),  (15.),  seinem  ab- 
soluten Betrage  nach  kleiner  als  3£,  nämlich  der  absolute  Werth  von  (a.) 
kleiner  als  f ,  der  von  (ß.)  kleiner  als  2s,  und  der  von  (y.)  kleiner  als  3e. 


(16.) 


(18.) 
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Innerhalb  des  um  Jen  Randpuukt  or  beschriebenen  Hülfskreises 
a'^  sind  also  die  Schwankungen  der  Function  Y  kleiner  als  os,  wo 
das  £  einen  zu  Anfang  ad  lihitum  gewählten  Kleinheitsgrad  vor- 
stellt. Mit  andern  Worten:  Die  Function  Y  ist  in  jenem  Funkte  a 
stetig.  Und  solches  gilt  offenbar  für  jeden  heliebigen  Randpunkt; 
denn  a  war  ja  zu  Anfang  auf  dem  Rande  der  gegebenen  Kreisfläche 
ganz  beliebig  gewählt.  Dass  andererseits  die  Function  ¥  auch  ste- 
tig ist  für  jeden  inneni  Punkt  j,  bedarf  keiner  Erläuterung,  folgt 
nämlich  unmittelbar  aus  der  für  Y  gegebenen  Definition  (8.).  Wir 
gelangen  somit  zu  folgendem  Resultat: 

Fs  seien  am  Rande  6  der  gegebenen  Kreisfläche  irgend  welche 
längs  (S  stetige   Werthe  X  vorgeschrieben.     Setzt  man  alsdann: 

(17.)  W,  =/A  (log  i)  I da  =/°1* I ä0  =/k (d6)., 

und  construirt  man  ferner  die  den  Formeln: 

entsprechende  Function  T,  so  ivird  diese  letztere  auf  der  ganzen  Kreis- 
fläche, ihren  Fand  mit  eingeschlossen,  eindeutig  und  stetig  sein. 
Oder  kürzer  ausgedrückt:  Sie  uird  eindeidig  und  stetig  sein  in  ganzer 
Frstreckung  der  Kreisfläche.    [Vgl.  die  Bemerkung  pg.  393.J 

Innerhalb  der  Kreisfläche  ist  diese  Function  V,  nach  (18.),  iden- 
tisch mit  W,  mithin,  ebenso  wie  W  selber  [vergl.  (4.)],  harmonisch. 
Beachtet  man  ausserdem,  dass  das  in  (18.)  enthaltene  W^  constant, 
nämlich  =  n^A  ist  [vgl.  (3.)],  so  kann  man  den  soeben  ausgespro- 
chenen Satz  folgendermassen  vervollständigen: 

F)ie  in  (17.)  genannte  Function  W  besitzt  am  Fände  der  Kreis- 
fläche einen  constanten   Werth  jrM.    Setzt  man  nun 

'Y,  =  Wj, 

SO  wird  die  durch  diese  beiden  Formeln  defnirte  Function  V  in  ganzer 
Frstreckung  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig,  überdies  aber  inner- 
halb der  Kreisfläche  harmonisch  sein. 

Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  offenbar,  falls  man  unter 
H,  K  beliebige  Constanten  versteht,  auch  die  Function  H^  -f"  -^> 
also  z.  B.  die  Function: 

(20.)  U=^'V-^. 

n 


(19.) 


410  Siebzehutes  Capilul. 

Die  aiial)tisclieu   Aiisilrücke   dieser   letztem  Function   sinil   l'ür   alle 
Punkte  j,  s  sofort  angebbar.     Es  ist  nämlich  nach  (20.): 


also  nach  (19.): 


(21.) 


Us.    =     I,. 


Diese  Function  U  ist  also  nicht  nur  in  J'Jrstrerlitnf/  der  Kreisfläche 
eindeutig  und  stetig,  und  innerhalh  derselben  liannoni.sch,  sondern 
überdies  auch  am  Rande  derselben  [wie  aus  (21.)  folgtj  identisch 
mit  den  vonjesehrichcnen  T's.  Es  wird  mithin  diese  Function  U  die 
den  vorgeschriebenen  Z's  entsprechende  Fundamental function  der 
Kreisfläche  sein  [vgl.  die  Delinitiou  (20a.)  pg.  396].  Demgemäss 
gelangt  man  auf  Grund  der  Formeln  (21.),  indem  mau  daselbst  für 
Wj  und  M  ihre  aus  (17.)  und  (3.)  ersichtlichen  Werthe  substituirt, 
zu  folgendem  Satz: 

Das  Kreistheorem.  —  Sind  am  Rande  a  einer  gegebenen  Kreis- 
fläehe  irgend  ivehJie  längs  6  stetige  Werthe  Z  vorgesehrichcn,  so  ist  die 
diesen  Werthen  Z  zugehörige  Fnndamcntalfiinction  U  sofort  an- 
gebbar. Einerseits  nämlich  ivird  dieselbe  in  den  Randjjunlcten  mit 
jenen  T's  identiseh  sein;  und  andererseits  wird  dieselbe  in  allen  innern 
Funlden  j  darstellbar  sein  durch  die  Formel: 

f22)  f^^  =  ^/[rv('°8i;)-^s]l'^«- 

Diese  Formel  kann  man  auch  so  schreiben: 

(22a.)  f0  =  i/[-l*-,yi"«, 

oder  auch  so: 
(22b.)  Uj=yfl(d0),-^fl,i0, 

oder  endlich  auch  so: 
(22c.)  Uj  =  l  /z  {da)j  -  ;,/z(r/(T).. 

Dabei  bezeichnet  6  den  Rand,  c  das  Centrum  nnd  R  den  Radius 
der  Krcisfläehe.  Ferner  bezeichnen  {dG)j  und  (d6)c  die  scheinbaren 
Grössen  irgend  eines  Randelementes  do  für  einen  in  j  respcctive  in  c 
befindlicJien  Beobachter.     Ausserdem  bezeichnet  v  die  innere  Normale 
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den  Elancntcs  da,  E  die  Entfenmmj  des  PunJdcs  j  vom  Element  da, 
und  ^  den  von  v  und  E  gebildeten  Winkel  [vgl.  die  Figur  pg,  404]. 
Bemerkung.  —  Setzt  man  T  =  Const.,  z.  B.  =  1,  so  muss  [nach 
Satz  (18.)  pg.  395]  das  zugehörige  U  ebenfalls  =  1  sein,  für  sämmtliche 
Punkte  der  betrachteten  Fläche.  Hiermit  aber  sind  die  vorstehenden  For- 
meln in  Einklang.  So  z.  B.  geht  die  rechte  Seite  der  Formel  (22  b.)  für 
Z  =  1  über  in: 

—  fida).  -^;^    fda, 
d.  i.  in 

-  •  2jr ^.  2nR  =  1.  Q.  e.  d. 

Der  gegenwärtige  Paragraph  repräsentirt,  seinem  ganzen  Inhalt 
nach,  nur  einen  speciellen  Fall  meiner  BIcthode  des  aritlnnrtiselien 
]\[itt€h.  Diese  Methode  ist  von  mir  theils  in  den  Berichten  der  Kgl. 
yächs.  Ges.  d.  Wiss.  vom  April  und  October  l-^TO,  theils  auch  in 
den  Math.  Aunalen  (Bd.  11  pg.  558)  exponirt  worden.  In  mehr 
ausführlicher  Gestalt  findet  man  dieselbe  dargestellt  in  meinem  Werke 
über  das  Logarithmische  und  Newton  sehe  Potential  (Leipzig,  bei  Teub- 
ner,  1877),  über  welches  referirt  ist  in  den  Math.  Annalen  (Bd.  13, 
pg.  255). 

Uebrigens  ist  der  in  diesem  Paragraph  behandelte  Gegenstand 
derselbe,  mit  dem  auch  Schivarz  (XV.  Jahrgang  der  Vierteljahrs- 
schrift der  Naturforsch.  Gesellschaft  in  Zürich,  1870  und  Crelle's 
Journal  Bd.  74,  pg.  21 8 j  und  Prym  f Crelle's  Journal  Bd.  73,  pg.  340; 
sich  beschäftigt  haben;  wobei  bemerkt  sein  mag,  dass  der  Schwarz- 
sehe Aufsatz  eini":e  Bemerkungen  über  meine  Schriften  enthält,  die 
entweder  irrthümlich  sind,  oder  wenigstens  leicht  zu  irrthümlichen 
Auffassungen  Veranlassung  geben  können. 

Man  findet  solche  Bemerkungen  in  dem  genannten  Aufsatz  (Crelle's 
Journal  Bd.  74)  z.  B.  auf  Seite  220  und  240.  Wollte  irgend  ein  Autor 
den  Satz  drucken  lassen:  Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Parallelepipedum 
alle  Kanten  von  gleicher  Länge  sind,  so  ist  das  Parallelepipedum  ein  Wür- 
fel; so  würde  es  für  den  Recensenten  doch  wohl  wenig  angemes.'^en  sein 
zu  bemerken,  jener  Autor  „fordere^^  die  Gleichheit  aller  Kanten,  und  habe 
also  die  für  den  Satz  nothwendigen  Bedingungen  nicht  auf  das  geringste 
Maass  reducirt.  —  Gewiss  habe  ich  in  meinen  Schriften  sehr  häufig  Sätze 
ausgesprochen,  ohne  in  ihnen  die  Bedingungen  auf  das  gering.ste  Maass  zu 
rtduciren.  Aber  ich  habe  in  solchen  Fällen  eine  derartige  Rednction  auch 
niemals  beabsichtigt  gehabt,  —  geschweige  denn  behauptet,  dass  in  den 
betreffenden  Sätzen  eine  derartige  Rednction  von  mir  bewerkstelligt  sei. 
Wenn  Schwarz  odpr  irgend  ein  anderer  Mathematiker  eine  solche  (in  vie- 
len Fällen  recht  schwierige)  Eeduction  der  Bedingungen  auf  ihr  geringstes 
Maass  ausführt,  oder  auch  nur   Schritte  thut,  um  einer  solchen  sich  zu 
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nähern,  so  halte  ich  das  sicherlich  für  sehr  verdienstlich.  Aber  man  darf 
mir  doch  keinen  Vorwurf  daraus  machen,  dass  bei  meinen  Untersuchungen 
noch  Fragen  offen  bleiben,  mit  denen  Andere  sich  beschäftigen  können. 

Die  geiiaunten  beiden  Autoreu,  Schwarz  und  Trym,  haben  in 
ihren  Aufsätzen  auf  mehrere  meiner  Schriften  Bezug  genommen; 
aber  merkwürdiger  Weise  haben  sie  dabei  meinen  Aufsatz  über  die 
Metliodc  des  aritlimdischeti  Mittels,  der  hier  vorzugsweise  in  Betracht 
zu  ziehen  gewesen  wäre,  völlig  unbeachtet  gelassen.  Doch  würde 
es  Unrecht  sein,  denselben  hieraus  einen  Vorwurf  zu  machen.  Denn 
meine  Methode  des  arithmetischen  Mittels  war  zu  jener  Zeit,  als 
Prym  und  Schwarz  ihre  Aufsätze  im  Borchardt'schen  Journal  drucken 
Hessen,  allerdings  schon  publicirt,  aber  nur  in  ihren  Hauptumrissen, 
fast  mit  blosser  Angabe  der  sich  ergebenden  Resultate,  und  mit 
Uebergehung  vieler  zur  festen  Begründung  erforderlicher  Betrach- 
tungen. Erst  viel  später  habe  ich  Zeit  gefunden,  jene  Untersuchungen 
in  ausführlicher  Weise  darzulegen,  in  dem  schon  citirten  Werk  über 
das  Logarithmische  und  Newton'sche  Potential  (Teubner  1877). 

Jedenfalls  dürfte  meine  Metliode  des  arithmetischen  Mittels  gegen- 
über den  Methoden  der  Herren  Schwarz  und  Frym  den  Vorzug  ver- 
dienen, nicht  nur  wegen  ihrer  grössern  Einfachheit,  sondern  nament- 
lich auch  wegen  ihrer  grössern  Allgemeinheit,  indem  sie  nicht  nur 
auf  den  Kreis,  sondern  auf  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Curven  in 
der  Ebene  und  von  Flächen  im  Baume,  und  nicht  nur  auf  die  inner- 
halb  dieser  Curven  oder  Flächen,  sondern  ebenso  auch  auf  die  ausser- 
halb derselben  liegenden  Gebiete  anwendbar  ist. 

§  2. 
Sich  anschliessende  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche. 

Wir   construiren   innerhalb   6   eine    concentrische    Peripherie  t, 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,   den  grössten  Werth  näher  zu  unter- 
suchen, den  die  Differenz 
(1.)  Uj  -  Uj^ 

anzunehmen  vermag,  falls  j  und  j^  zwei  Punkte  vorstellen,  die  längs 
jener  Peripherie  r  in  beliebiger  Bewegung  begriöen  sind. 

Nach  (22b.)  pg.  410  ist: 

(2.)  Uj^^ßid6)j-^^fid,, 

woraus   z.  B.   [vgl.  die  Bemerkung  pg.  411]   für   Z  =  1    die   For- 
mel folgt: 
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(3.) 


Multiplicirt    mau    aber  diese  letzte    Formel    mit  einer  iviWcürlichen 
Constanten  A,  und  subtraliirt  man  sie  sodann  von  (2.),  so  folgt: 


Vertauscht  man  hier  j  mitj, ,   und    bringt  man   die   so  entstehende 
neue  Formel  von  (3.)  in  Abzug,  so  erhält  man: 

(4.)  Uj  -  Uj,  =  ^Jh-~A)  [{da)j  -  (d 6)J^ , 

T\  -4-  C 
oder,   falls  man  die  willkürlich  zu  wählende  Constante  A  =  — - — 

setzt: 

(5.;  Uj  -  Uj^  =  l  /{t  -  ^-)  \(da)j  -  (da)j,]. 

Dabei   mag   unter  K  und  G    das   Minimum   und   Maximum    der   am 
Rande  6  vorgeschriebeneu  Werthe  Z  verstanden  werden: 
(6.)  K  =  Min  I,     G  =  Max  I. 

Construirt  mau  nun  [vgl.  die  Figur]  zwei  vom  Anfangspunkt 
des  Elementes  dß  nach  j  und  j^  laufende  Linien  E  und  E^,  und 
bezeichnet  man  die  Neigungswinkel  dieser  beiden  Linien  gegen  die 


Gerade  jijh  mit   o  und    «j,   andererseits  aber  den  Neigungswinkel 
von  E  und  Ey  gegen  einander  mit  rj,  so  ist  offenbar: 
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Ferner  ergiebt  sich   aus  der  Figur  sofort: 

{d6)j  =  da, 
(^•)  {d6\=da„ 

falls  man   nämlich   unter   da  und  da^    die   dem  Element  d6  corre- 
spondirenden  Zuwüchse  der  Winkel    a  und  0, ,   d.  i.    diejenigen  Zu- 
wüchse versteht,  welche  a  und  e?^  annehmen,  sobald  die  Spitze  des 
Winkels  i]  das  Element  d6  von  rechts  nach  links  durchwandert. 
Aus  den  Formeln  («.),  (/3.)  folgt  sofort: 

(r.)  ■  (d6)j  —  {d6\  =  d(a  —  «,)  =  dry, 

so  dass  also  die  Gleichung  (5.)  die  Gestalt  erhält: 

Der  Rand  6  der  gegebenen  Kreisfläche  zerfällt  durch  die  ver- 
längerte Linie  jji  und  durch  ein  in  der  Mitte  von  j  jj  auf  jji  er- 
richtetes Perpendikel  in  vier  Theile: 

OP,       PQ,       QR,       HO. 
Bezeichnet   mau   die    entsprechenden    Theile    des   Integrals   (7.)   re- 

spective  mit 

[0P\,    [PQ],     [QB\,     \R0^, 
so  wird 

(8.)  IT.  -  f7,.  =  i-  {[OP]  +  [PQ]  +  [QE\  +  [ROi^ , 

mithin: 
(9.)  abs  {U^  —  Uj,)  <  l  Uhs  [OP]  -f  abs  [PQ]  +  abs  [QR]  +  abs  [R0]\ 

Dabei  ist  also  z.  B. 

o 
und  folglich:  j, 

abs  [OP]  ^J'abs  (l  —  ^^^)  •  abs  {di]). 
0 

Nun  liegen  aber  [vgl.  (6.)]  sämmtliche  Werthe  X,  ihrer  Grösse  nach, 

zwischen    K   und    G,    mithin    sämmtliche    W^erthe    des   Ausdruckes 

IZ  —      ~t  ^)  zwischen  — ^—  und  -  •     Es  ist  also  durchweg: 

abs  (l  —  ^^4^)  <  ^-=^.     Somit  folgt: 

p 


abs  [0  P]  £  —^  ^^  fahs  (dr}). 


I 
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Beachtet  man  nun,  tlass  tj  zwischen  0  und  P  beständig  im  Wachsen 
begriffen,  mithin  d^j  beständig  positiv,  folglich  abs  (clrj)  beständig 
=  dt}  ist,  so  ergiebt  sich  für  das  in  der  letzten  Formel  vorhandene 
Integral  der  Werth  {tj^, —  i]^),  d.  i.  der  Werth  (a —  0).  Denn  rj 
hat  in  P  den  Werth  a,  und  in  0  den  Werth  0  [vgl.  die  Figur]. 
Mau  erhält  also  die  erste  Formel  des  folgenden  Systems: 

abs  [OF]  <  '-^/>^ ,       abs  [P  Q]  <  ^^^ , 

dessen  drei  übrige  Formeln  sich  in  analoger  Weise  ergeben.  Dabei 
bezeichnen  a  und  ß  die  in  der  Figur  bei  P  und  li  markirten  Win- 
kel. —  Somit  folgt  aus  (9.): 

(10.)  abs(t^.-£^,)<^«^l(^. 

Nun  ist  [was  die  in  der  Figur  mit  a,  j3,  y,  d,  A  bezeichneten  Win- 
kel betrifft]  offenbar:  a  -\-  ß  =  2y,  ferner  y  ^d,  uud  Ö  =  A,  mithin: 

a  -\-  ß^  2y<2d  =  2A, 
und  folglich: 
(11.)  abs(g,-fi-,)^"^-^">-^^. 

Dabei  bezeichnet  A  [vgl.  die  Figur]  die  scheinbare  Grösse  des  (mit 
jjj  parallelen)  Durchmessers  yy^  für  einen  in  R  befindlichen  Be- 
obachter, oder,  besser  ausgedrückt,  denjenigen  Maximalwerth ,  den 
die  scheinbare  Grösse  des  Durchmessers  yy^  für  einen  längs  des 
Kreisrandes   6  fortschreitenden   Beobachter  anzunehmen  im   Stande 

2  A 
ist.     Setzt  man  ""   =  jc,   so  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Erster  Zusatz  zum  Kreistheorem.  —  Es  sei  6  der  Rand  einer 
gegebenen  Kreisfläche,  ferner  z  eine  Meinere  und  zii  6  concentrische 
Kreisperipherie.  Die  Radien  von  6  und  r  mögoi  respective  R  und  r 
heissen;  mitldn  R^  r. 

Versteht  man  mm  unter  U  irgend  eine  Fundamentalfunction 
der  gegebenen  Kreisflüche  [d.  i.  eiae  Function,  die  auf  dieser  Fläche 
eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  derselben  harmonisch  ist],  und 
versteht  man  ferner  unter  K  und  G  das  Minimum  und  Maximum  der 
Randtverthe  von  U,  so  wird  für  zivei  längs  x  in  beliebige)'  Beivegung 
begriffene  Punkte  j  und  jy  fortdaiiernd  die  Formel  gelten: 

(12.)  abs(C7,-  Z7J^(Ö^-Z)x. 
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Dahci  hexeichnct  x  eine  positive  Constantc,  die  <  1   ist,  und  deren 
Werth  ledi<flieh  ahlüingt  von  den  heiden  Radien  R,  r. 

Construirt  man  nämlich  irgend  einen  Durchmesser  der  Peripherie 
T,  und  versteht  man  unter  A  den  Maximahccrth  dci-  schcinharcn  Grösse 
dieses  Durchmessers  für  einen  längs  0  fortschreitenden  lieohaclder  [vgl. 
die  Figur  pg.  413),  so  ist: 

2  A 

d'^)  x=     — ,  also  stets  <il. 

Hieraus  folgt  übrigens  sofort,  dass  x  auch  so  darstellbar  ist: 

(14.  x=^Arctgj", 

ivo  Arctg  x  den  kleinsten  Winkel  vorstellt,  dessen  Tangente  =  x  ist. 
Es  sei  jetzt  innerhalb  6  irgend  eine  Curve  ^  gegeben,  und  die 
einzelnen  Punkte  dieser  Curve  seien  ebenfalls  mit  ^  bezeichnet.  Als- 
dann finden  für  diese  Punkte  ^,  zufolge  des  Satzes  (I.),  (Ib.j  pg.  398, 
die  Formeln  statt: 

K<  U::^G, 

DU:<G  —  K, 


(15.) 


(16.) 


wo  K  und  G  die  schon  genannten  Bedeutungen  haben. 

Die  Function  U  wird  aber,  weil  sie  eine  Fundamentalfunction 
der  von  6  begrenzten  Kreisfläche  ist,  eo  ipso  auch  eine  Fundamen- 
talfunction der  kleineren  von  t  begrenzten  Kreisfläche  sein.  Liegt 
daher  die  Curve  ^,  wie  wir  annehmen  wollen,  nicht  nur  innerhalb 
a,  sondern  auch  innerhalb  t,  so  ergeben  sich,  zufolge  des  citirten 
Satzes,  für  diese  kleinere  Kreisfläche  die  mit  (15.)  analogen  Formeln: 

k^U>^g, 
DUt<:g-k', 

dabei  bezeichnen  k  und  g   das   Minimum  und   Maximum  derjenigen 
Werthe,  welche   U  längs  t  besitzt.     Nach  (12.)  ist  aber 

g  —  k  <^{G  —  K)  X, 

wodurch  die  letzte  der  Formeln  (16.)  übergeht  in: 

(17.)  DU^<(G  -  K)x. 

Bezeichnet  man  schliesslich  die  Werthe  von  U  am  Rande  6 
der  ursprünglich  gegebenen  Kreisfläche,  ebenso  wie  früher,  mit  Z, 
so  ist  offenbar  K  =  Min  Z,  ferner  G  =  Max  Z,  endlich  G — K=D1.., 
so  dass  also  die  Formeln  (15.),  (17.)  auch  so  darstellbar  sind: 
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Min  !<  Z7:<Max  I, 
(18.)  DL\<I)Y, 

Demgeraäss  gelangt  man  zu  folgendem  Resultat: 

Der  erste  Zusatz  zum  Kreistheorem,  in  etwas  anderer  Gestalt. 
Am  liancle  6  einer  gesehenen  Kreii<fläche  seien  irgend  welche  längs 
6  stetige  Werthe  Z  vorgeschriehen.  Ferner  sei  gebildet  die  diesen  H's 
etitsp'Bchende  Fundamentalfunction : 

Denkt  man  sich  nun  innerhalb  der  Kreisfläche  eine  mit  a  concen- 
trische  Feriplierie  x,  und  innerhalb  x  irgend  eine  Curve  %  gegeben,  und 
die  einzelnen  Funlite  dieser  Curve  ebenfalls  mit  ^  bezeichnet,  so  gelten 
folgende  Formeln: 

Min  I  ^  U?'  ^  ^  Max  Y, 

Dabei  bezeichnet  a  eine  positive  Constante,  die  <  l  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  Badien  Fi  und  r  der  beiden  Kreise 
6  und  X.  Es  besitzt  nämlich  diese  Constante  x  den  in  (13.),  (14.)  ge- 
nannten   Werth. 

§  3. 

Weitere  Betrachtungen  über  die  Kreisfläche. 

Sind  am  Rande  6  der  gegebenen  Kreistläche  irgend  welche 
längs  6  stetige  Werthe  Z  in  beliebiger  Weise  vorgeschrieben,  so 
liefert  die  Formel  (22  c.)  pg.  410 

(1.)  U,  =  ^fY[(d6)j-^^(d6).\ 

eine  Function  U,  welche  auf  der  Kreisfläche  eindeutig  und  stetig, 
innerhalb  derselben  harmonisch,  und  am  Fiande  derselben  identisch 
mit  jenen  Z's  ist.  Doch  liefert  die  Formel  [wie  an  der  citirten 
Stelle  ausdrücklieh  hervorgehoben  wurde]  nur  diejenigen  Werthe, 
welche  U  innerhalb  der  Kreisfläche  besitzt.  Demgemäss  wird  bei 
den  jetzt  folgenden,  auf  der  Formel  (1.)  basirenden  Betrachtungen, 
(2.)  beständig  im  Auge  zu  behalten  sein,  dass  daselbst  unter  j  nur  in- 
nere Funlite  zu  verstehen  sind.  [Eine  besondere  Formel  für  die  Band- 
werthe  von    U  ist  nicht  weiter  nöthig,   weil   diese  identisch  mit  den 

Xeumann,  AbeVsche  Integrale.     2.  Aufl.  .  27 
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gegebenen  Z's  sinil.|     Der  in  (1.)    in  der   eckigen  Klammer  enthal- 
tene Ausdruck: 
(3.)  {d6)j—^(d6)c 

ist,  -wie  man  leicht  erkennt  [vgl.  die  Erläuterung  auf  pg.  419], 
stets  positiv.     Demgemäss  folgt  aus  (1.)  sofort: 

(4.)  abs  Uj  <  ^  fi&hs  T)  \(d6)j  —  -V  {d  (?),] . 

Wir  wollen  jetzt  die  Randfunction  Z  uns  der  Art  gegeben  den- 
ken, dass  sie  auf  6  längs  einzelner  Strecken  d' ,  ö",  <5"'  .  .  .  rer- 
sc1tici)idcf,  dagegen  längs  der  nach  Absonderung  von  d',  d",  8'"  ... 
noch  übrig  bleibenden  Strecken  ß' ,  ß",  ß"'  .  .  .  irgend  welche  Werthc 
besitzt.  Dabei  soll  X,  nach  wie  vor,  längs  des  ganzen  Randes  6  ste- 
tig sein.  Es  soll  also  angenommen  werden,  dass  Z  in  den  ]^7id- 
imnlden  der  Segmente  ß' ,  ß",  ß'"  ...  verscliivindet ,  zugleich  aber 
längs  jedes  einzelnen  solchen  Segmentes  stetig  ist. 

Solches  festgesetzt,  reducirt  sich  das  Integral  (4.)  auf  die  ein- 
zelnen Strecken  /3',  ß'\  ß'",  .  .  .     Man  erhält  daher: 


abs  Uj  <  — 


+  S^,.  (abs  Z)  \_{d6)j  -  1  {d6\]  +•••], 

(5.)  oder,  falls   man   den  absohd  grössten   WertJi  von  Z   für   sämmtliche 
Segmente  ß\  ß",  ß'" ,  .  .  .  mit  M  bezeichnet: 

abs  Uj  <  f  \J^,  [{d6)j  -  Ud6)c]  +/^„  [id6)j-^{d6%]  +  ...], 

oder,  einfacher  geschiieben: 

(6.)  abs  üj  <  f  ^[(ß')j  -  lißy]  -f  [{ß")j  -  Ußlc]  +  •••], 

wo  unter  den  {ß)j  und  {ß)c  die  scheinbaren  Grössen  der  Segmente  ß 
zu  verstehen  sind  für  einen  in  j  respective  im  Centrum  c  befind- 
lichen Beobachter.  Aus  dieser  Bedeutung  der  (ß)j  und  (ß)c  ergiebt 
sich  leicht,  dass  für  jedwedes  Segment  ß  die  Formel  stattfindet: 

(7.)  (ß)j-Hß)c  =  ^-h, 

wo  bj  denjenigen  Winkel  repräsentirt ,  unter  welchem  der  Bogen  ß 
gegen  einen  confinen  und  durch  j  gehenden  Kreisbogen  geneigt  ist. 
Dabei  sind  unter  zwei  confinen  Kreisbogen  solche  zu  verstehen, 
deren  Endpunkte  coincidiren. 
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das  Cen- 
iu  einen 


(f-) 


(g.) 


(8.) 


Erläuterung.  —  Tn  beistehonder  Figur  ist  die  gegebene,  um 
tvuni  c  beschriebene  Peripherie  g  durch  irgend  zwei  Punkte  g,  h 
untern  Theil  ß,  und  einen  obern 
Theil  ß"  zei'legt.  Markirt  man  nun 
irgendwo  innerhalb  a  einen  Punkt  j, 
und  bezeichnet  man  mit  C  das  Cen- 
trum des  zu   ß  conjlnen  und  durch 

j    gehenden  Kreisbogens  JB,    so  ist      /  *'- 

offenbar: 

{ß).  =  Wmkel  [gjh), 
(ß)^  =  Winkel  ig  c  h) , 


oder,  was  dasselbe  ist: 

(ß).  =  Winkel  {(jCm), 

^(|3)^=  Winkel  (gern). 

Hieraus  aber  folgt,   durch  Subtrac- 

tion   und  mit  Hinblick   auf  das  in   der  Figur  gezeichnete  Dreieck  g  c  C: 

«3);---i(a  =  Winkel  (cgC). 

Dieser  Winkel  (c  g  C)  ist  aber  offenbar  identisch  mit  demjenigen  Winkel 
fc",  unter  welchem  der  Kreisbogen  B  gegen  ß°  geneigt  ist.    Man  erhält  also: 

^j-  \{ß\-=h'==7c-b, 

wo  6"  die  schon  genannte  Bedeutung  besitzt,  während  b  den  supplemen- 
tären Winkel,  d.  i.  denjenigen  vorstellt,  unter  welchem  der  Bogen  B  gegen 
ß  geneigt  ist. 

Diese  Gleichung  (f.),  welche  in  analoger  Weise  für  jedwede  andere 
Lage  des  Innern  Punktes  j  ableitbar  ist,  repräsentirt  aber  die  zu  beweisende 
Formel  (7.).  Nur  ist  dort  statt  h  die  genauere  Bezeichnungsweise  b.  an- 
gewendet. 

Die  mit  b  und  &"  bezeichneten  Neigungswinkel  {Bß°)  und  {Bß)  wer- 
den, falls  man  dem  innern  Punkte  j  andere  und  andere  Lagen  zuertheilt, 
offenbar  stets  zwischen  0  und  tt  bleiben.  Somit  folgt  aus  (f.),  dass  der 
Werth  des  Ausdrucks 

ebenfalls  stets  zioiscTien  0  und  n  bleibt,  also  stets  positiv  ist.  Und  dies 
wird  offenbar  auch  dann  z.  B.  stattfinden,  wenn  man  den  Bogen  ß  durch 
ein  unendlich  kleines  Bogenelement  de  ersetzt;  womit  die  oben  über  den 
Ausdruck  (3.)  gemachte  Behauptung  bewiesen  ist. 

Die    Formel  (6.)    nimmt   nun    mit   Rücksicht   auf  (7.)   die  ein- 
fachere Gestalt  an: 

abs  U,  <^[{7t  -  h/)  +  (^  -  hj")  +  ...], 

wo  allgemein  &/")  den  Winkel   vorstellt,  unter  welchem  ein  zu  /3^'*^ 

27* 
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confiner   imd    durch  ./    gehender    Kreisbogen    gegen  ß"^   geneigt   ist. 
Der  hier  auftretende  Ausdruck 
(9.)  Wj  =  [(;r  -  hj')  -{-{tc-  hj")  +  •  •  •  1 

ist  stets  positiv  und  stets  ^  n,   wie  sogleich  erläutert  werden  soll. 
Alle  Bogen  /3',  ß",  . . .  und  d'  d",  .  .  .  zusammengenommen  re- 
präsentiren  die  c/anze  Peripherie  (?.     Folglich  ist   für  jedwede   Lage 
des  innern  Punktes  j 

[(ß')j  +  (ßlj  +  •••]  +  [(ö')j  +  {d")j  +  ...]  =  2:r, 
mithin  z.  B.  auch: 

Kßlc  +  {ß"\  +  •••]  +  [(ö')c  +  (ö"),  -f  .  .  .]  =  2;r. 
Multiplicirt   man  aber    diese  beiden    Gleichungen   respective    mit    1 
und  —  — ,  und  addirt,  so  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  (7.): 
(10.)  [(;r  -  hj')  +  {7t-  hj")  +  ...]  +  [^^  -  c//)  +  {71-  clj")  +  •••]  =  TT, 

falls  mau  nämlich  den  d/"^  hinsichtlich  der  Bogen  d'"^  dieselbe  Be- 
deutung zuertheilt,  welche  die  6/"^  hinsichtlich  der  /3^")  besitzen. 

Die  Winkel  h/"^  und  d/"^  liegen  ihrer  Natur  nach  stets  zwischen 
0  und  7t:  Folglich  sind  die  Differenzen  7t  —  h/"^  und  7t  —  d/'*^  stets 
positiv.  Die  linke  Seite  der  Formel  (10.)  wird  daher  verlleinert 
werden,  falls  man  einen  Theil  dieser  positiven  Differenzen  daselbst 
unterdrückt.     Mau  erhält  also  z.  B.: 

[{7t  -   &,')   -\-{7t-  hj")  +  ...]   +   (;t  -  dj')  <  7t, 

oder,  was  dasselbe  ist: 

[{jt-h;)-\-{7t~hj")  +  ---]<d;, 

oder  mit  Rücksicht  auf  (9.): 

Wj  £  dJ. 
In  analoger  Weise  ergiebt  sich  offenbar  auch    TI;  <  r//',  u.  s.  w.;  so 
dass  mau  folgendes  Formelsystem  erhält: 

(11.)  TI;<f7;,         WjKdJ',         Wj<d;",        etc.  etc. 

Da  nun  die  Winkel  &y("^  und  ^/"^^  wie  bereits  mehrfach  bemerkt  ist, 
ihrer  Natur  nach  stets  zwischen  0  und  ti  bleiben,  so  ergiebt  sich 
aus  (9.),  dass  Wj  stets  positiv  ist,  andererseits  aus  (11.),  dass  Wj 
stets  ^  7t  ist.     Q.  e.  d. 

Dies  vorangeschickt,  stellen  wir  uns  jetzt  folgende  Aufgabe: 
Auf  der  Kreisflüche  sind  irgend  tvelche  Curven  ^',  t,",  ^",  .  .  .  gegeben, 

,  .  der  Art.  dass  i;"^  die  beiden  Endpunkte  des  Bogens  ß^"^  mit  einander 
verbindet,  in  diesen  beiden  Pnnlfen  aber  die  FcripJ/rrie  6  nicht  tangirt, 
und  überliaupt,  ausser  diesen  beiden   Funkten,  keinen,  iveitcrcn  Funkt 
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mit  ö  (jcmcüi  hat.  Es  soll  das  Maximum  derjenigen  Werthe  unter- 
suclit  tverdcn,  tvelche  Wj  annimmt,  falls  der  PimJd  j  sämmtUche  Ciirven 
^,  ^",  C  ■  •  •  durchläuft. 

Zu  diesem  Zweck  zerlegen  wir  jedwede  Curve  l^"^  in  zwei  Theile, 
etwa  (um  die  Vorstellung  zu  fixiren)  in  zwei  gleiche  Theile,  und 
nennen  diese  Theile  die  Hcdhcurven.  Sodann  construireu  Avir  einen 
zu  ö'  confinen  Kreisbogen  A'  von 
solcher  Lage,  dass  die  beiden  in  den 
Endpunkten  von  8'  anstossenden 
Halbcurven*)  in  Erstreckung  des 
von  d'  und  A'  umschlossenen  Ge- 
bietes {8'  A')  liegen,  indem  wir 
gleichzeitig  dafür  sorgen,  dass  der 
Flächeninhalt  dieses  Gebietes  mög- 
lichst lilein  wird.  Alsdann  ist  offen- 
bar der  gegenseitige  Neigungswinkel 
7/  der  beiden  Bogen  ö' ,  A'  stets 
<  n  (niemals  =  it) ;  denn  man  hat 
zu  beachten,  dass  jene  beiden  Halbcurven,  ausser  den  beiden  End- 
l^unkten  des  Bogens  d',  keine  weiteren  Punkte  mit  6  gemein  haben. 
Für  sämmtliche  Funkte  J  des  Gebietes  (ö'A')  ist  aber  dj  ^¥ ,  also: 

dj'  ^k'  <Cn, 
folglich  auch  nach  (11.): 
)  Wj  £k'  <7t. 

Und  diese  Formel  wird  also  z.  B.  auch  stattfinden  für  alle  Punkte  j 
der  in  Rede  stehenden  beiden  Halbcurven. 

Analoges  gilt  für  d".  Construirt  man  nämlich  einen  zu  ö" 
confinen  Kreisbogen  A"  von  solcher  Lage,  dass  die  beiden  in  den 
Endpunkten  von  d"  anstossenden  Halbcurven  in  Erstreckung  des 
Gebietes  (ö"  A"j  liegen,  und  dass  überdies  der  Flächeninhalt  dieses 
Gebietes  ein  möglichst  kleiner  ist,  so  wird  der  gegenseitige  Neigungs- 
winkel Ic"  der  beiden  Bogen  d",  A"  stets  <  ä  (niemals  =  tt)  sein. 
Und  gleichzeitig  wird  für  alle  Punkte  j  jener  beiden   Halbcurven 

die  Formel  stattfinden: 
,)  Wj  ^  r  <  7C. 

IT.  s.  w.    ü.  s.  w. 

Operirt  man  in  analoger  Weise  bei  sämmtlichen  Bogen  ö' ,  ö" , 
ö'",  .  .  . ,  und  bezeichnet  man  den  grössten  der  dabei  zu  coustruiren- 
den  Winkel    //,  //',  //",  .  .  .  mit   K,    so    gelangt   man    also   zu    dem 


\ 


*)  Nur  diese  Halbcurven  sind  in  der  Figur  angegeben. 
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Iiesultat,  ilass  für  siimmtliche  Punkte  j  aller  Halhcurvcn  zusammen- 
genommen die  Formel  stattfindet: 

(14.)  Wj<K<  n,     [j  auf  ^,  r',  r";  •  •  -J, 

oder,  etwas  anders  geschrieben: 

^  n    —  71 

In  dieser  Formel  (15.),   die  also  gültig  ist  für  sämmtUche  Punkte  j 

(kr  gegebenen  Citrven  i,',  t,",  t",  •  ■  -,   repräsentirt  der  Bruch    -  eine 

^        '^von   den  geometrischen    Verhältnissen  abhängende  positive   Constanfe, 

deren  Werth  stets  <  1   (niemals  =  1)  ist.     Zugleich  repräsentiren 

die  Formeln  (14.),  (15.)  die  Lösung  der  in  (12.)  proponirteu  Aufgabe. 

Wir   kehren  jetzt  zurück   zur  Function   U.     Die  nach  (8.)  und 

(9.)  für  jedweden  Punkt  j  innerhalb  6  geltende  Formel 

II". 
(16.)  abs   Uj^M-^ 

wird  z.  B,  auch  gültig  sein  für  diejenigen  Punkte  j,  ivelche  auf  den 
Curven  ^',  g",  ^"',  .  .  .  gelegen  sind.  Alsdann  aber  subordinirt  sich 
die  rechte  Seite  der  Formel  der  in  (15.)  angegebenen  Relation;  so 
dass  man  erhält: 

(17.)  abs  Uj  <  31  ^,     [j  auf  ^,  t",  t'",  •  •  •]• 

Wie  zu  Anfang  dieses  Paragraphs  [in  (2.)]  betont  ist,  sind 
unter  den  Punkten  j  durchweg  solche  zu  verstehen,  die  innerhalb 
der  gegebenen  Kreisfläche  liegen.  Demgemäss  wird  also  z.  B.  die 
Formel  (17.)  gültig  sein  für  solche  Punkte  j,  die  auf  den  Curven  ^, 
^",  ^'\  .  .  . ,  und  zugleich  innerhalb  der  gegebenen  Kreisfläche  liegen. 

Hieraus  aber  folgt,  weil  ü  in  ganzer  Erstreckung  der  Kreis- 
fläche eindeutig  und  stetig  ist,  nach  bekannter  Schlussweise  sofort, 
dass  die  Formel  (17.)  auch  noch  gültig  ist  für  die  am  Bande  der 
Kreisfläche  befindlichen  Endpunkte  jener  Curven. 

Wollte  inan  nämlich  das  Gegentheil  annehmen,  also  behaupten,   das 
abs  U  sei  in  irgend  einem  dieser   Endpunkte  g  um  eine  angebbare  Quan- 

tität  £  grösser  als  M  — ,   so   müsste    [weil    U  in  ganzer    Erstreckung    der 

Kreisfläche  eindeutig  und  stetig  ist]  auf  der  bei  g  mündenden  Curve  J  in 
unmittelbarer  Nähe  von  g  ein  Punkt  j  vorhanden  sein,  in  welchem   U  um 

—  grösser  als  -3-^  —    ist:    —    was    der    schon    constatirten    Formel    (17.) 
widerspricht. 


I 
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Bezeichnet  man  also  sümmtliche  Punkte  der  Curven  ^',  ^',  ^"',  ... 
(inclusive  ihrer  Entl})uukte)  kurzweg  mit  t„  so  ist  ausnahmslos: 

(18.)  absC/f^il/^, 

mithin  z.  B.  auch: 
(ID.)  Max  abs  U^<31~, 

oder,  was  dasselbe  ist  [vgl.  (5.)]: 
(20.)  Max  abs  Ui  <  (Max  abs  1,^)  ^  • 

Bezeichnet  man  also   die   Constante  —  mit  A,  und  beachtet  man  die 

in  (15a.)  über  diese  Constante  gemachten  Bemerkungen,  so  gelangt 
man  zu  folgendem  Satz: 

Zweiter  Zusatz  zum  Kreistlieorem.  —  Äui  Bande  6  der  rjegebenen 
Kreisfläche  seien  längs  dieses  Randes  stetige  Wertlie  Z  vorgeschrieben, 
die  nur  in  einzelnen  Randsegmenten  ß',  ß'\  ß'",  . . .  von  Nidl  ver- 
schieden sind,  in  den  daztvischen  liegenden  Randsegnienten  d',  ö",  d'", ... 
aber  verschivinden.  Ferner  sei  gebildet  die  diesen  l's  entsprechende  fun- 
damentale Function: 

ü=  U''^  =  U^'^. 
Sind  nun  auf  der  Kreisfläche  irgend  welche  Curven  t,',  ^',  ^"',  ...  ge- 
geben, und  zivar  der  Art,  dass  ^("^  die  beiden  Endinmldc  des  Segmentes 
ß{n)  verbindet,  in  jenen  EndpunMen  aber  den  Rand  a  nicht  tangirt, 
und  überhaupt,  ausser  diesen  beiden  Punkten,  keine  weiteren  Tunlde 
mit  6  gemein  hat,  so  ivird,  falls  man  sämmtliche  Punkte  des  Curven- 
sijstems  ^',  ^",  ^",  .  . .  kurztveg  mit  i,  bezeichnet,  die  Formel  gelten: 

(KU.)  Max  abs  ?//'  ^  ^  (Max  abs  I^)  A. 

Dabei  bezeichnet  l  eine  positive  Constante^  die  <  1  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  gegebenen  geometrischen  Verhält- 
nissen, d.  i.  von  der  Lage  des  Curvensystems  ^,  ^',  ^",  .  .  .  in  Bezug 
auf  die  Kreisfläche. 

§  4. 
Betrachtungen  über  einen  Kreisring. 

Die  vorhergehenden  Paragraphen  enthalten  gewisse  für  unsere 
eigentlichen  Zwecke  erforderlichen  Hülfsätze.  Ein  weiterer  solcher 
Satz  betrifft  den  Kreisring,  und  lautet  folgendermassen: 

Satz  über  den  Kreisring.  —  Es  sei  gegeben  eine  von  zwei  concen- 
trischen  Kreislinien  a  und  ß  begrenzte  ringförmige  Fläche  'Büß,  und 
zivar  sei,  ivas  die  Radien  betrifft: 
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(1.)  7?«>i?^. 

Ausserdem  sei  eine  Fitncfion  U=  U(x,ij)  gegeben,  ivelclic  aufsaß 
eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  <3„^  harmonisch  ist.  Benld  man 
sich  alsdann  eine  mit  a,  ß  conccntrische  Feriphcrie  6  construirt,  deren 
liadius  Ba  der  Formel  entspricht: 

so  uird  das  über  6  crstreclde  Integral 


(3.) 


/  {'^.^y  —  "ä"  ^^)  =  Const. 


sein,  nämlich  ein  und  denselben  Werth  behalten,  welche  Grösse  man 
dem  Badius  li,y  innerhalb  des  soeben  festgesetsten  Spielraumes  (2.) 
auch  zuertlieilen  mag. 

Setzt  man  nun  insbesondere  voraus,  der  cunstante   Werth  des  In- 
tegrales (3.)  sei  =0,  es  gelte  also  die  Formel: 


fifx'^y  -  §7'^')  =  ^' 


(4.)  J  g\^x   ^      ^y 

so  wird  stets  auch  folgende  Formel  gelten: 

(5.)  m{u.)  =  m{Uß). 

D.  h.:  Das  arithmetische  Mittel  der  längs  a  vorhandenen  Wcrthc  U 
tvird  alsdann  ebensogross  sein  ivie  das  arithmetische  Mittel  derjenigen 
Werthe  ü,  die  längs  ß  sich  vorfinden. 

Beweis.  —  Construirt  man  zwischen  a  und  ß  irgend  zwei  inter- 
mediäre conccntrische  Peripherien  a  und  r,  entsprechend  der  Formel: 

^«  >  ^a  >  ^r  >  ß^> 
so  ist  U  [zufolge  der  gemachten  Voraussetzungen]    in  ganzer  Erstreckung 
der  ringförmigen  Fläche  ©^j,  eindeutig,  stetig  und  harmonisch.    Demgemäss 
ist  [zufolge  des  Satzes  (8.)  pg.  391]: 

J^„^\cx     ^        du       J 
oder,  etwas  anders  geschrieben: 

r(du,      du  .  \      r(du ^      dU  ,\ 

die  Integrationen  über  a  und  r  in  gleichem  Sinne,  d.  i.  in  paralleler  Rich- 
tung hinerstreckt  gedacht,     lliemit  ist  die  Behauptung  (3.)  bewiesen. 

Was  nun  ferner  den  Beweis  der  Formel  (5.)  betrifft,  so  denke  man 
sich  die  Fläche  <B^.j  durch  irgend  einen  von  a  nach  ß  gehenden  Quer- 
schnitt q  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ^ariq  verwandelt.  Als- 
dann wird  [zufolge  des  Satzes  (9.)  pg.  392]  durch  die  Formel 
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eine  Function  V  ^  V(x,  y)  definirt  werden,  die  innerhalb  S„^,.  eindeutig 
lind  stetig,  und  längs  g  mit  einer  constanten  Differenz  behaftet  ist.  Diese 
Differenz  aber  ist  =0,  zufolge  unserer  in  (4.)  gemachten  Voraussetzung. 
Die  Function  V  ist  daher  nicht  nur  innerhalb  ©  ^„,  sondern  auch 
innerhalb  ©^^  eindeutig  und  stetig.  Und  demgemäss  wird  [vgl.  (10a.)  pg. 
392]  das  Binom 

A2)=  u-\-iV 

eine  monogene  Function  von  z  ==  x  -\-  iy  sein,  die  innerhalb  ©^^  eindeutig 

und  stetig  ist.     Genau  dasselbe  gilt  auch  von  ,  folglich  auch  von  der 

Function 

m  _u-\-iv 

z  —  c         z  —  c    ' 
falls  man  nämlich  unter  c  ^  a  -f-  ''J  irgend  einen  festen  und  zwar  ausser- 
halb <B^^  gelegenen  Punkt  versteht. 

Da  nun  f(z)  die  Eigenschaften  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  inner- 
halb ©„^,  mithin  in  ganzer  Erstreckung  von  S^^  besitzt,  so  folgt  [mittelst 
des  Cauchy'schen  Satzes  (9.)  pg.  19]: 


r m dz _  rmdz 

J  a    Z  —  C         J  t    Z  —  c' 


die  Integrationen  über  a  und  t  in  parallelen  Richtungen  erstreckt.  Nimmt 
man  jetzt  für  c  das  gemeinschaftliche  Centrum  der  Peripherien  u,  g,  t,  ß, 
so  ergiebt  sich  [vgl.  pg.  393,  394]: 

fmda  ^ff(z)dr 

die  Integrationen  hinerstreckt  über  alle  Elemente  da  und  dz  der  Kreislinien 
0  und  T.  Setzt  man  hier  aber  für  f{z)  seinen  Werth  U  -\-  i  F,  so  ergeben 
sich  zwei  Relationen,  von  denen  die  eine  lautet: 


JU„dc       fU^d. 


2nB^  2nB^ 

Diese  Formel  ist,  wie  aus  ihrer  Ableitung  hervorgeht,  gültig  für  irgend 
zwei  der  Formel 

entsprechende  Kreislinien  <*,  r.  Folglich  wird  sie,  weil  [nach  unserer 
Voraussetzung]  U  in  ganzer  Erstreckung  von  ©„^  eindeutig  und  stetig  ist, 
auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn  man  ff  mit  a,  und  z  mit  ß  zusammen- 
fallen lässt;  so  dass  man  also  erhält: 

fUgda   _   fU^dß 
2nB^  27tB^    ' 

oder  einfacher  geschrieben: 

m(uj  ^  m{c^).  Q.  e.  d. 
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§  5- 
Die  Fundamentalfunctioneu  der  Normalcalotte. 

Definition.  —  Eine  sphärisch  gclcriimmtc  m -blättrige  Windutujs- 
fläche,  deren  Rand  durch  eine  nach  m  Umläufen  in  sich  zurüclilxeh- 
(A.)  rende  Kreislinie  dargestellt  ist,  soll  in  ZuJcu)iß,  einciiei  oh  das 
sphärische  Centruin  dieser  Linie  im  Windungspunlcte  der  Fläche  liegt 
oder  nicht,  eine  Normalcalotte  heissen.  Für  den  Fall  m  =  1  ver- 
wandelt sich  also  die  Normalcalotte  in  diejenige  Fläche,  welche 
schlechtweg  als  Calotfc  bezeichnet  wird. 

Definition.  —  IJcnld  man  sich  eine  m-hlättrige  Normalcalotte 
mittelst  eines  den  Winduitgspunli  umlaufenden  und  nach  m  Umgängen 
(B.)  in  sich  zurücldcehrendcn  Jcr  eis  form  igen  Schnittes  in  zivei  Thcilc  zer- 
legt, so  ivird  der  eine  Theil  iviederum  eine  Normalcalotte  sein.  Der 
andere  mag  eine  Normalzone  genannt  werden.  Eine  solche  Norraal- 
zone  ist  also  stets  von  zwei  Kreislinien  begrenzt.  Ob  die  sphärischen 
Ceutra  dieser  beiden  Kreislinien  mit  einander  coincidiren  oder  nicht, 
bleibt  dabei  völlig  dahingestellt. 

Dies  voraugeschickt,  beginnen  wir  zunächst  mit  einigen  ein- 
fachen Betrachtungen  über  die  gewöhnliche  einhlättrige  Kugelfiäche. 
Auf  dieser  Kugelfläche  seien  irgend  zwei  Punkte  c,  c'  markirt, 
gleichzeitig  mag  die  Sehne  cc  oder  vielmehr  die  durch  Verlängerung 
dieser  Sehne  entstehende  Secante  mit  L  bezeichnet  sein.  Denkt 
man  sich  durch  L*)  irgend  eine  Ebene  gelegt,  und  den  Kreis,  in 
welchem  die  Kugelfläche  von  dieser  Ebene  geschnitten  wird,  mit 
s  bezeichnet,  so  entstehen,  falls  man  jene  Ebene  um  L  in  Rotation 
versetzt,  unendlich  viele  solche  Kreise  s,  die  säramtlieh  in  c  ein- 
ander schneiden,  ebenso  in  c'.  Markirt  mau  nun  auf  />,  und  zwar 
ausserhalb  der  Kugelfläche,  irgend  einen  Punkt  A,  und  legt  man 
von  X  aus  Tangenten  t  an  sämmtliche  Kreise  s,  so  werden  all'  diese 
^s  zusammen  genommen  nichts  Anderes  sein,  als  der  von  A  an  die 
Kugelfläche  gelegte  TangentiaUicgel.  Demgemäss  wird  die  Gesammtheit 
der  Punkte  (s,  t),  in  denen  die  einzelnen  s  von  den  zugehörigen  t's 
berührt  werden,  die  Contactcurve  jenes  Tangentialkegels  repräseutiren. 

Die  Punkte  (s,  t)  sind  daher  als  solche  zu  bezeichnen,  die  vom 
gemeinschaftlichen  Ausgangspunkte  der  fä,  d.  i.  von  A  gleich  weit 
entfernt  sind.  Hieraus  folgt,  dass  jedwede  Tangente  t,  mithin  auch 
jedweder  Kreis  s  senlcrecld  geschnitten  wird  von  der  durch  die  Ge- 
sammtheit der  Punkte  (s,  t)  gebildeten  Contactcurve. 


*")  d.  i.  durch  die  Punkte  c  und  c. 
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Sind  also  auf  der  KiKjclfläche  zwei  faste  Funkte  c  und  c'  (jegchctt, 
und  denlt  man  sich  alle  auf  der  Kugcljläche  liegenden  und  durch  c 
(1.)  und  c'  gehenden  Kreise  mit  s  bezeichnet,  so  tverden  die  zu  diesen  Kreisen 
s  orthogonalen  Kreise  6  nichts  Anderes  sein  cds  die  Contactcurven 
derjenigen  Tangentialkegel,  deren  Spitzen  in  der  durch  c,  c  gehenden 
geraden  Linie  liegen. 

Denkt  man  sich  nun  einen  der  Kreise  <J  gegeben,  und  überdies 
den  Punkt  c  gegeben,  so  kann  man  die  übrigen  Kreise  G,  ferner 
die  Kreise  s,  und  namentlich  auch  den  Punkt  c  leicht  construiren, 
in  folgender  Weise: 

Man  construire  zuvörderst  denjenigen  Tangentialkegel,  der  den 
gegebenen  Kreis  <3  zur  Contactcurve  hat.  Der  Punkt,  in  welchem 
eine  durch  die  Spitze  A  dieses  Kegels  und  den  gegebenen  Punkt  c 
gehende  gerade  Linie  L  die  Kugelfläche  zum  zweiten  Male  schneidet, 
ist  alsdann  der  gesuchte  Punkt  c  .  Nachdem  in  solcher  Weise  c 
gefunden  ist,  ergeben  sich  sofort  sämmtliche  Kreise  s.  Und  gleich- 
zeitig ergeben  sich  die  übrigen  Kreise  <5  dadurch,  dass  man  die 
Spitze  jenes  Tangentialkegels  längs  L  fortschreiten  lässt,  und  dabei 
von  Augenblick  zu  Augenblick  die  Contactcurve  des  Kegels  con- 
struirt.     Man  gelangt  so  z.  B.  zu  folgendem  Satz: 

Sind  auf  der  Kugelfläche  irgend  ein  Kreis  6  und  irgend  ein  Punkt 
c  gegeben,  so  lassen  sieh  auf  der  Kugelfläche  unendlich  viele  Kreise 
construiren,  die  zu  a  orthogonal  sind,  und  sämmtlich  durch  c  gehen. 
(2.)  AIV  diese  unendlich  vielen  Kreise  schneiden  sich,  ausser  in  c,  noch  in 
einem  ziveiten  Punkte  c',  der  hinfort  der  zu  c  in  Bezug  auf  6  con- 
jugirte  Punkt  heissen  mag. 

Dieser  conjugirte  Punkt  c    kann,  falls  c  %md  6  gegeben  sind,  mit 

/g  \  Leichtigkeit  gefunden  tverden.     Denn  die  gerade  Linie  cc'  muss  stets 

durch  die  Spitze  desjenigen    Tangentialkegels  gehen,  der  den  Kreis  6 

Izur  Contactcurve  hat. 
Sind   auf  der   Kugelfläche  irgend    welche    Kreise    gegeben,    so 
werden  dieselben,  bei  Ausführung  einer  stereographischen  Projection, 
bekanntlich    Kreise    bleiben.     Und    sind    zwei    der  ursprünglich    ge- 
gebenen Kreise   zu   einander   orthogonal,   so   werden  sie,    bei    Aus- 
führung  dieser  Projection,   orthogonal   bleiben.     Demgemäss  ergiebt 
sich  aus  der  in  (2.)  gegebenen  Definition  sofort  folgender  Satz: 
Sind  auf  der  Kugelßäche  irgend  ein  Kreis  6  und  zivei  in  Bezug 
■        auf  a  zu  einander  conjugirte  Punkte  c  und  c    gegeben,  so  wird  diese 
^  '^  gegenseitige  Beziehung  zwischen  6,  c,  c   auch  dann  noch  fortbestehen, 
wenn  man  o,  c,  c    irgend  welcher  stcreographischen  Projection  unter- 


I 
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nirfi;  also  z.  B.  forthcstchcn,  ivcnii  man  a,  c,  c  [vgl.  die  Figur  pg.  53] 
von  O'  aus  auf  die  Horisontalchenc  MN,  oder  von  0  aus  auf  die 
Antipodcnchcne  M'  N'  projicirt. 

Denkt  man  sich  iilso  in  solcher  Weise  6,  c,  c'  in  eine  Ebene 
versetzt,  so  wird  c'  nach  wie  vor  der  zweite  Durchschnittspunkt 
derjenigen  unendlich  vielen  Kreise  sein,  welche  durch  c  gehen  und 
zu  6  orthogonal  sind.  Bezeichnet  man  daher,  hier  in  der  l^hcuc,  die 
Abstände  irgend  eines  auf  a  liegeuden  Punktes  z  von  c  und  c'  re- 
(5.)  spective  mit  r,  r' ,  so  wird  der  Quotient  -,  ,  nach  bekannten  Sätzen, 

constant  bleiben,  falls  man  jenen  Punkt  z  längs  G  fortschreiten  lässt. 
Denkt  man  sich  also  z.  B.,  um  die  Vorstellung  zu  fixiren,  jene 
Projection  auf  die  HorizontaJchene  ausgeführt,  und  die  den  Punkten 
t",  c',  z  mit  Bezug  auf  das  Coordiuatensystem  dieser  Ebene  zukom- 
menden Symbole  a  -j-  ih,  d  -f-  i^' ,  x  -\-  iy  gleichfalls  mit  c,  c',  z 
bezeichnet,  und  überdies 

(6-)  J^"'  =  i 

gesetzt,  wo  t,  ein  Punkt  in  einer  neuen  Ebene,  in  der  i;-Ebene 
sein  soll,  so  wird,  falls  man  z  längs  ö  fortschreiten  lässt,  gleich- 
zeitig dieser  neue  Punkt  t,  in  der  ^- Ebene  eine  Kreisperiplierie 
durchwandern,  deren  Centrum  im  Anfangspunkte  der  i;-Ebene  liegt. 
Setzt  man  nämlich,  was  jene  Ilorizontalebene,  d.  i.  die  ^-Ebene 
betrifft: 


z  —  c 

=  re 

> 

z  —  c' 

=  r't 

und  was 

,  die 

^- Ebene  bet 

rifft: 

e  = 

ix 
Qe    , 

so  geht 

die 

Formel 

(ß.)  über  in 

0-) 

woraus 

folgt 

^ 

r 
r' 

H-9-  — 
c 

«')_ 

ix 

Qe 

(8-; 

r 

r' 

=  Q. 

Lässt  man  luin  aber  den  Punkt  z  längs  ö  fortschreiten,  so  bleibt 
-^  [nach  (5.)]  constant,  also  |  nach  (8.)J  auch  q  constiint.     (.].  e.  d. 

Aus  diesen  einfachen  Betrachtungen  ergiebt  sich  nun,  wie  leicht 
zu  übersehen  ist,  folgender 

Satz.  —  Auf  der  gewöhnlichen  einhlüttriyen  Ku(/c(/läclte  sei  irgend 
eine  Calotte  abgegrenzt,  und  ihr  kreisförmiger  Band  mit  6  bezeichnet. 
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(9.)  Ferner  sei  innerhalb  der  Calottc  irgend  ein  FnnJd  c  gegeben,  und  der 
in  Bezug  auf  a  zu  c  conjugirte  [also  ausserhalb  der  Calotte  liegendej 
Funlct  mit  c    bezeiehnet.     Alsdann  iverden  sich  durcJi  die  Substitution 

s  —  c        " 
sämmtliche   Funkte   z   der   Calotte   in   eine   auf  der   t,- Ebene  liegende 
Kreisfläche  venvandeln,  deren  Centrum  im  ÄnfangsjnmJde  der  t,- Ebene 
d.  i.  in  ^  =  0  liegt. 

Selbstverständlich  ist  dieser  Satz  auch  dann  noch  anwendbar, 
wenn  die  Calotte  auf  einer  mehrblättrigen  Riemann'schen  Kugel- 
fläche  üt  abgegrenzt  ist;  vorausgesetzt,  dass  diese  Calotte  durchweg 
aus  einem  Blatt  besteht,  also  z.  B.  frei  von  Windungspunkten  ist. 
Aber  auch  für  mehrblätter'ige  Calotten  existirt  unter  Umständen  ein 
analoger  Satz,  der  aus  den  bereits  angestellten  Betrachtungen  mit 
Leichtigkeit  sich  ergiebt.     Derselbe  lautet: 

Satz.  —  Es  sei  9i  eine  n -blättrige  Riemann'scJte  Ku{ielfläche,  und 
[0.)  auf  9t  sei  irgend  eine  m-blättrige  Normalcalotte  abgegrenzt'^'),  deren 
Windungspunld  c,  und  deren  Ftand  6  lieissen  mag  [vgl.  die  Definition 
(A.)  pg.  42G]. 

Ferner  sei  c  der  in  Bezug  auf  6  zu  c  conjugirte  [also  ausser- 
halb der  Calotte  liegendej   Funkt.     Alsdann  nerden  sich  mittelst  der 

Substitution 

z  —  c  ,m 


sämmtliche  Funkte  z  der  m-bUittrigen  Calotte  in  eine  auf  der  ^-Ebene 
liegende  einblättrige  Kreisfläclie  verwandeln,  deren  Centrum  im  Anfangs- 
punkte der  t,- Ebene  liegt. 

Bemerkuilg.  —  Bei  Ableitung  der  Sätze  (9.),  (10.)  ist  die  Projection 
auf  die  Horizontalebeiie  benutzt  worden.  Bedient  man  sich,  statt  dieser, 
der  Projection  auf  die  Anti]wde)iebenc,  so  gelangt  man  za  analogen  Sätzen, 
die  von  jenen  nur  dadurch  abweichen,  dass  in  den  betreffenden  Sub- 
stitutionsformeln : 


1  1 

z        c 


an   Stelle  von 


11 

z        c 
auftritt.      Diese   beiden    Ausdrücke  unterscheiden  sich    aber  von    einander 
nur    durch    einen  constanten  Factor.     Demgemäss   sind   also   die  in   Rede 
stehenden  neuen   Sätze  mit  den   schon  ausgesprochenen    Sätzen  (9.),  (10.) 
nicht  nur  analog,  sondern  geradezu  identisch. 


*)  Es  ist  mithin  m  ^  n. 
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Bezeiclinet  man  eine  der  in  (9.),  (10.)  genannten  Calotten  mit 
(3,  und  denkt  man  sich  ferner  am  Rande  ö  der  Fliielie  ©  irgend 
welche  (jedoch  stetige)  Werthe  T  in  beliebiger  Weise  vorgeschrieben, 
so  wird  die  diesen  Wertheu  Z  entsprechende  Fundamentalfunction 
U  der  Fläche  <B,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  ein  und  dieselbe 
bleiben,  einerlei  ob  man  die  Fläche  ©  in  ihrem  wsjjrünglichen  Zu- 
stande verharren,  oder  ob  man  sie,  mittelst  der  angegebenen  Sub- 
stitutionen, in  die  Gestalt  einer  Kreisfläche  übergehen  lässt.  Für 
diesen  letzteren  Zustand  ist  aber  jene  Function  U  sofort  angebbar, 
nacli  dem  Theorem  pg.  410.    Folglich  ist  sie  es  auch  für  den  erstem. 

In  ähnlicher  Weise  lässt  sich  der  erste  die  Kreisfläche  betreffende 
Zusatz  [pg.  417]  auf  die  Calotte  ©  übertragen,  und  ebenso  auch 
der  ziveite  [pg.  423],  so  dass  man  also  zu  folgenden  Resultaten 
gelangt: 

Satz  über  die  Normalcalotte.  —  Sind  am  Bande  a  einer  Nor- 
malealotte  [vgl.  die  Definition  pg.  426]  irgend  ivelche  längs  dieses 
Randes  stetige  Werthe  Z  vorgeschrieben,  so  wird  die  diesen  Y's  zu- 
gehörige Fundamentalfunction  der  Calotte  stets  construirhar  sein. 
D.  h.  es  ivird  stets  eine  Function  construirhar  sein,  welche  auf  der 
Calotte  eindeutig  und  stetig;  innerhalb  derselben  harmonisch,  utul  am 
Hände  de^-selben  identisch  mit  jenem  T's  ist. 

Erster  Zusatz.  —  Bezeichnet  man  diese  Function  mit 

und  denkt  man  sich  völlig  innerhalb  der  Calotte  eine  Curve  t,  ge- 
geben, so  gelten  für  sämmtliche  WertJie,  welclie  ü  '  auf  ^  besitzt,  die 
Formehl : 

Min  I  <  ?7/'  ^  <  Max  T, 
(NI.)  l  ^        - 

Babei  bezeichnet  %  eine  positive  Constante,  die  stets  <  1  ist,  und  deren 
Werth  lediglich  von  den  gegebenen  geometrischen  Verhältnissen  ab- 
hängt. Mayi  Icann  x  etwa  bezeichnen  als  die  Situationsconstante 
der  Curve  t,  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte. 

Zweiter  Zusatz.  —  Sind  die  vorgeschriebenen  T's  nur  längs  ein- 
zelner Hand  Segmente  ß',  ß",  ß'",  ...  von  Null  verschieden,  längs 
der  dazwischen  befindlichen  Segmente  aber  verschwindend,  und  sind 
überdies  auf  der  Calotte  irgend  welche  Curven  ^,  ^',  ^",  .  .  .  gegeben, 
und  zwar  der  Art  gegeben,  dass  t,^"''  die  beideti  Endpunkte  von  ß^"^  ver- 
bindet, in  diesen  beiden  Funkten  aber  den  Calottenrand  6  nicht  tangirt, 
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wid  üherhaupt  ausser  diesen  heidcn  Fimläen  Iceinen  tveitcrcn  Fnnlt  mit 
6  (jemein  hat,  so  wird  die  jenen    T's  zugehörige  Fundamcntalfnnciion 

der  Formel  entsprechen: 

XII.)  Max  abs  t/^^'  ^  <  (Max  abs  Z.)  X , 

ivo  der  AusdrucTi  linlcer   Hand  den    absolut  grössten   Werth  vorstellt, 

den  die  Function  U        in  sümmtlichen  PunJcten  t,  des  Chirvensystems 
t,',   ^',  ^",  .  .  .  hesitzt. 

Dabei  bezeichnet  X  eine  positive  Constante,  die  <  list,  4ind  deren 
Werth  lediglich  abhängt  von  den  gegebenen  geometrischen  Verhält- 
nissen. 3Ian  Ixann  k  etwa  bezeichnen  als  die  Situationsconstante 
des  Curvensystems  ^,  t,",  ^" ,  .  .  .  in  Bezug  auf  die  gegebene  Calotte. 


Achtzehntes  Capitel. 
Beweis  der  Riemanirscheu  Existeiiztlieoreme. 

§  1.  • 

Aufstellung  eines  gewissen  Convergenztheorems. 

Es  sei  (3  ein  heliehiger  Theil  einer  Riemaun'scLen  Kugelflüclie. 
Und  es  mögen  unendlich  viele  Fundamentalfunctionen  dieser  Fläche  @: 

(1.)  C/C)  =  U^"\x,  y),     n=l,2,3,...oo, 

gegeben  sein,  also  Functionen,  die  auf  S  eindeutig  und  stetig,  und 
innerluxlb  @  harmonisch  sind.  Wir  wollen  nun  den  Rand  von  © 
[welcher  im  Allgemeinen  aus  mehreren  Curven  bestehen  wird]  mit 
0,  die  Randwerthe  der  Functionen  !]''"■'>  mit  fV"^  bezeichnen,  und 
voraussetzen,  dass  diese  Randwerthe  der  Formel  entsprechen: 

(2.)  abs  Z7„(»)<rfA% 

wo  r,  ft  zwei  gegebene  xwsiÜve  Constanten  sind,  und  ft  <  1  ist. 

Aus  d?r  Voraussetzung  (2.)   folgt  mit  Rücksicht  auf  den  Satz 

(17.)  pg.  395,  dass  für  alle   innerhalb   ©   befindlichen   Punkte  j  die 

analoge  Formel  gilt: 
(3.)  abs  f//»)  ^  Tfi". 

Aus  (2.),  (3.)  folgt  nun  aber  weiter,  dass  die  Reihe 
(4.)  V  =  m'>  +  t^(2)  ^  jjd)  _^  ...  in  inf. 

für  jedweden  Punkt  der  Fläche  ©  convcrgirt,  einerlei  ob  derselbe 
innerhalb  @  oder  am  Rande  von  ©  liegt;  so  dass  also  dieses  durch 
(4.)  definirte  V  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  ©  einen  hc- 
stimmten  endtichen  Werth  besitzt. 

Für  die  zwischen   ]'  und  dem  endlichen  Polynom: 
(5.)  y«)  =  U^  +  t/c^) .  . ,  +  r('') 

vorhandene  Differenz   V —  F^"^  gilt,  nach  (2.),  (3.),  die  Formel: 

abs  (F  —  F^"))  ^  r  (ft"  +  »  +  ft«  +  -  +  ft»+='  +  ...  in  inf.), 
d.  i.  die  Formel: 
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(6.)  '  abs(F-F(»0  <  f^_?"^; 

und    zwar  gilt  diese    Formel    simidtcm   für   sätmntlirJic    Punkte    der 
ganzen  Fläche  ©. 

Nach  unserer  Voraussetzung  sind  aber  U''^'>,  Lf^^^  U^^\  .  .  . 
auf  ©  eindeutig  und  stetig.  Gleiches  gilt  daher  von  dem  Polynom 
F^"',  (5.),  und  folglich  auch  von  F  selber,  wie  solches  mittelst  der 
Formel  (6.)  leicht  zu  beweisen  ist. 

Erläuterung.  —  Zufolge  (6.)  kann  man,  falls  irgend  ein  Kleinheits- 
grad f  gegeben  ist,  die  Zahl  n  so  gross  machen,  dass  simultan  für  sümmt- 
liche  Punkte  der  Fläche  3  die  Formel  stattfindet: 

(«0  abs  (F—  F^"')  <f. 

Solches  ausgeführt  gedacht  markire  man  jetzt  auf  S  einen  beliebigen 
Punkt  X  (einerlei  ob  innerhalb  ©  oder  am  Rande  von  (3),  und  beschreibe 
um  X,  als  Centrum,  eine  kleine  Kreislinie.  Diese  letztere  wird,  je  nach- 
dem X  ein  gewöhnlicher  Punkt  oder  ein  Wind ungsp unkt  ist,  entweder 
eine  gewöhnliche  Kreislinie  oder  aber  eine  solche  sein,  die  erst  nach 
mehreren  Umläufen  in  sich  zurückkehrt. 

.  Da  nun  das  Polynom  V^"^  auf  ©  überall  eindeutig  und  stetig  ist, 
so  kann  man  sämmtliche  Differenzen,  welche  F'"^  auf  S  innerhalb  dieser 
Kreislinie  besitzt,  durch  Verkleinerung  des  Kreisradius  unter  e  hinab- 
drücken. Mit  andern  Worten:  Man  kann  den  Radius  so  klein  machen, 
dass  für  zwei  auf  o  innerhalb  des  Kreises  in  beliebiger  Bewegung  be- 
griffene Punkte  x'j  und  x.^  fortdauernd  die  Formel  stattfindet 

iß.)  ab8(F^/")-  F^W)<;,. 

Hier  aber  kann  man,  zufolge  («.),  V^"'  mit  F  vertauschen,  ohne  dabei  einen 
Fehler  von  mehr  als  2f  hineinzubringen,  xmd  erhält  also: 

(y.)  abs(F^_-  F^;<3.. 

Demgemäss  ist  V  im  Punkte  x  stetig  zu  nennen,  also,  weil  x  auf  S  be- 
liebig gewählt  war,  stetig  zu  nennen  in  jedwedem  Punkte  der  Fläche  @. 
Q.  e.  d. 

Die  durch  (4.)  definirte  Function  F  ist  also  auf  (S  eindeidig 
(7.)  lind  stetig,  mithin  z.  B.  auch  integrirhar-^  wovon  weiterhin  Gebrauch 
zu  machen  ist.  Wir  werden  jetzt  schliesslich  noch  nachweisen,  dass 
F  innerhalb  S  harmonisch  ist. 

Zu  diesem  Zweck  markiren  wir  innerhalb  @  einen  beliebigen 
Punkt  c,  bezeichnen  das  Bereich  des  Punktes  c  in  seinem  ursprüng- 
lichen und  natürlichen  Zustande  respective  mit  U  (c,  z)  und  51  {y,  ^), 
und  denken  uns  diese  Bereiche  in  solcher  Weise  umgrenzt,  dass  % 
eine  Kreisfläche  vorstellt,  dereyi  Centrum  in  y  liegt.  Nach  unserer 
Voraussetzung   sind   die  Functionen    U^^\   ü^^\   U^^'>,  .  .  .  auf  @  ein- 

Neumann,  Abel'sche  Integrale.  2.  Auft,  28 
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ileutig  uiul  stetig,  uiul  iniiorhalb  @  harmonisch.  Folglich  siml  ilio- 
selben  auf  der  innerhalb  @  liegenden  Fläche  U,  mithin  auch  auf  % 
ebenfalls  mit  diesen  drei  Eigenschaften  behaftet.  Gleiches  gilt 
daher  z.  B.  auch  von  F^"',  (5,).  Demgomäss  wird  der  Werth  von 
F<")  iu  jedwedem  innerhalb  51  liegendem  Punkte  j  darstellbar  sein 
durch  die  Formel  (22a.)  pg.  410: 

/Q  ^  F(»>  =  -  r  F'^-'  -^  -    -^  1 VJ")  da 

die  Integration  hinerstreckt  gedacht  über  alle  Randelemente  da  der 
Kreisfläche  5(.  Dabei  bezeichnet  F,/")  den  Werth  von  F^"^  im  Ele- 
mente da,  ferner  E  den  Abstand  des  Punktes  _;'  vom  Element  da, 
ferner  d-  den  Winkel,  unter  welchem  E  gegen  die  auf  da  errichtete 
innere  Normale  geneigt  ist,  endlich  R  den  Radius  von  51.  Die 
Formel  (8.)  gilt,  wie  schon  gesagt,  für  alle  Punkte  _;"  innerhnlh  St. 
Sie  gilt  also  für  alle  Punkte  j  in  ganzer  Erstrcchmg  von  %q,  falls 
man  unter  '^{^  eine  mit  St  coucentrische  Kreisfläche  versteht,  deren 
Radius  Rq  <.  R  ist. 

Fraglich  aber  ist,  ob  die  Formel  auf  Sl^  noch  gültig  bleibt, 
wenn  man  in  ihr  F^"'  durch  F  ersetzt.  Bezeichnet  man  vorläufig 
den  durch  diese  Substitution  entstehenden  Fehler  mit  A,  schreibt 
man  also: 

so  ergiebt  sich  aus  (8.)  und  (9.)  durch  Subtraction: 

(,o.)        A  +  ( r,  -  ri'^)  =  i ./;  p°;.*  -  ^y  (F.  -  F,  <.))  da. 

Denkt  man  sich  diese  Formel  (10.)  der  Reihe  nach  für  irgend  welche 
Zahlen  w  <  w'  <  n"  <  .  .  .  hingeschrieben,  so  wird  dabei  das  A  stets 
denselben  Werth  behalten.  Denn  A  repräsentirt  die  durch  (9.)  de- 
finirte  feste,  von  n  unabhängige  Grösse.  Und  dieses  feste  A  muss 
also,  zufolge  (10.),  weil  Vj  —  F/"'  und  F„  —  F„(")  bei  wachsendem 
n  gegen  0  convergiren,  nothwendig  =  0  sein. 

Genaueres.  —  In  den  Formehi  (8.),  (9.),  (10.)  repräsentirt  j  irgend 
einen  auf  21^,  (Radius  B^)  gelegenen  Punkt;  während  die  dortigen  Inte- 
grationen über  den  Rand  von  2t  selber  (Radius  7?)  fortlaufen.  Demgeruäss 
ist  also  das  dortige  E  ~>  R  —  B^,  mithin 

(-)  T.< 


E^  B  —  B^ 
und  folglich: 
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<"•'         ^"'p^^-^a  <..—.-+ ö 


(y.) 


id.) 


Mit  Rücksicht  hierauf,  sowie  mit  Rücksicht  auf  die  in  (6.)  gefundene 
Formel: 

abs  (V  -  F^"')    <   ^-■ 
1       (i 

folgt  nun  aus  (10.)  sofort: 

Da  nun  u  ein  positiver  ächter  Bruch,  mithin  die  rechte  Seite  dieser  Formel 
durch  Vergrösserung  von  w  unter  jeden  beliebigen  Kleinheitsgrad  f  hinab- 
drückbar  ist,  so  muss  die  feste  (von  n  unabhängige)  Grösse  abs  A  kleiner 
sein  als  jedwedes  noch  so  kleine  f.     Folglich  ist  sie  =  0.     Q.  e.  d. 

Da  nun  A  =  0  ist,  so  geht  die  Formel  (9.)  über  in: 

Hieraus  aber  folgt,  falls  man  die  Coordinaten  des  auf  ^I^  liegenden 
Punktes  j  mit  ^,  iq  bezeichnet,  sofort,  dass  Vj  auf  %q  den  Formeln 
entspricht: 

dV.     cY.  c-r.        dW. 

(12.)  ^,   ^'-  stetig,     -^  +  -^^  =  0, 

dass  also   F}  auf  St,,,  mithin  auch  auf  U^  harmonisch  zu  nennen  ist. 

Dabei    bezeichnet   Uq   den   mit   St^    correspondirenden   Theil    von  U, 

also  ein  kleines  den  Punkt  c  umgebendes  Flächenstück,  oder  (kürzer 

ausgedrückt)  das  Bereich  von  c. 

Die  Function  V  ist  also  harmonisch  im  Bereich  eines  jedweden 

innerhalb    ®    gelegenen    Punktes   c.     Mit    andern  Worten:    Sic   ist 

innerhalb  @  überall  harmonisch.    Alles  zusammengefasst,  gelangt  man 

daher  zu  folgendem  Resultat: 

Convergenztheorem.    —    Es    sei    <S    ein    heliebiger    Theil    einer 

Riemann  sehen  Kugelfläche.     Und  es  mögen  unendlich  viele  Functionen 
(13.)  r(")  =  L^W  (a;,  2/),     w=  1,2,  3, ...  oo, 

gegeben  sein,  die  auf  @  eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  ©  har- 

monisch  sind.     Ueberdies  sei  bekannt,  dass  die  BandivertJie  Uo'-"''  dieser 

Functionen   ?/(">  der  Formel  entsprechen: 
(14.)  abs  W"^  <;  Tft«, 

wo  r,  ft  zwei  gegebene  positive  Constanten  vorstellen,    von   denai   die 

letztere  <  1  ist. 

Setzt  man  alsdann 
(15.)  r=  rw  -I-  fr(2)  -j_  in^)  -f-  ...  in  inf., 

28* 
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SO  nird  dirsr.^   V  nicht  mir  für  jedweden  PunM  der  Fläche  ^  con- 
vcrgent,  d.  i.  von  hestimmtem  endlichen   Werthe  sein,  sondern  zu- 
gleich eine  Function   vorstellen,  die  auf  ©  eindeutig  und   stetig ^  und 
innerhalb  ©  harmonisch  ist. 
Setzt  man  femer 
(IG.)  ir=lim„=,  CTW, 

so  tvird  dieses  W  für  jcdiccden  Punld  der  Fläche  ©  verschwinden; 
[wie  solches  aus  den  Formeln  (2.),  (3,)  unmittelbar  folgtj. 

§  2. 

Darlegung  einer  disjtmetiven  Methode  zur  Bildung  der 
Fundamentalfunetionen. 

Wird  irgendwo  aus  dem  Innern  einer  gegebenen  Fläche  ein 
hreisfarmigcs  Stüclc  herausgenommen,  so  entsteht  eine  neue  Fläche, 
deren  Randcurvenanzahl  um  1  grösser  ist,  als  die  der  ursprüng- 
lichen Fläche.  Ich  werde  nun  zeigen,  dass  man  in  vielen  (noch 
näher  anzugebenden)  Fällen  die  Fuudamentalaufgabe  (20.)  pg.  396 
für  diese  neue  Fläche  zu  lösen  vermag,  falls  man  nur  im  Besitz 
irgend  einer  Methode  ist  zur  Lösung  derselben  für  die  ursprüngliche 
Fläche. 

Es    sei    gegeben    ein    von    beliebig    vielen   Randcurven   a,,   a.,, 
«3,  .  .  .  ctk  begrenzter  Theil  der  einblättrigen  Kugelfläche,  derselbe  sei 
dementsprechend  bezeichnet  mit 
(1.)  ©(/.  a,a3...a/,  oder  kürzer  mit  ©„ . 

Aus  dem  Innern  dieser  Fläche  (1.)  sei  ein  Jcreisförmiges  StücTc,  d.  i. 
eine  Calotte  herausgenommen,  und  das  alsdann  noch  übrig  bleibende 
Flächenstück  mit 
(2.)  @a.  a,«3...«;i,^  oder  kürzer  mit  ©„^ 

bezeichnet.  Dabei  soll  ß  den  Rand  jener  herausgenommenen  (dis- 
jungirten)  Calotte  vorstellen;  so  dass  also  die  Fläche  (2.)  im  Ganzen 
(/i  -f"  1)  Randcurven:  a^,  a^,  «3,  •  •  •  «a,  ß  besitzt,  von  denen  die  letzte 
(3.)  ein  Kreis  ist.  Fs  sei  nun,  wie  wir  express  voraussetzen,  irgend 
eine  3Iethode  bekannt  zur  Lösung  der  Fmulamentalaufgabe  (20.) 
pg.  396  für  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  ©«  (!•)•  -E'5  soll 
untersucht  werden,  ob  man  alsdann  diese  Aufgabe  vielleicht  auch  für 
die  neue  Fläche  ©., :<  (2.)  zu  lösen  vermag.  Es  soll  also  eine  Fun- 
damentcdfunction  der  neuen  Fläche  <Bu,i  zu  construiren  versticht  werden, 
ivelche  am  Rande  derselben  d.  i.  in  den  Curven  a^,  cc.^,  .  .  .  cc/,,  ß  belie- 
big vorgeschriebene  stetige   Werthe  Z  besitzt. 
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(4.) 


(5.) 


(6.) 


Bemerkang.  —   Als  Hiüfsmittel  bei  dieser  Untersuchung  werden  uns 
diejenigen  beiden  Calotten 

S/'  und  (S. 

dienen,  iu  welche    die  ganze   unversehrte  Kugelfläche  durch   den   Kreis  (3 
zerfällt.     Die  [in  beistehender  Figur*)  schraffirte]  Calotte  ©y"  soll  jene  ab- 


getrennte {disjungirte)  Calotte  vorstellen;  während  andererseits  (S^die  sup- 
plementäre Calotte,  d.  h.  die  ganze  volle  Kugelfläche,  mit  alleiniger  Aus- 
nuhme  von  3^",  repräsentirt. 

Demgemäss  steht  S^^^  in  gleichartiger  Beziehung  zu  S^  wie  zu  S^. 
Denn  <B^ß  ist  offenbar  ein  Theil  von  3^,  ebenso  aber  andererseits  auch 
ein  Theil  von  ©  ^ . 

Die  Fundamentalfunctionen  der  Flächen  @„  und  (S^,  welche 
respective  TJ  und  F  heissen  mögen,  sind  ohne  Weiteres  construirhar, 
die  ersteren  zufolge  unserer  Voraussetzung  (3.),  die  letztern  zufolge 
des  Satzes  pg.  430.  Von  den  vorgeschriebenen  Z's  ausgehend,  kann 
man  daher  der  Reihe  nach  folgende  Functionen  cp,  cp ,  cp" ,  cp'" ,  .  . 
construiren: 

(p      =U"^^, 

cp"    =  U"'  "P', 

etc. 
gleichzeitig  werde  gesetzt: 

j^  =  (fp  —  (p')  -\-  (g,"  _  (p'")  .  .  .  -f-  (95(2«)  _  ^(2»+i))  -f-  ...  in  inf. 

Es  bezeichnet  hier  z.  B.  q)  diejenige  Fundamentalfunction  U  der 
Fläche  ©„,  welche  am  Rande  von  ©«  d.  i.  in  den  Curven  a  die 
vorgeschriebenen  Werthe  Z  besitzt.  Sodann  bezeichnet  (p'  diejenige 
Fundamentalfunction  F  der  Fläche  @^,  welche  am  Rande  von  ©^ 
tj.  i.  auf  der  Kreislinie  ß  identisch  mit  dem  (schon  construirten)  <p 


r 

=  F^'  "P, 

fir 

=  F^'  'f" 

q,- 

=  F^'  "P'^ 

etc. 

*)  Die  Zahl  h  ist  in  dieser  Figur  =  4  genommen. 
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ist.  Sodauu  bezeichnet  ferner  (f"  diejenige  Fundamental  Function  U 
der  Fläche  ©„,  welche  in  den  Curven  a  identisch  mit  dem  (schon 
construirten)  (p  ist.  U.  s.  w.  U.  s.  w.  Die  geraden  gj's  sind  also 
Fundanientalfunctionen  von®,,,  andererseits  die  ungeraden  gj's  Fun- 
damentalfunctionen  von  @^.  Hiemus  aber  folgt,  dass  sümmtliche 
(7.)  (p's,  die  geraden  wie  die  ungeraden,  Fundamentalfimctionen  der  Fläche 
<Ba;i  vorstellen;  denn  ©„■/  ist  [vgl.  die  vorhergehende  Bemerkung] 
ein  Theil  von  ©„,  und  ebenso  auch  ein   Thcil  von  (S^y. 

Das  in  (6.)  eingeführte  %  ist  vorläufig  noch  bedeutungslos]  denn 
es  ist  vorläufig  noch  unbekannt,  ob  die  daselbst  für  %  gegebene 
Reihe  convergirt  oder  divergirt.  Um  näher  hierauf  einzugehen,  sind 
zuvörderst  gewisse  Eigenschaften  der  qp's  darzulegen.    Aus  (5.)  folgt: 


(fa        =  ^aj 

9^/ 

=  ^,i, 

9«"     =  <Pa' , 

"pr 

=  9^/', 

fpJ^  =  g?./", 

f/ 

-  9'/^ 

fetc.  etc. 

Ferner  folgt  aus  der  ersten  Zeile  von  (5.): 
(p.)  9^.^  =  ^//'^  Vu^-Vß'P- 

hieraus  aber  folgt  weiter: 

[ Min  I«  ^(Pii^  Max  I„,  f  Min  g?^  ^  g)«'  ^  Max  g?^, 

^"^■^  1  D(p,,<Dla,  \        BcpJ<:{Dq>^)yc; 

und  zwar  ergeben  sich  die  Formeln  links  mittelst  des  Satzes  (L), 
(Ib.)  pg.  398,  die  Formeln  rechts  mittelst  des  Satzes  (NI.)  pg.  430. 
Dabei  bezeichnet  7t  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  die  Si- 
tuationsconstantc  des  Curvensystemes  «  in  Bezug  auf  die  Calotte 
®y.  Aus  den  vier  Formeln  (q.)  folgt  nun  weiter  durch  Elimination 
von  cpi  respective  Dcpi'. 

Min  la  ^  (fa  ^  Max  I«, 

D(pa<{DTa)x. 

Ebenso   wie   diese   Formeln  (r.)   aus   der  ersten   Zeile    von  (5.) 
sich  ergeben  haben,  ebenso  werden  entsprechende  Formeln  aus  den 
folgenden  Zeilen  von  (5.)   resultiren;  so  dass  man,  Alles  zusammen- 
gefasst,  folgende  Tabelle  erhält: 
Min  I«     <  (pa'     <  Max  I„,  Dg)«'     <  (I^^a)  x, 

(D.)     Min  9?,;    <(pj"    <:Maxg)„',  UipJ"    <^{D(pa   )  x  <  (Diu)  x\ 

Min  93«"'  <  (fa^    <  Max  g?«"',         Dg)«^    <  (-Dg^c/")  x  <  (DI«)  x^, 
etc.  etc. 


(r.) 


Beweis  der  Fiemnnn'schon  Existeuztheoieme. 


439 


Aus  diesen  Formeln  [9.)  folgt  sofort: 


lii 


Cpu 


(2n  +  l)  ^^ 


(10.) 

wo  a  eine  bestimmte,  laul  zwar  der  Formel 
(10a.)  Min  I„  <a<  Max  I„ 

entsprechende  Constante  vorstellt. 

Erläuterang.  —  Will  num  die  in  (9.) 
genannten  Minimal-  und  Maximalwerthe 
auf  einer  gegebenen  geraden  Linie,  etwa 
auf  der  vertikalen  2)-Axe  eines  recht- 
winkligen Coordinatensystems  X,  3)  als 
Abscissen  auftragen,  so  hat  man  zuvör- 
derst auf  dieser  3)-Axe  zwei  Punkte  p 
und  2  zu  markiren,  der  Art,  dass  die 
Abscissen  {op)  und  (og)  respective  die 
Werthe  von  Min  Z^  und  Max  Z_^  vor- 
stellen. Da  nun  nach  der  ersten  Formel 
(9.)  zwischen  Min  Z^  und  Max  Z^^  sämmt- 
liche  Werthe  von  cp^^'  also  z.  B.  auch 
Min  cp^'  und  Max  cpj  gelegen  sind,  so 
werden  Min  cp^'  und  Max  cp^'  durch  zwei 
Punkte  Pi  und  q^  dargestellt  sein,  die 
beide  zwischen  p  und  q  liegen.  In  ana- 
loger Weise  folgt  aus  der  zioeiten  Formel 
(9.),  dass  Min  qo^/"  und  Max  qp^^'"  durch 
zwei  Punkte  p^  und  q^  dargestellt  sind, 
die  beide  zwischen  p^  und  g,  liegen.  In 
solcher  Weise  ergiebt  sich  eine  von  jp  aus 
aufsteigende  Punktreihe : 

P,  Pi,Pz,Ps,  •  ■  -P-in+i  •  •  • 
und  andererseits  ein  von  q  aus  absteigende 
Reihe : 


(A.) 


a- 

-  (Max  Z„) 

Qi  - 

-  (Max  cp^') 

Q3   ■ 

-  (Max  tpj") 

0  ■ 

- 

Ps  - 

■  (Min  (jp„"') 

2h  - 

-  (Min  qp,/) 

P- 

0 

-  (Miu  Z„) 

(B.)  2.  2i.33. 'Zs,  •  •  •  (?2«  +  i  •  •  • 

Zufolge  der  Formeln  (9.)  rechter  Hand  ist  aber 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

Max  (pJ'''+^'>  —  Min  (pj^''^^^  <  (Max  Z„  -  Min  ZJ  h"  +  \ 
oder,  in  die  geometrische  Vorstellungsweise  übersetzt: 

(C.)  iP2n  +  l   ?2„  +  l)    <     (P2)h''  +  \ 

WO  die  eingeklammerten  Grössen  die  gegenseitigen  Abstände  der  betreffen- 
den Punkte  vorstellen.  Und  diese  Formel  (C),  in  welcher  m  einen  positiven 
ächten  Bruch  vorstellt,  zeigt,  dass  jene  beiden  Puuktreihen  (A.)  und  (B.) 
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sich  gegenseitig  ins  Unendliche  nähern.  In  der  That  wird  man,  zufolge 
(C),  die  Zahl  n  so  gross  machen  können,  dass  der  Abstand  (1'2h  +  i  ??l'w  +  i) 
kleiner  wird  als  jedwedes  noch  so  kleine  s. 

Beachtet  man  dies,  und  beachtet  man  ferner,  dass  die  eine  Reihe 
beständig  aufsteigt,  die  andere  beständig  absteigt,  so  erkennt  man  sofort, 
dass  beide  Reihen  von  verschiedenen  Seiten  her  gegen  einen  gemeinschaft- 
lichen und  völlig  bestimmten  GrenzpunU  convergiren,  welcher  g  heissen  mag. 

Solches  constatirt,  ist  also 

(D.)  lim„_^  Min  <p/"'  +  i)  =  (or,), 

und  ebenso  auch: 
(E)  lim„_,  Max9'/"  +  ^>  =  (oy), 

wo  {og)  die  Abscisse  jenes  Grenzpunktes  g  vorstellt.  Aus  diesen  beiden 
Formeln  (D.),  (E.)  folgt  aber  sofort,  dass  sämmtliche  Werthe  der  Function 
g)  (2»4-i)^  t,ei  wachsendem  n,  gegen  (og)  convergiren.  Es  ergiebt  sich 
also  die  Formel: 

Hiermit  sind,  falls  man  (og)  =  a  setzt,  die  Formeln  (10.),  (10a.)  bewiesen. 

Um  zum  Ziele  zu  gelangen,  sind  nun  schliesslich  an  die  For- 
meln (9.)  noch  einige  einfache  Bemerkungen  anzuknüpfen.  Nach 
der  zweiten  Zeile  von  (9.)  ist: 

Min  9?,/  <^  q)a"'  <  Max  g?,/. 
Selbstverständlich  ist  aber  auch: 

Min  cpa  ^  (fa  ^  Max  q)a. 
Aus  diesen  beiden  Formeln  zusammengenommen   folgt  sofort,  dass 
die  Differenz 

ihrem    absoluten    Betrage    nach    stets  ^  (Max  qp«'  —  Min  gp«')   d.  i. 
stets  <  Dg)a'  ist.     So  ergiebt  sich  also  die  Formel: 

abs  (cpa'  —  fpu")  ^Dcpa, 
und  in  analoger  Weise  die  allgemeinere  Formel: 

abs  (g)/-^'^-^)  -  ^a^^'^+i))  <  I)q)a^'^-'\ 
oder  mit  Rücksicht  auf  (9.): 

abs  (g)a^2"-i)  —  9)J2"+^0  <  (7)1«)  x». 
Nach  (8.)  ist  aber  qp«^"""^^  =  95«*=^"'.     Somit  folgt: 
(11.)  abs  (9)„(2n)  _  g,„(2„+i)j  <  (2)I„)  X». 

Andererseits  ist  nach  (8.):  cp/-"''  =  9)/^"+^',  folghch: 
(12.)  abs  (9/2»)  _  95^,(2»+!))  _  0,  mithin  z.  B.  ^  (i)I„)  a^. 
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Solches    constatirt    ist  jetzt    da.s    allgemeine    Convergmztheorem 
(pg.  435)  unmittelbar   anwendbar  auf  die   zu  untersuchende  Reihe: 

(13.)      ;t  =  (t  —  9P'j  +  W  —  ¥")  •  •  •  +  (^'"'^  —  9^^""  +  ^^;  +  ...  in  inf. 
Das  allgemeine  Glied  dieser  Reihe 

ist  nämlich,  nach  (7.),  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  ©«,■;, 
also  auf  ©«^  eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  (Ba^i  harmonisch. 
Ausserdem  besitzt  dieses  allgemeine  Glied  atn  Bande  von  ©«^  Werthe, 
die,  zufolge  (11.),  (12.),  dem  absoluten  Betrage  nach,  durchweg 

sind,  wo  Dl-a  und  x  zwei  gegebene  positive  Constanten  vorstellen 
und  )c  <  1  ist.  Zufolge  jenes  Convergenztheorems  wird  daher  %  nicht 
nur  in  jedwedem  Punkte  der  Fläche  ©„^  convergent,  sondern  zugleich 
auch  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  'Baß,  d.  h.  eine  Function 
sein,  die  auf  @«^  eindeutig  und  stetig,  und  innerhalb  ©«^  harmo- 
nisch ist.  Es  bleibt  noch  übrig,  die  Werthe  dieser  Function  x  «"^ 
Bande  von  Ba^  zu  untersuchen. 

Man  kann  die   Formel  (13.),   da   ihre   Congruenz  erwiesen  ist, 
auch  so  schreiben: 
(14.)        X  -  lim„=.  [{cp  -  cp')  +  (cp"  -  cp'")  .  .  .  +  {cp'-^r.)  _  9,(2«+!))]. 
Hieraus  folgt,  was  den  Rand  a,  respective  den  Rand  ß  betrifft: 
(;t„  =  lim„=.  [(9.  -  cpj)  +  {cpj'  -  cpj")  . . .  +  (qp«(2«)  _  qp^f^^+i))], 
1;^^^   =  lim„=»   [{cp^,  -  9^/)  +  (9;/'  -  cp;")  . . .  +  {cp^^^^  -  cp^^'^^^^)], 
also  mit  Rücksicht  auf  (8.): 

y    =lim„_^ri«  —  (Pa^^"+^^1,  {t    =!«  —  «, 

X^,  =  \imn=.^  [0],  \%ß==^- 

Die  von  uns  construirte  Function  %  ist  also  eine  Fundamental- 
function der  Fläche  ©a,^,  die  am  Bande  dieser  Fläche  die   Werthe 
besitzt: 
(15.)  Z„  =  ^a  —  a,     und    x^  =  0. 

Dahei  bezeichnet  a  die  durch  die  Formel  (10.)    definirte  Constante, 
also  eine  Constante,  deren,   Werth,  nach  (10a.),  der  Formel  entspricht: 
(16.)  Min  I«  ^  a  ^  Max  I„. 

Bemerkung.  —  Man  kann  die  hier  dargelegte  Constructionsmethode 
der  Function  x  z-  B-  auf  den  specielJen  Fall  anwenden,  dass  die  auf  a  vor- 
geschriebenen Werthe  Z^^  constant,  etwa  sämmtlich  =  1  sind.  Bezeichnet 
man  die  für  diesen  speciellen  Fall  sich   ergebende   Function  %  mit  % ,  so 
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wird  dieses  %    eine  Fuiulamcntalfunction  der  Fläche  ©„^  sein,   welche   am 
Hände  von  ©^^ ^  die  Wcrthe  hat: 

(|.)  X,,'  =  1  —  «'.      «"'^      Zy'  =  0- 

Dabei  bezeichnet  alsdann  a'  eine  Constante,  die,  znfolge  (16),  der  Formel 

entspricht:  1  ^  a'  "^  1 

(ij.) 

also  eine  Constante,  deren  Werth  nothtvenduj  =  1  ist.     Solches  constatirt, 

gehen  aber  die  Formeln  (|.)  über  in 
(j.)  Xu   =  0,      und      x^i   =  0; 

woraus,    mit   Rücksicht  auf  den  Satz  (18.)  pg.  395^  sofort  folgt,  dass  die 
Function  %    ^"f  ®„^  allenthalben  ==  0  ist. 

Will    man    also    eine    Fuudamentalfunction    der    Fläche   S^^   haben, 
welche  am  Rande  a  einen  von  0  verschiedenen  constanten  Werth,  anderer- 
seits am  Rande  ß   den  Werth  0  hat,   so  wird   ein   anderes  Verfahren    ein- 
zuschlagen sein.     Und  dieses  soll  zunächst  jetzt  dargelegt  werden. 
Markirt  man  auf  der  gegebeneu  Kugelfläehe  zwei  feste  Punkte 
c  und  q,  so  kann  die  monogene  Function 

log 

in  solcher  Weise  festgesetzt  gedacht  werden,  dass  sie  auf  der  ganzen 

Kugelfläehe  eindeutig  und  stetig  ist,  mit  Ausnahme  der  Punkte  c,  q  und 

einer  von  c  nach  q  gehenden  Linie  [vgl.  pg.  229,  230].  Setzt  man  also: 

ß  —  c  •=-  re'^     und     z  —  Cj  =  )\e^^>, 

mithin  log  ^£^  =  (log  ^)  +  i  (^  —  ^i); 

so  wird  der  reelle  Theil  dieser  Function,  d.  i.  log  -  auf  der  ganzen 

Kugelfläche  eindeutig,    stetig    und    harmonisch    sein,   mit   alleiniger 
Ausnahme  der  Punkte  c  und  c^  [Satz  (7.),  pg.  390j. 

Denkt  man  sich  also  c  und  q  ausserlmlb  ©»^  gelegen,  und 
zwar  c  innerhalb  der  abgesonderten  (disjungirten)  Calotie  ©^",  und 
denkt  man  sich  überdies  um  Cj  (als  Centrum)  eine  unendlich  kleine 
Kreisperipherie  /3j  beschrieben  [vgl.  die  folgende  Figur],  und  den 
von  /3  und  ß^  begrenzten  Theil  der  Kugelfläehe  mit  ©:?,:?,  bezeichnet, 
so  wird  der  in  Rede  stehende  reelle  Theil 


(17.)  L  =  log- 

auf  (S^^,  ausnahmslos  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  sein.     Aehn- 

liches  gilt  daher  für  die  Function: 
(18.)  F=L—  Vi'' ''.-'■) 

Es  wird   nämlich  F  auf  ©./^y,   eindeutig  und   stetig,    und    innerhalb 

*)  Dieses  V  soll  die  auf  pg.  437  festgesetzte  Bedeutung  haben. 
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(x.) 


(y.) 


O 


^(iß^  harmonisch  sein.  Gleichzeitig  wird  diese  Function  F  am 
Bande  von  <S^/*i  die  Werthe  besitzen: 

Ffi  ==  0,  Fß^  durchweg  >  0. 

Denn  F  ist  (ebenso  wie  L)  im  Punkte  c^  positiv  unendlich,  folglich 
auf  der  um  c^  beschriebenen  kleinen  Kreisperipherie  ß^^  von  äusserst 
grossem,  und  zwar  positivem  Werth, 

Aus  diesen  Eigenschaften  der  Function  F  folgt  nach   bekann- 
tem Satz  [(17.)  pg.  395],  dass  dieselbe  auf  dem  innerhalb  ^ß,^^  be- 


findlichem Curvensystera  a  (d.  i.  «j, 


«/,)  durchweg  >0  ist*); 


'19.) 


was  angedeutet  sein  mag  durch  die  Formel: 

Fa  durchweg  >  0. 

Die  hier  von  uns  constrnirte  Fimetion  F  ist,  tvie  aus  den  an- 
gegebenen Eigenschaften  folgt,  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche 
Sßß^,  mithin  (weil  @«^  ein  Theil  von  @^^^,  ist)  auch  eine  Funda- 
mentalfunction der  Fläche  Qafl-  Und  zwar  besitzt  sie  am  Rande 
von  'Ba;i  [zufolge  (x,),  (y.)]    Werthe,  die  den  Formeln  entsprechen: 

Fu  durchiveg  >  0,     und    F^  =  0. 

Denkt  man  sich  jetzt,  auf  Grund  der  Randwerthe  Fa,  Functionen 
0,  0',  0",  ...  X  genau  in  derselben  Weise  gebildet,  wie  früher, 
auf  Grund  der  Randwerthe  Z«,  die  Functionen  q),  q)',  (p" ,  ...  % 
construirt  wurden,  so  wird  das  so  resultirende  X  eine  neue  Fun- 
damentalfunction der  Flüche  ©„.;  sein,  mit  den  Randwerthen: 

X.  =  F.  —  Ä,     und     X,,  =  0,         [vgl.  (15.)], 

*)  In  der  Figur  ist  die  Zahl  h  wieder  =  4  gesetzt. 
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wo  A  eine  der  Formel 

Miu  K,  <  Ä  <  Max  F.„     [vgl.  (16.)], 

entsprechende  Consfante  vorstellt.     Aus  dieser  letzten  Formel    folgt 
mit  Rücksicht  auf  ( Ü^.)  sofort,  dass  J.  >  0  (niemals  =  0)  ist. 

Subtrahireu    wir   nuu  die   Function  X  von  F,   so   erhalten   wir 
eine   FundauioitalfiDidion   F  —  X  der  Fläche   ^a;i,   mit   den   Band- 
wcithen: 
(:?0.^  F,,  -  Xa  =  ^  >  0,     und    F,  —  X,  =  0. 

Addiren  wir  jetzt  endlich  die  mit  -r  multiplicirte  Function  F  —  X 

hinzu  zu  der  früheren  Function  %  (15-)'   ^^   erhalten   wir  eine  neue 
Fundamentalfiinction  der  Fläche  ©«,*: 

(21.)  v^=yj^^(^F-X) 

mit  den  Bandiverthen : 
(22.)  Y,,  =  Ya,     und     Y^  =  0. 

Hiemit  aber  sind  wir,  was  die  Beantwortung  der  ursprünglich 

vorgelegten  Frage  (3.)  betrifft,  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Sind  am  Rande  a  der  Fläche  Sa^i  irgend  welche  (stetigen)  Wert)ie 

Z«  in  beliebiger   Weise  vorgeschrieben,   so  lässt  sieh,  falls  die  in  (3.) 

genannte  Voraussetzung  erfüllt  gedacht  wird,  stets  eine  Fundamental- 
(23.)  function  V  der  Fläche  Sa,^  construiren,  welche  an  jenem  Bande  a  die 

daselbst  vorgeschric-benen  Werthe  J-a  besitzt,  andererseits  aber  am  Bande 

ß  durchweg  =  0  ist. 

In    ganz    analoger  Weise   wird   sich  nun   offenbar  eine   zweite 

Fundamentalfunction  Y'  der  Fläche  "Bu^i  construiren  lassen,  welche 

umgekehrt   am   Rande   a   durchweg  =  0  ist,   andererseits   aber   am 

Rande    ß    beliebig    vorgeschriebene    (stetige)    Werthe    Z^    besitzt. 

Demgemäss  wird  alsdann 
(24.)  Q  =  H/  _|.  x|/' 

eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  ©„^^  sein,  mit  den  Randwerthen: 

(25.)  üa  =  Ta,     und     Qy  =  Z,, 

so  dass  mau  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Resultat.  —  Es  sei  S  irgend  ein  von  beliebig  vielen  Curven  be- 
grenzter Tlieil  der  gewöhnlichen  einblättrigen  Kugelfläclic.  Irgendwo 
im  Innern  von  S  werde  eine  Calotte  aus  der  Fläclie  'S  lierausgenommen, 

(26.)  und  die  so  entstehende  neue  Fläche  mit  %  bezeichnet.     Alsdann  wird 
man,  falls  irgend  welche  Methode  zur  Lösung  der  Fuiulamentalaufgabe 
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(20.)  pg.  396  für  die  ursprüngliche  Fläche  <S  hclannt  ist,  diese 
Fundamentalaufgahe  stets  auch  für  die  neue  Fläche  %  zu  lösen  im 
Stande  sein.  Dabei  siutl  @  und  %  respective  substituirt  au  Stelle 
der  bisherigen  umstäudlichereu  Bezeichnungen  @„  und  *5„_-/. 

Jene  Fundamentalaufgabe  ist  nun  aber  [Satz  pg.  430]  lös- 
bar für  jedwede  Calotte  der  Kugelfläche.  Durch  successive  Anwen- 
dung des  soeben  gefundenen  Satzes  (26.)  ergiebt  sich  daher,  dass 
sie  auch  lösbar  ist  für  eiuen  von  2  oder  3  u.  s.  w.  Kreisen  be- 
grenzten Theil  der  Kugelt! äche.     Also  der 

Satz.  —  Die  Fundamentalaufgahe  (20.)  pg.  396  ist  lösbar  für 
(27.)  einen  von  beliebig  vielen  Kreisen  begrenzten  Theil  der  einblättrigen 
Kngelfläche. 

Mit  andern  Worten:  Für  jeden  solchen  Theil  sind  die  Funda- 
mentalfunctionen  construirbar  für  beliebig  vorgeschriebene  {stetige)  Band- 
wertJie. 

Es  sei  jetzt  eine  w- blättrige  Normalzonc  mit  den  Randcurven 
a  und  /3  gegeben  [vgl.  die  Definition  pg.  426].  Construirt  man 
diejenigen  beiden  Tangentialkegel  der  Kugelfläche,  deren  Contact- 
curven  respective  mit  a  und  ß  zusammenfallen,  und  bezeichnet  man 
mit  c  und  c'  diejenigen  beiden  Punkte,  in  denen  die  Kugelfläche 
von  einer  durch  die  Spitzen  der  beiden  Kegel  gelegten  geraden 
Linie  geschnitten  wird,  so  kann  offenbar  jene  Normalzone  mittelst 
der  Substitution; 

z  —  c 

z — V  =t" 


umgewandelt  werden  in  eine  in  der  ^- Ebene  liegende,  von  zwei 
concentrischen  Kreisen  begrenzte  einblättrige  Fläche  [vgl.  die  Betrach- 
tungen pg.  428,  429J. 

Denkt  man  sich  nun  am  Rande  der  Normalzone  d.  i.  längs  a 
und  ß  irgend  welche  (längs  a  und  ß  stetige)  Werthe  Z  vorgeschrie- 
ben, so  wird  die  diesen  Z's  entsprechende  Fundamentalfunction  U 
der  Zone  ein  und  dieselbe  sein,  einerlei  ob  man  die  Zone  in  ihrem 
ursprünglichen  Zustande  verharren,  oder  ob  man  sie,  mittelst  der 
angegebenen  Substitution,  in  jenen  einfacheren  einblättrigeti  Zustand 
übergehen  lässt.  Für  den  letztem  Zustand  ist  aber  die  Fundamen- 
talfunction l  wirHich  construirbar  zufolge  des  Satzes  (27.).  Gleiches 
gilt  daher  auch  für  den  erstem.  Man  gelangt  somit  zu  folgen- 
dem Satz. 
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Satz  Über  die  Normalzone.    —   Sind  an  den  Rändern  u  und  ß 
einer  Kormalzone  [vgl.  die  Definition  })g.  426]  irgend  welche  längs 
u  und  ß  stetige    WertJie  Z    rorgrscli riehen,  so   ivird  die  diesen  Z\s-  zii- 
(2S.)  gehörige  Fundamental funetion  der  Zone  stets  construirhar  sein. 

Mit  andern  Worten:  Es  ivird  stets  eine  Function  eonstruirhar 
sein,  welche  auf  der  Zone  eindeutig  und  stetig,  innerhalb  derselben 
harnioniscli,  und  am  Rande  derselben  identisch  mit  jenen  T's  ist. 

§  3. 

Adjunctive  oder  combinatorische  Methoden  zur  Bildung  der 

Fundamentalfunctionen. 

Man  kann  zwei  gegebene  Flächen  31  und  33  so  aufeinander  legen, 
dass  theilweise  Deckung  stattfindet.  Man  kann  sodann  die  sich 
deckenden  Flächentheile  mit  einander  verschmelzen  lassen,  und  hier- 
durch jene  Flüchen  51  und  S  in  eine  einsige  Fläche  verwandeln. 
Diese  letztere  Fläche  mag  die  aus  51  und  58  combinirte  Fläche  ge- 
nannt, und  mit  (91,  33)  bezeichnet  werden.  Ich  werde  nun  im  Fol- 
genden zeigen,  dass  in  vielen  (noch  näher  anzugebenden)  Fällen  die 
Fundamentalaufgabe  (20.)  pg.  396  für  die  combinirte  Fläche  {%  S5) 
stets  lösbar  ist,  falls  man  nur  in  Besitz  irgend  welcher  Methode 
ist  zur  Lösung  derselben  für  die  einzelnen  Flächen  91  und  !iö. 

Zwei  Kreisflächen  91  und  S  können  der  Art  zur  theilweisen 
Deckung  gebracht  werden,  dass  ihre  Randcurven  einander  schneiden. 
Alsdann  repräsentirt  das  Deckungsgebiet  einen  Abschnitt  (Segment)  von 
21,  und  ebenso  auch  einen  Abschnitt  der  Fläche  SB.  Analoges  ist 
zu  bemerken  über  zwei  Calotten  2t  und  S3,  vorausgesetzt,  dass  sie 
von  einerlei  Krümmung,  dass  sie  also  Theile  von  Kugelflächen  sind, 
die  denselben  Radius  besitzen.  Die  aus  den  beiden  Kreisflächen  re- 
spective  aus  den  beiden  Calotten  combinirte  Fläche  (21,  93)  wird 
alsdann  offenbar  eine  einzige  in  sich  zurücklaufende  Randcurve  be- 
sitzen, die  zusammengesetzt  ist  aus  einem  Theil  des  Randes  von  21 
und  aus  einem  Theil  des  Randes  von  93.  —  Andererseits  aber  kann 
man  zwei  solche  Calotten  21  und  93,  falls  die  Summe  ihrer  sphä- 
rischen Radien  >  180'^  ist,  auch  der  Art  zur  theilweisen  Deckung 
bringen,  dass  ihre  Randcurven  einander  nicht  schneiden.  Alsdann 
repräsentirt  das  Deckungsgebiet  einen  Gürtel  (Zone)  von  21,  und 
ebenso  auch  einen  Gürtel  der  Fläche  S.  Und  gleichzeitig  wird 
alsdaim  die  combinirte  Fläche  (2t,  93)  nichts  Anderes  sein,  als  die 
ganze  volle  Kugelfläche.  —  Diesen  Beispielen  entsprechend  sind 
also  zwei  Fälle  zu  unterscheiden: 
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Erster  Fall:  Die  Verschmelmng  zweier  Flächen  %  und  33 
(A.)  findet  in  solcher  Weise  statt,  dass  das  Verschmehnngsgehiet  durch  irgend 
welche  Abschnitte  der  Fläche  %  und  ebenso  auch  durch  irgend  ivelehe 
Abschnitte'^)  der  Fläche  33  dargestdlt  ist.  Alsdann  mag  die  Ver- 
schmelzung selber  eine  abschnitt/ ormige  heissen. 

Bei  Behaudluüg  dieses  Falles  werde  ich  stets  voraussetzen,  dass 
(A  •)  die  Randcurveu  von  51  mit  denen  von  58  nirgends  in  Berührung 
sind,  dass  vielmehr  diese  Curven  in  jedem  Punkte,  den  sie  mit  ein- 
ander gemein  haben,  einander  schneiden;  so  dass  also  in  jedem 
solchen  Punkte  die  von  den  Curven  gebildeten  Winkel  von  0  ver- 
schieden sind. 

Zweiter  Fall:  Die  Verschmelzung  zweier  Flächen  %  und  33  findet 
in  solcher  Weise  statt,  dass  das  Voschmelzungsgebiet  einen  Gürtel 
(B.)  der  Fläche  Sl,  und  ebenso  auch  einen  Gürtel  der  Fläche  S  repräsen- 
tirt.  Alsdann  mag  die  Verschmelzung  selber  eine  gürtelförmige  ge- 
nannt werden. 

§  4. 

Erste  combinatorisehe  Methode,  (abschnittförmige 

Verschmelzung). 

Es  sei  %  irgend  ein  Theil  der  geivöhnlichen  einblättrigen  Kugel- 
fläche, doch  mag  (der  Einfachheit  willen)  diese  Fläche  51  nur  eine 
Randcurve  besitzen.  Mit  dieser  Fläche  %  mag  irgend  eine  einblättrige 
Ccdotte  S  abschnittförmig  verschmolzen,  und  die  so  entstehende  neue 
Fläche  mit  (5(,  ^)  bezeichnet  sein.  Es  sei  nun,  ivie  ivir  express 
voraussetzen,  irgend  eine  Methode  bekannt  zur  Lösung  der  Funda- 
(1.)  moitalaufgabe  (20.)  pg.  396  für  die  ursprünglich  gegebene  Fläche  %. 
Es  soll  untersucht  werden,  ob  man  alsdann  diese  Aufgabe  vielleicht 
auch  für  die  combinirte  Fläche  (St,  33)  zu  lösen  im  Stande  ist.  Es 
soll  also  eine  Fundamental fünction  der  neuen  Fläche  (%,  93)  zu  con- 
struiren  versucht  iverden,  die  am  Bande  dieser  Fläche  beliebig  vor- 
geschriebene stetige   Wcrthe  Z  besitzt. 

Die  Theile,  in  welche  die  Randcurven  von  31  und  33  einander 
gegenseitig  zerschneiden,  mögen  a,  ß,  y,  d  heissen,  der  Art,  dass 
die  Randsegmente  der  Fläche  5t  mit  a,  y,  die  der  Fläche  $8  mit 
ß,  d,  endlich  die  Randsegmente  des  Verschmelzungsgebietes  mit 
a,  ß  benannt  werden;  wie  solches  deutlicher  angegeben  ist  in  den 
folgenden  Zeichnungen: 


*)  Die  Anzahl  dieser  Abschnitte  ist  z.  B.  =  1  in  der  Figur  pg,  448  linker 
Hand.     Hingegen  ist  dieselbe  =  2  in  der  Figur  rechter  Hand. 
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(2-) 


(3.) 


Diese  Figuren,  in  denen  die  Versehmelzungsgebiete  durch  Schraffi- 
rung  hervorgehoben  sind,  beziehen  sich  auf  den  Fall,  dass  die 
llandcurven  von  21  und  S  einander  2 mal  oder  4 mal  schneiden*). 
Analoffe  Figuren  kann  man  sich  leicht  vorstellen  für  den  Fall  einer 
Gmalicren,  Smaligen  u.  s.  w.  Durchschneiduug.  Den  Randsegmenten 
«,  /3,  y,  d  entsprechend  kann  man  die  Flächen  51,  S  und  (51,  33) 
folgendermassen  benennen : 


5(  =  ©„.,,        93  =  @, 


<i, 


{%^)  =  e.,,, 


während  gleichzeitig  das  [in  der  Figur  schraftirte  und  im  Allge- 
meinen aus  mehreren  Stücken  bestehende]  Verschmelzuugsgebiet 
mit  (3„^  zu  bezeichnen  ist. 

Die  vorgeschriebenen  Z's  befinden  sich  am  Rande  der  comhinirten 
Fläche  (2(,  93)  =  ^yd,  d.  i.  in  den  Curven  y,  d;  so  dass  also  z.  B. 
die  Curven  a,  ß  von  diesen  X's  völlig  frei  sind.  Wir  wollen  nun 
aber  diese  Curven  a,  ß  ebenfalls  mit  solchen  Werthen  versehen, 
dieselben  ganz  willkürlich  wählen,  und  ebenfalls  mit  Z  bezeichnen. 
Nur  mag  dabei  dafür  Sorge  getragen  werden,  dass  diese  den  Curven 
a,  ß  zuertheilten  aiixiliäreti  l's  in  stetigem  Zusammenhang  sind  so- 
wohl untereinander  wie  auch  mit  jenen  vorgeschriebenen  Z's  der 
Curven  y,  ö;  so  dass  also  T  z.  B.  eindeutig  ist  in  jedem  der  Schnitt- 
punkte g  [vgl.  (2.)]. 

Die  Fundamentalfunctionen  ^^und  V  der  Flächen  9(  =  ©«j,  und 


*)  Die  beiden  Schnittpunkte  sind  in  der  Figur  linker  Hand  mit  g  bezeich- 
net. Desgleichen  mögen  die  vier  Schnittpunkte  in  der  Figur  rechts  ebenfalls 
mit  g  bezeichnet  gedacht  werden. 
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(4.) 


(5.) 


93  =  ©^0  sind  ohne  Weiteres  construirhar  [die  einen  auf  CTrund  der 
Voraussetzung  (1.),  die  andern  zufolge  des  Satzes  pg.  430].  Dem- 
gemäss  kann  man  also  der  Reihe  nach  folgende  Functionen  cp,  ^, 
q)\  ip',  (p",  ip" ,  .  .  .  construiren: 

(p'  =  (p  -\-  TJ"''f- 
(p"  =  (p'  -\-  U"'  '"' 
etc. 
Zugleich  werde  gesetzt: 


etc. 

Bemerkung.  —  Hier  ist  z.  B.  unter  T^"'  '^'""^  diejenige  Fundamental- 
Function  der  Fläche  2t  zn  verstehen,  welche  auf  a  die  Werthe  ip  —  qp  be- 
sitzt, andererseits  aber  auf  y  überall  =  0  ist.  Demgemäss  könnte  der 
Einwand  gemacht  werden,  dass  dies  keine  eigentliche  Fundamentalfunction 
sei,  da  bei  einer  solchen  die  vorgeschriebenen  liandwerthe  immer  stetig 
sein  müssten ;  was  hier  nicht  der  Fall  sei. 

Dieser  Einwand  verschwindet  offenbar,  sobald  wir  zeigen  können, 
dass  ■^  —  qp  in  den  zwischen  a  und  y  vorhandenen  Grenzpunkten  g  ver- 
schwindet.  —  Nun  ist  nach   der  ersten   Zeile  der  Formeln  (4.):    (p^  =  J.   , 


(6.J 


(7.) 


(8.) 


^   =  V.'+'^'^, 

-^^ 

^'  =  ^    _|_  Y,i,<p-n'^ 

-''', 

ip"  =  ip'  -j-  F'^''^'-'^'', 

etc. 

iO     =  (p 

-^, 

co'    =  (p' 

-t', 

co"  =-  (p" 

-t", 

ebenso  i/»    ==  Z  ,  mithin  i/» 


cpy  =  0.     Q.  e.  d. 


qp« 

=  ^<o 

fp.. 

fpä 

=  i'., 

(p.; 

fpu 

'  =  tu  , 

etc. 

<Py 

t^i    =  ^^; 

tä 

=  ^6, 

V  =  (Pfi, 

td 

=  tö  =Tä, 

t/'  =  (p/, 

td" 

=  ?^/=Ici, 

etc. 

etc. 

Aus  den  Formeln  (4.)  ergeben  sich  ohne  Mühe  folgende  Rela- 
tionen: 

%■'  =  ^y^ 
etc. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  der  zweiten  Zeile  von  (4.): 

f.i  ==<Pii+  U^"'  "^-f,  tu  =tu+  VJ'  '^-'^ 

also,  weil  nach  (G.)  95 -^  =  t^/  und  ipu  =  <Pu'  ist, 

(p,i  —  t/=  f/'^«'^-^  tu  —  (Pu'=  rj'f-"^, 

also,  mit  Rücksicht  auf  (5.) 

co/  =  -  Uß"'  -,  oj/  =  —  VJ' '". 

Hieraus   aber  folgt  mit  Rücksicht   auf  die  Sätze  (Ic.)  pg.  399   und 
(NU.)  pg.  431: 

Max  abs  cj^'  ^  Max  abs  o«,         Max  abs  ca«'  <  (Max  abs  a^)  A; 


Xeumaun,  Abel'sche  lutegrale.     2.  Aufl. 
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dabei  bezeichnet  A  eine  positive  Constanfe,  die  <  1  ist,  die  Sitna- 
üonsconstantc  des  Curveusystems  a  in  Bezug  auf  die  Calotte  33  ^  ©^j. 
Ebenso  wie  die  Relationen  (8.)  aus  der  siveiten  Zeile  (4.)  ent- 
standen sind,  ebenso  ergeben  sich  analoge  Relationen  aus  den  fol- 
(jendcn  Zeilen  (4,),  so  dass  man,  Alles  zusammengenommen,  und  M 
zur  Abkürzung  für  Max  abs  gesetzt,  zu  folgenden  Formeln  gelangt: 
Ma^'  ^  Mcoa   ,  Mcoa    <  (Bla^i  )  A, 

(|.)  Jfö/'  <  31  (o„'  ,  ilfoj«"  £  (31  (o/  )  A, 

3Ig}/"<  M(Oa\  MaJ"^  (J/«/')  A, 

etc.  etc. 

Hieraus  folgt,  indem  man  die  Gleichungen  von  Neuem  hinschrei- 
bend, die  grössere  der  beiden  Constanten  ilfco«,  il/oj^  mit  M  be- 
zeichnet, und  dabei  jede  Gleichung  mit  Rücksicht  auf  die  vorher- 
gehenden umgestaltet: 

Mo/     ^M,  M(Oa     <MA, 

31(0/'    <MA,  3I(Oa'    <MA, 

ili«,'"  <  MA,  J/to«'"  ^  MA^ 

il/ö^i^'  <  MA'^  iJ/oj.i^  <  MA^ 

etc.  etc. 

mithin  allgemein: 

iJf  0)^(2,)     ^MA?,  JfGJ„(22)     <MA9, 

Diese  vier  letzten  Formeln  aber  kann  man,  unter  Verstärkung  der 
darin  enthaltenen  Ungleichheiten,  einfacher  so  schreiben: 

(^.)  3£ai/-^  ^  M  (VIT~\  3IcoJ-^  <  M  (]/Ä)"-\ 

oder,  ausführlicher  dargestellt: 
(9.)        Max  abs  gj^(«)  <  M  (l/Ä)""',  Max  abs  cj„(»)  ^  M  (>/Ä)"~' . 

Solches  constatirt,  bilden  wir  jetzt  die  Reihe: 
(10.)  0  =  9P  +  (9,'  -  9p)  +  {(p"  ~<p')...  +  (9?(«+'>  —  g)("))  -f  ...  in  inf., 
eine  Reihe,   auf  welche  das  allgemeine  Convergenztheorem   |pg.  435] 
unmittelbar  anwendbar  ist.     Das  allgemeine  Glied  der  Reihe: 

ist  nämlich  nach  (4.)  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  %  =  ©„)•, 
und  besitzt  am  Rande  derselben  nach  (G.)  und  (5.)  die  Werthe: 
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woraus  mit  Rücksicht  auf  (9.)  folgt: 

(Max  abs  ((pj''+^^  -  (pj'^^)  £  M  (l/Ä)"~' , 
\Max  abs  {(p,M+^^  —  (p/»))  =  0,  mithin  z.  B.  £  Md/Ä)""' ; 
dabei  bezeichnen  M  und  ]/A  zwei  gegebene  positive  Constanteu,  und 
zwar  ist  ]/Ä  <  1. 

Zufolge  des  genannten  Theorems  [pg.  435]  wird  daher  das  in 
(10.)  angegebene  0  nicht  nur  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  5(  mn- 
vergent,  sondern  zugleich  auch  eine  Fimdamentalfimction  dieser  Fläche 
sein.  Jenes  O  aber  kann,  nachdem  seine  Convergenz  constatirt  ist, 
oÖenbar  auch  so  geschrieben  werden: 

0  =  lim„  =  ,  W -\- (fp'  —  q>)  +  {9"  —  9^')  •  •  •  +  (9d'"+^*  —  <)p'"OJ; 
d.  i.  0  =  lim„=:x  9)'"+*',  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 
(IIa.)  0  =  lim„=^  qpW. 

Hieraus  folgt,  weil,  nach  ((>.),  (py  =  cpy  =  (py"  =  .  .  .  =  Z^  ist,  sofort: 

(Hb.)  0,     =.     Ty. 

In  analoger  Weise  lassen  sich  offenbar  die  Functionen  V,  i'',fp" ,  ••• 
behandeln;  so  dass  man  also  zu  folgendem  Resultat  gelangt:   Wird 
(12.)  0  =  lim„=.^,  9?(»)     und     Y  =  lim„  =  „  ^/>W 

gesetzt,  so  rep-üsentirt  0  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche  ?(, 
andererseits  Y  eine  Fundamentalfunction  der  Flüche'^.  Und  givar 
entsprechen  diese  Functionen  den  Formeln: 

(13.)  0j,  =  I.     und    Y<)  =  Ij. 

0  und  V  sind  daher  z.  B,  auch  Fundamentalfunctionen  des- 
jenigen Gebietes  ©«^,  in  welchem  %  und  S  einander  decken.  Nun 
ist  nach  (12.)  und  mit  Rücksicht  auf  (5.): 

(14.)  0  _  Y  =  lim„=«  «W. 

Die  0),  «',  co",  .  .  .  o("),  .  .  .  aber  sind  Fundamentalfunctionen  des 
Gebietes  ^a^,  wud  entsprechen  zugleich  am  Rande  von  ©«^^  den 
Formeln  (9.).  Nach  dem  allgemeinen  Convergenztheorem  [(16.) 
pg.  436]  wird  daher  lim„=ao  «(")  für  jedweden  Punkt  der  Fläche  '^„ß 
ver schwinden.  Die  beiden  Functionen  0,  Y  sind  demgemäss,  nach 
(14.),  auf  der  Fläche  ^u[i  unter  einander  identisch,  und  repräsentiren 
also  zusammengenommen  eine  einzige  die  ganze  Fläche  (%,  Sd)  oder 
@j,j  bedeckende  Function  Q. 
Die  in  solcher  Weise 

auf  51  durch  Q  =  0, 

auf  SS  durch  Q  =  H^ 

29* 
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ilefiuirte  Function  Q  ist  eine  Fundamentalfunction  der  Fläche 
(5(^  33)  =  ©j,i,  und  um  Kande  dieser  Flüche  identisch  mit  den  da- 
selbst vorgeschriebenen  X's;  wie  solches  aus  dem  Satze  (12.),  (13.) 
sofort  folgt.  T)cm(jcmäss  rcpräscntirt  also  die  Fmidion  Q  die  lÄmmg 
dei-  zn  Anfanij  dieses  Faragraplis  in  (1.)  (jestellteii  Aufgabe. 

Die  Voraussetzung,  dass  %  nur  eine  Randeurve  besitzt,  ist  nur 
der  Bequem! ichl-eit  willen  eingeführt.  Man  kann  dieselbe  ohne  Wei- 
teres fallen  lassen.  Ebenso  habe  ich  auch,  nur  der  hcquemcren  Än- 
sehammg  willen,  im  gegenwärtigen  Paragraph  auf  einblättrige  Flächen 
mich  beschränkt.  In  der  That  sind  alle  Betrachtungen  und  For- 
meln dieses  Paragraphs,  wie  man  nachträglich  leicht  übersieht,  ohne 
Weiteres  auch  anwendbar  auf  meJirblättrige  Flächen;  so  dass  man 
also  zu  folgendem  Resultat  gelangt: 

Satz.  —  Es  sei  5t  ein  von  beliebig  vielen  Bandcurven  begre^izter 
Tlieil  eine)'  ein-  oder  mehrblättrigen  Jtietnann' selten  Kugelfläehe. 

Denkt  man  sich  nun  diese  Fläche  5(   mit  irgend  einer  Normal- 

(16.)  calotte  35   abschnitt  förmig  verschmolzen    [vgl.   die    Definition  (A.), 

(A'.)  pg.  447],  so   ivird  die  Fnndomentalaufgabe  [pg.  396],  falls  sie 

für  die  ursprüngliche  Fläche  %  lösbar  ist,  stets  aucli  lösbar  sein  für 

die  durch  jene   Verschmelmng  entstehende  neue  Fläche  (5t,  33). 


§  5. 
Zweite  combinatorisehe  Methode,   (gürtelförmige  Verschmelzung). 

Wir  wollen  auch  hier  mit  mfiglichst  einfachen,  anschaulichen 
Fällen  beginnen.  Es  sei  5t  ein  von  zwei  Randcurven  a  und  y  be- 
grenzter Theil  der  einblättrigen  Kugelfläche,  ferner  93  eine  einblätt- 
rige Calotte  mit  der  Randeurve  ß.  Endlich  sei  (5t,  33)  diejenige 
neue  Fläche,  welche  aus  5t  und  93  durch  gürtelförmige  Verschmelzung 
[vgl.  die  Definition  (B.)  pg.  447]  entsteht;  wie  solches  näher  ange- 
geben ist  in  der  folgenden  Zeichnung: 


(17.) 
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Demgeniüss  werden  die  Flächen  Sl,  $8  und  (%,  35)  nach  ihren  Rand- 
cuFven  folgendermassen  zu  bezeichnen  sein: 

(18.)  2l  =  @«y,     $ö  =  ©^,     (%,^)  =  <By, 

während  gleichzeitig  das  [in  der  Figur  schraffirte]  Verschmelzungs- 
gebiet mit  ^a^i  zu  benennen  ist. 

Es  sei  mm,  wie  wir  voraussetzen,  irgend  welche  Methode  hc- 

(19.)  Jcannt  zur  Lösung  der  Fundamentalaufgahe  [pg.  396]  für  die  ursprüng- 
liche Fläche  21.  Es  soll  untersucht  tverden,  oh  man  alsdann  diese 
Aufgabe  auch  für  die  neue  Flüche  (2t,  93)  zu  lösen  im  Stande  ist. 

Man  kann  hier  Schritt  für  Schritt  dieselben  Betrachtungen  und 
Formeln  wie  im  vorhergehenden  Paragraph  von  (4.)  bis  (7.)  wieder- 
holen, wobei  nur  die  Formeln  mit  dem  Index  d  gegenwärtig  zu 
unterdrücken  sind.     Auf  die  Formeln  (7.) 

(20.)  a/  =  -  C/-^«. '",  «„'  =  —  F./' «" 

ist  aber  gegenwärtig  ein  anderes  Räsonnement  anzuwenden,  unter  Be- 
nutzung der  Sätze  (II.)  pg.  402  und  (Ic.)  pg.  399.     Mittelst  dieser 
Sätze  erhält  man: 
(21.)         Max  abs  a^'  <,  (Max  abs  «a)  l,       Max  abs  aj  ^  Max  abs  a^-i ; 

dabei  repräsentirt  A  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  die  Sitiia- 
tionsconstante  der  Curve  ß  in  Bezug  auf  die  Fläche  2t  ==  @«y.  Be- 
handelt man  diese  Formeln  (21.)  ähnlich  wie  vorhin  die  Formeln 
(8.),  so  gelangt  man  zu  ähnlichen  Resultaten  wie  damals,  nämlich 
zu  den  mit  (9.)  übereinstimmenden  Formeln: 

(22.)  Max  abs  a/'^^  £  M  ()/Ä)"~' ,       Max  abs  «„(«)  £  M  (j/Ä)""' ; 

so  dass  man  hierdurch  von  Neuem  in  das  Geleise  des  vorhergehen- 
den Paragraphs  hineingelangt.  Demgemäss  wird  auch  das  Endresul- 
tat dem  damaligen  analog,  nämlich  durch  folgenden  Satz  ausge- 
drückt sein: 

Satz.  —  Es  sei  2t  ein  von  heliehig  vielen  Bandcurven  begrenzter 
Theil  einer  ein-  oder  mehrblättrigen  Biemann' sehen  Kugelflächc. 

JDmTit  man  sich  nun  diese  Fläche  2t  mit  irgend  einer  Normal- 
(23.)  calotte  ^  gürtelförmig  verschmolzoi  [vgl.  die  Definition  (B.)  pg.  447], 
so  lüird  die  Fundamentalaufgahe  [pg.  396] ,  falls  sie  für  die  ursprüng- 
liche Fläche  2t  lösbar  ist,  stets  auch  lösbar  sein  für  die  durch  jene 
Verschmelzung  entstehende  neue  Fläche  (2t,  93). 

Bemerkung.  —  Der  Uebergang  von  (20.)  zu  (21.)  stützt  sich  auf  den 
Satz  (ir.)  pg.  402;  für  die  Anwendbarkeit  dieses  Satzes  ist  aber  erforder- 
lich, dass  die  Fläche  21  mindestens  zwei  Randcurven  besitzt.     Demgemäss 
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scheint  altiO  der  vorstehende  Satz  nur  dann  richtig  vai  sein,  wenn  3t  min- 
destens zwei  llaudcurveu  hat.  ^ 

Trotzdem  aber  ist  dieser  Satz  (23.),  auch  ohne  eine  derartige  lle- 
striction,  völlig  correct.  Denn  wenn  die  Fläche  31  nur  eine  Randcurve  hat, 
so  wird  offenbar  die  combinirte  Flüche  (21,  S)  eine  ffcschlossene  sein.  Die 
Fuudamentalfinictionen  einer  geschlossenen  Fläche  sind  aber  in  der  That 
construirbar,  nämlich  dargestellt  durch  lauter  Constanten  [vgl.  ('20  b.) 
pg.  396]. 

§  6. 
Anwendung  der  Resultate  der  beiden  vorhergehenden  Paragraphe. 

Es  sei  9i  irgend  eine  Riemauu'sclie  n-blättrige  Kugelfläclie  mit 
beliebig  vielen  Windungspunkten  und  Uebergangslinien.  Irgend  einer 
dieser  Windungspuukte  mag  c  lieissen  und  w- blättrig  sein  (also 
ni  <  n).  Um  c  werden  sich  alsdann  zwei  nach  m  Umgängen  in 
sich  zurücklaufende  Kreislinien  a  und  ß  beschreiben  lassen,  der  Art, 
dass  der  von  a  und  ß  begrenzte  Flächentheil  eine  i>i-blättrige  Nor- 
malzone ^aß  repräsentirt.  Dabei  mag  a  die  äussere  und  ß  die  in- 
ncre  Randcurve  dieser  Zone  vorstellen.  Ueberdies  mögen  die  beiden 
Theile,  in  welche  9i  selber  durch  ß  zerlegt  wird,  mit  9{^W  und  9t^ 
bezeichnet  werden,  der  Art,  dass  ül/j^'')  den  Punkt  c  enthält.  Die 
ganze  Fläche  91,-  kann  alsdann  angesehen  werden  als  eine  Erwei- 
terung der  Zone  ©„^^  iibcr  a  hinaus.  Und  zwar  kann  diese  Erwei- 
terung dadurch  bewerkstelligt  werden,  dass  man  ©„^  successive 
theils  mit  ein-,  theils  mit  mehrblättrigen  Normalcalotten  verschmel- 
zen lässt. 

Für  die  Zone  ^aß  ist  aber  die  Fundamentalaufgabe  lösbar 
[Satz  pg.  446].  Lässt  man  also  jene  Verschmelzungen  in  solcher  Weise 
stattfinden,  dass  sie  durchweg  theils  ahschnittförmige ,  theils  (jürtel- 
förmige  sind  [vgl.  die  Definitionen  (A.),  (A'.),  (B.)  pg.  447],  so  wer- 
den die  Sätze  (16.)  und  (23.)  von  Augenblick  zu  Augenblick  an- 
wendbar sein;  woraus  folgt,  dass  jene  Fundamental  aufgäbe  für  die 
durch  diese  Verschmelzungen  schliesslich  resultirende  P'läche  ^^ 
ebenfalls  lösbar  ist. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  sind  natürlich  auch  dann  an- 
wendbar, wenn  man  für  c  einen  getvöhnlichen  Punkt  nimmt  (die  Zahl 
m  ist  alsdann  =  1);  so  dass  mau  also  zu  folgendem  Satz  gelangt: 

Satz.  —  Die  Ftmdamenkdaufgahe  [pg.  396]  ist  lösbar  für  jeden 

(24.)  von  einer  Kreislinie  begrenzten  Theil  einer  Biemann' sclmi  Kugelfläche; 

ivöbei  es  gleichgültig  ist,  oh  diese  Kreislinie  eine  geivöhnliche  oder  aber 

eine  solche  ist,  die  erst  nach  mehreren   Umläufen  in  sich  mrücldcehrt. 

In  analoser  Weise  ersieht  sich  offenbar  auch  folgender 
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Allgemeinerer  Satz.  —  Jene  Fundamentalanfyahe  ist  lösbar  für 
einen  von  beliebig  vielen  Kreislinien  begrenzten  T/ieil  einer  liiemann- 
(25.)  sehen  Kvgelflüehc. 

Dies  ist  derselbe  Satz,  der  speciell  für  die  einblättrige  Kugel- 
flüche  schon  früher  gefunden  wurde,  in  (27.)  pg.  445. 

§  7. 
Ueber  die  Constriiirbarkeit  reeller  Functionen  mit 
vorgeschriebeneu  Unstetigkeiten. 
Auf  einer  Riemaun'schen  «-blättrigen  Kugelfläche  9^1  sei  irgend 
eine  w-blättrige  Normalcalotte  31  abgegrenzt  (mithin  w<w);  ferner 
sei  auf  %  eine  monogene  Function  von  z  =  x  -\-  iy  gegeben: 
(1.)  riz)  =  F--  +  iG% 

welche  innerhalb  51  mit  irgend  welchen  Unstetigkeitsstellenf)  behaftet, 
hiervon  abgesehen  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig  ist. 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  diese  Function  f*{z)  lediglich  auf  % 
gegeben  sein  soll.  Ihre  sonstigen  Werthe  sind  also  als  nicht  vorhanden, 
respective  als  unbekannt  zu  betrachten.  F*  =  F*{x,  y)  soll  den  reellen, 
und  iG*  =  iG'*{x,  y)  den  rein  imaginären  Theil  der  Function  bezeichnen. 

Der  Rand  der  Calotte  %  wird  dargestellt  sein  durch  eine  nach 
m  Umläufen  in  sich  zurückkehrende  Kreislinie  «.  Da  nun  die  Un- 
stetigkeitsstellen  yo'n.f'^{s)  innerhalb  %  liegen  sollen,  so  kann  inner- 
halb %  eine  zweite  nach  m  Umgängen  in  sich  zurückkehrende  Kreis- 
linie ß  construirt  werden,  in  solcher  Weise,  dass  die  durch  a  und 
ß  begrenzte  Normalzone  ©«^  von  jenen  Unstetigkeitsstellen  völlig 
frei  ist. 

Solches  ausgeführt  gedacht,  sind  alsdann  f'^',  F^,  G*  auf  ©«^^ 
(2.)  eindeutig,  stetig  und  harmonisch.  Markirt  man  also  z.  B.  innerhalb 
^afi  irgend  zwei  Punkte  Zq  und  z^,  so  wird  für  die  zugehörigen 
Werthe  von  (7^  die  Formel  gelten; 

die  Integration  erstreckt  über  eine  beliebige  von  Zq  nach  z^  gehende, 
jedoch  innerhalb  ©«  ^  'bleibende  Curve  6.  Lässt  man  die  Curve  6 
zwischen  den  beiden  Rändern  a  und  ß  weiter  und  weiter  fortlaufen, 
bis  sie  schliesslich  nach  m  Umgängen  in  sich  zurückkehrt,  also  z^ 
in  Zq  hineinfällt,  so  erhält  man: 

Ö=/,(^^^^  +  ^^^^)' 

t)  Diese  Unstetigkeitsstellen  können  theils  Punkte  theils  Linien  sein. 
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wolür  mau  mit  Rücksicht  auf  die  bekamiteii  zwischen  F*  uud  G* 
stattfindenden  Relationen  auch  schreiben  kann: 


(3.) 


C  ßF*  ,  dF*   ,   \ 


Dies  vorausgeschickt,  stellen  wir  uns  jetzt  folgende  Aufgabe: 
Es  soll  versucht  iverden,  eine  reelle  Function  Q  =  Q  (x,  ij)  zu  con- 
struiren,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  Q,  abgesehen  von  jenen  inner- 
(4.)  halb  %. liegenden  Unstetußeitsstellen  der  Function  F*,  auf '^  eindeu- 
tig, stetig  und  harmonisch  ist,  ferner  von  solcher  Bcsehaffenlmt,  dass 
die  genannten  drei  Eigenschaften  innerhalb  %  der  Differenz  Q  —  F* 
anhaften. 

Die  Kreislinie  a  zerschneidet  die  ganze  Fläche  'iR  in  zwei  Theile. 
Von  diesen  beiden  Theilen  ist  derjenige,  welcher  die  Zone  ^a(i  ent- 
hält, mit  51  bezeichnet.  Andererseits  aber  zerfällt  die  unversehrte 
Fläche  91  durch  die  Kreislinie  ß  ebenfalls  in  zwei  Theile,  und  von 
diesen  mag  der  die  Zone  @a,^  enthaltende  mit  93  bezeichnet  sein. 
Die  beiden  Flächen  51  und  58  besitzen  dann  im  Gebiete  (S„^  eine 
gürtelförmige  Deckung  und  liefern  bei  ihrer  Verschmelzung  die  ganze 
Fläche  91;  wie  solches  einigermassen  augedeutet  ist  durch  die  bei- 
stehende Figur. 

Allerdings  kann  diese  Figur  eine 

deutliche    Vorstellung    der    wirklichen 

Verhältnisse  nur  für  den  spceidJcn  Fall : 

m  =  1   liefern.     Denn  es  ist  im    Auge         '     i ,    ,,^  — ^   , ,  "\%. 

zu  behalten,   dass   die  Curven  a,  <?,  ß 

im    Allgemeinen    mehrere,    nämlich  m 

Umgänge    machen,    bevor  sie   in    sich      \     \    \  oY/Z/M'^/A 

zurückkehren. 

Die  Fundamentalfunctionen  IJ 
und  F  der  Flächen  %  und  93  sind 
[zufolge  der  Sätze  pg.  454,  455]  ohne 
Weiteres    construirbar,    für   beliebig 

vorgeschriebene  Randwerthe.  Hiervon  Gebrauch  machend,  wollen 
wir  nun,  was  die  Lösung  unserer  Aufgabe  (4.)  betrifft,  folgende 
Functionen  construiren: 


(5.)  9  =  jP^—  f/«'^% 

femer  folgende: 

(p"  =  cp'  -\-  U"''f'-f', 
etc. 


16.) 


0  =  0, 

1^"  =  xi)'  -\-  V^-'c'-'l'', 
etc. 
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und  überdies  setzen: 


(7.) 


CO    = 

cp  — 

^, 

co'  = 

:(JP'  — 

etc. 

■H>' 

Aus  (5.),  (6.)  ergiebt  sieh  sofort: 

(fa    =0, 

i\i  =  0, 

g)a'  =  i'u, 

t/  =  <p,i, 

<Pa"=   tu, 

t/'=  9/7 

etc. 

etc. 

(8.) 


Ferner  ergiebt  sich  ebenso  wie  früher  aus  der  ersten  Zeile  (G.): 

9>/  =  f,^  +  ly-"'-''',  i'a  =  ta  +  fV-'P-'^', 

also,  weil  nach  (8.)  qp^  =  tp/  und   j/-«  =  g?./  ist: 

also  mit  Rücksicht  auf  (7.): 

(9-)  «/  =  —  fV"'"'  ««'  =  —  VJ''"- 

Soweit  ist  das  eingeschlagene  Verfahren  ziemlich  ähnlich  dem 
früheren  auf  pg.  449.  Von  liier  ah  tritt  uioi  iihcr  im  Vergleich  mit 
damals  eine  ivesentUche  Äbtveichiing  ein,  die  ihren  Grund  hat  in  den 
hier  vorliegenden  sehte ierigern  Verhältnissen.  Zuvörderst  ergeben 
sich  aus  (9.)  die  Formeln: 

(10.)  I)  co/  ^{Dco,)k,  D(o\,<:Dcoi- 

und  zwar  ergiebt  sich  die  Formel  links  mittelst  des  Satzes  (NI.) 
pg.  4o(>,  die  Formel  rechts  mittelst  des  Satzes  (Ib.)  pg.  399.  Dabei 
bezeichnet  x  eine  positive  Constante,  die  <  1  ist,  die  Situationscoyi- 
stante  der  Curve  ß  in  Bezug  auf  die  Normalcalotte  51. 

Ebenso  wie  diese  Formeln  (10.)  aus  der  ersten  Zeile  (6.)  abge- 
leitet sind,  ebenso  ergeben  sich  analoge  Formeln  aus  den  folgenden 
Zeilen  (6,);  so  dass  man  im  Ganzen  folgende  Relationen  erhält: 
Do/  ^{D(Oa)xj  JDco'a  ^Do^'i, 

(11.)  Doj/'  <  (Da./)  X,  D«./'<:  Do/, 

Dg)/"<,  (Da/')  X,  DcoJ"<.  Bco/', 

etc.  etc. 

Diese  Formeln  nun  können  genau  ebenso  behandelt  werden,  wie 
die  Formeln  (^.)  pg.  450.  Man  erhält  alsdann  die  mit  [i])  pg.  450 
analogen  Formeln: 

(12.)  Do/«)  ^  A  {Vxy-\  DcoJ-^  £  A  (l/^)""' ; 


I 
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dabei  ist  unter  A  die  grössere  der  beiden  Constanten  Dcj^  uud  J)co^i 
zu  verstehen. 

Es  lässt  sieh  jetzt,  wie  sogleich  erläutert  werden  soll,  nach- 
tveiseti,  dass  unter  den  Werthen,  die  to<"^  längs  der  Kreislinie  a  be- 
sitzt, mindestens   einer  vorhanden   sein  wird,  der  =  0  ist.     Wenn 

(13a.)aber  eine  Function  innerhalb  eines  gegebenen  Spielraums  irgendwo 
=  0  ist,  so  wird  offenbar  ihr  absolut  grösstcr  Wcrth  innerhalb  die- 
ses Spielraums  stets  Meiner  sein  als  ihre  Schivanlmny  innerhalb  des 
genannten  Spielraums,  höchstens  ebenso  gross.    Somit  folgt  also: 

Max  abs  w./"'  <  DoJ^^K 
Ferner  lässt  sich,  wie  ebenfalls  sogleich  erläutert  werden  soll,  nach- 

{Vdh?}iveisen ,  dass  unter  den  Wertheu,  die  w^"'  längs  ß  besitzt,  mindestens 
einer  =  0  ist;  woraus  alsdann  wiederum  folgt: 

Max  abs  o^^")  <:  Z)cj^("^ 
Aus  diesen  beiden  Formeln  folgt  aber  mit  Rücksicht  auf  (12.): 

(14.)         Max  abs  «/»)  <  A  (Vj^)""'  ,  Max  abs  «,/«)  ^  A  (l/x)""' . 

Erläuterung  zu  (13a.)  und  (13b.).  —  Die  Functionen  cp  —  F*,  qp'  — qo, 
(p"  —  qp',  .  .  .  sind  nach  (5.),  (6.)  lauter  f/'s,  d.  i.  lauter  Fundamentalfunc- 
tionen  der  Fläche  21.  Desgleichen  sind  nach  (5.),  (6.)  die  Functionen  rp, 
if)'  —  i{},  ip"  —  ^',  .  .  .  lauter  Vs,  d.  i.  lauter  Fundamentalfunctionen  der 
Fläche  58.  Die  einen  sind  also  innerhalb  21,  die  andern  innerhalb  33  ein- 
deutig, stetig  und  harmonisch.  Und  hieraus  ergeben  sich  sofort  [vgl. 
(8.)  pg.  391]  die  Formeln: 

etc.  etc. 

wo  er  die  schon  früher  besprochene,  z.  B.  in  der  Formel  (3.): 

auftretende    Curvef)    vorstellt.     Aus    den    Formeln    (A.)    erhält  man    nun 
durch  successives  Addiren,  und  mit  Rücksicht  auf  (B.): 


(c: 


etc.  etc. 


t)  Auch  in  der  Figur  pg.  456  ist  diese  Curve  a  angedeutet. 


(D.) 


(E.) 


(F.) 
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Dies  vorangeschickt,  wollen  wir  jetzt  die  die  Curve  a  enthaltende 
»«-blättrige  Normalzonu  (3^^  mittelst  der  Substitution 

^        ^   __  un 
s  —  c        ^ 

in  eine  auf  der  J- Ebene  liegende,  von  zwei  concentrischen  Kreisen  be- 
grenzte, einblättrige  Fläche  übergehen  lassen.  Zu  diesem  Zweck  sind  die 
Punkte  c  und  c'  respective  auf  2t  und  58  der  Art  zu  wählen,  dass  sie  in 
gerader  Linie  liegen  mit  den  Spitzen  derjenigen  beiden  Tangentialkegel, 
deren  Contactcurven  durch  k  und  ß  dargestellt  sind. 

Gleichzeitig  wollen  wir  die  arithmetischen  Mittel  derjenigen  Werthe, 
welche  qp,  g?',  qp",  .  .  .  und  xp,  tp',  ip",  .  .  .  auf  dieser  neuen  einblättrigen 
Fläche  ©,,  ^  längs  n  und  ß  besitzen,  durch  ein  vorgesetztes  Wl  bezeichnen, 
so  dass  also  z.  B.,  zufolge  (7.\  die  Gleichungen  stattfinden: 

3Kw,,  =  9)i(p,^  —  mrij,^,       mco^  =  mcp^,  —  mip^, 

etc.  etc. 

ferner  zufolge  (8.)  auch  folgende  Gleichungen  stattfinden: 
(I.)  aiy,  ==  0,  5021/'^,  =  0, 

2Jiqp'„=  gßtA,, ,  (II.)  mi,^'=m<p^, 

(III.)  9Ji(p,;  =  mxpj,  2Ri/;^"=  mcpß, 

mcp;;'=  mip;\        (iv.)  mi>£=m^f_, 

etc.  etc. ; 

wobei  die  unterstrichenen  Formeln  mit  (I,),  (II.),  (III.),  (IV.),  etc.  bezeich- 
net sind. 

Auf  diese  arithmetischen  Mittel  3)?  findet  nun  der  früher  bewiesene 
Hülfssatz  (5.)  pg.  424,  weil  qp,  qp',  qo",  .  .  .  und  ip,  tp',  ip",  .  .  .  auf  ©^^^  ein- 
deutig und  stetig,  und  innerhalb  ©^^  ^  harmonisch  sind ,  unmittelbare  An- 
wendung; wobei  die  Fläche  (S^_,^  beständig  in  ihrer  neuen  einblättrigen 
Gestalt  zu  denken  ist.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Formeln  (C.)  respec- 
tive mit  (0.),  (H*.),  (O'.),  (H^'.),  etc.,  so  kann  man  folgendermassen  räson- 
niren: 

Nach  (I.)  ist  3)Jqp^  =  0.  Hieraus  aber  und  aus  der  Formel  (0.)  folgt 
nach  jenem  Hülfssatz,  dass  9Jfqp^  ebenfalls  =  0  ist.  Demgemäss  ist  nach 
[U.)  auch  3)1  ip^'  =  0.  Hieraus  aber  und  aus  (V.)  folgt  nach  jenem  Hülfs- 
satz, dass  3Jli/»,/  ebenfalls  =  0  ist.  Demgemäss  ist  nach  (III.)  auch 
SWqp^"  =  0.  Hieraue  aber  und  aus  (<t>.")  folgt,  dass  3)1  qp/'  ebenfalls  =  0 
ist.     Demgemäss  ist  nach  (IV.)  auch  MipJ"  =  0.     U.  s.  w.     U.  s.  w. 

In  solcher  Weise  findet  man,  dass  in  den  unterstrichenen  Formeln  (E.) 
die  9JJ's  durchweg  =  0  sind.  Und  in  ähnlicher  Weise  ergiebt  sich,  dass 
Gleiches  auch  gilt  für  die  3Jrs  der  nicht  unterstrichenen  Formeln.  Man 
findet  also  allgemein: 

3JiqpJn)  =  0,  3)J<p^(»)  =  0, 

mipj-ri)  =  0,  m-ip^w  =  0, 
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also  nach  (D.)  auch: 
(G.)  m(oj„)  =  0,  ?Dia)^(«)  =  0. 

Das  arithmetische  Mittel  der  längs  a  vorhandenen  Werthe  von 
09^"^  verschwindet  also ;  und  hieraus  folgt  sofort,  dass  mindestens  einer  von 
diesen  Werthen  =  0  ist.     ü.  s.  w.     Q.  c.  d. 

Nach  Constatiruug  der  Formeln  (14.)  betrachten  wir  jetzt  die 
(vielleicht  divergirende)  Reihe: 

(15.)         0  =  ((p'-(p)-\-  ((p"—(p')  .  .  .  +  (9,(''  +  i)-g,(''))  +  ...  in  inf. 

Die  einzelnen  Glieder  (gp'  —  qp),  [cp"  —  q)'),  .  .  .  sind  nach  (6.)  lauter 
U's,  also  lauter  Fundamentalfunctionen  der  Fläche  3t,  mithin  auf 
2t  eindeutig,  stetig  und  innerhalb  5t  liarniouisch.  Was  ferner  die 
Werthe  des  allgemeinen  Gliedes  g5(''+^^ —  qp("'  am  Rande  a  der  Fläche 
21  betrifft,  so  ergiebt  sich  nach  (8.)  und  (7.): 

also  nach  (14.): 

Max  abs  ((pj''+'^  —  cpj"^)  £  A  ("j/j^)""' , 

wo  A  und  X  Constanten  sind,  und  x  <  1  ist.  Zufolge  des  allge- 
meinen Convergenztheorems  [pg.  435]  ist  daher  die  Reihe  <t)  conver- 
gent,  und  O  selber  eine  Fundamental f und ion  der  Fläche  21.  Jenes 
0  lässt  sich  aber,  nachdem  seine  Convergenz  constatirt  ist,  offenbar 
auch  so  schreiben: 

0  =  lim„  =  ,  [(9)'  -  9))  +  {(p"  —  (p')...-\-  (<3d(«+')  -  ^pC")], 
d.  i.  0  =^  lim„=:a)  [—  fp  +  9P^"  +  ^*],  oder,   was   auf  dasselbe  hinaus- 
kommt: 
(16.)  ■  0=  — 9)  +  lim„=,  9)W. 

Analoge  Betrachtungen  sind,  wie  leicht  zu  übersehen,  anstell- 
bar hinsichtlich  der  Functionen  ^,  ^',  ^",  .  .  .  *,  so  dass  man  also 
zu  folgendem  Resultat  gelangt:    Wird 

(17.)  0  ==  —  g)  -f  lim„=x  gj^"^     und     Y  =  —  t/;  -f-  lim„  =  ^  ^^'') 

gesetzt,   so   repräsentirt  0    eine   Fundamcntalfuncfiou   der   Fläche  2t, 
andererseits  Y  eine  Fundamentalfunction  der  Fläclie  S3. 
8etzt  man  jetzt 

(       für  alle  Punkte  der  Fläche  2t:     Q  =  0  +  o), 

^   "'  [andererseits  für  alle  Punkte  von  35:     Q  =  V  -j"  ^> 

so  sind  die  so  definirten  beiden  Functionen  Q  auf  dem  Deckungs- 
gebiet ^Bafi  unter  einander  identisch,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt. 


(19.) 
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Mit  Rücksicht  auf  (17.)  ist  nämlich 

(  auf  21:      Q  =  lim„_,^  9^"^ 

(andererseits  auf  SJ:      Q  =  lim^^^.^  i/»'"'  . 
Auf  dem  Gebiet  ©^  ist  daher  die  Differenz  der  beiden  Functionen  Q 

r 

=  lim„_,^  ((pW  -  V<(»)),  d.  i.  =  lira„_„  a,(«), 

also  ==0,   wie  sich,   auf  Grund    der  Formeln  (14.),   durch   Benutzung  des 
Convergenz-Theorems  [(16.)  pg.  436]  sofort  ergiebt.     Q.  e.  d. 

Solches  constatirt,  ist  also  jetzt  auf  der  ganzen  Fläche  SR  nur 
eine  einzige  Function  Q  ausgebreitet;  und  diese  ist  definirt  durch  die 
Formeln  (18. j,  die  mit  Rücksicht  auf  (5.)  auch  so  darstellbar  sind: 

(auf  %i:  «  =  O  +  i^*  —  U"'^\ 
iauf  S:  Q  =  H^. 

Nun  ist  0,  nach  (17.),  eine  Fundanientalfunction  der  Fläche  2(.  Glei- 
ches gilt  aber  auch  von  Z7"'^%  und,  abgesehen  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  der  Function  F*,  auch  von  F'^  selber.  Andererseits 
ist,  nach  (17.),  Y  eine  Fwidamentalfunction  der  FlücJie  33.  Und  mit 
Rücksicht  auf  diese  Eigenschaften  von  0,  TJ"'^*,  F*  und  V,  folgt 
aus  (19.)  sofort,  dass  die  Function  Q,  abgesehen  von  den  Unstetig- 
keitsstellen  von  F^,  auf  9t  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  ist,  und 
dass  ferner  innerhalb  5(  die  genannten  drei  Eigenschaften  der  Dif- 
ferenz Q.  —  F''  anhaften.  Demgemäss  repräsentirt  also  Q  die  Lösimg 
der  gestellten  Aufgabe  (4,).  —  Man  gelangt  also  zu  folgendem 

Satz.  —  Auf  einer  Fiiemann  sehen  Kugelfläche  9?  sei  irgend  eine 
Norinalcalotte  5(  abgegrenzt.  Ferner  repräsentire  f*{z)  eine  mir  auf 
St  gegebene  monogene  Function,  die  innerlvalh  %  irgend  welche  Unstetig- 
heitssteUen  besitzt,  hiervon  abgesehen  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig 
ist.     Endlich  sei  der  reelle  Theil  von  f^iß)  mit  F*  bezeichnet: 

(20.)  F"^  =  Rth  f%z). 

Alsdann  tmrd  man  stets  eine  reelle  Function  Q  =  Q(x,  y)  zu  con- 
struiren  im  Stande  sein,  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  Q,  abgesehen 
von  jenen  UnstetigJceitsstellen  der  Function  F*,  auf  91  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch  ist,  ferner  von  solcher  Beschaffenheit,  dass 
die  genannten  drei  Eigenschaften  innerhalb  %  der  Diffo'enz  Q  —  i^* 
anhaften. 
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Ueber  die  Construirbarkeit  monogener  Functionen  mit 
vorgeschriebenen  Unstetigkeiten. 

Nimmt  man  insbesondere  für  f'^'iz)  eine  Function,  deren  Un- 
stetigkeit  innerhalb  %  auf  irgend  ein  Linienclemmt  l  sich  beschränkt, 
und  vertauscht  mau  zugleich  die  Buchstaben  ?(,  7*^*,  Q  respective 
mit  "J,  U*,  l',  so  gewinnt  der  vorhergehende  Satz  folgende  Gestalt: 
Satz.  —  All/'  einer  Miemann' sehen  Kngelfläche  9t  sei  irgend  eine 
Normalcalotte  %  abgegrenzt  Ferner  repräsentire 
(A.)  r(^)=  (/*  +  iF* 

eine  nur  auf  %  gegebene  Function,  die  in  irgend  einem  innerhalb 
%  liegenden  Linienelement  l  unstetig,  sonst  aber  auf  %  eindeutig 
und  stetig  ist. 

Alsdann  ivird  stets  eine  reelle  Function 

construirbar  sein,  von  solcher  Beschafl'enheit,  dass  U,  abgeselien  von  l, 
auf  9t  eindeutig,  stetig  und  harmonisch  ist,  ferner  von  solcher 
Beschaffenheit,  dass  diese  drei  Eigenschaften  innerhalb  %  der  Dif- 
ferenz U  —  U''^  anhaften. 

NB.  Bas  gegebene  Linienelemmt  l  kann  beliebig  kurz,  also  z.  B. 
auch  ein  Punkt  sein. 

Wir  wollen  jetzt  die  Function  U  als  ivirklich  construirt  be- 
trachten, und  eine  neue  Function  V  zu  bilden  suchen,  der  Art,  dass 
U  -\-  iV  eine  monogene  Function  von  z  ist.  Dabei  wird  Gebrauch 
zu  machen  sein  theils  von  den  Flächen  9i,  fÜa/^c,  'Sia'.ci,  'Siaöcim,  theils 
von  den  Flächen  %  und  %i. 

Wie  gewöhnlich  [vgl.  die  Bemerkung  pg.  185]  soll  31^,,^^.  diejenige  ein- 
fach zusammenhängende  Fläche  sein,  in  welche  9t  durch  die  bekannten  Rie- 
mann'fichen  Schnitte  a^,  h^,  c^  übergeht.  Dabei  sollen  aber  diese  Schnitte 
der  Art  construirt  gedacht  werden,  dass  die  gegebene  Calotte  %  von  ihnen 
völlig  verschont  bleibt.  Ferner  soll  9i„4cim  diejenige,  ebenfalls  einfach  zu- 
sammenhängende Fläche  sein,  in  welche  31^^^  durch  zwei  Schnitte  l,  m  über- 
geht, von  denen  der  erstere  längs  der  gegebenen  Linie  l  fortläuft,  während 
der  letztere  eine  Fortsetzung  des  erstem  bis  zum  Rande  von  Si^^^^^  vorstellt, 
[ebenso  wie  früher,  pg.  221]. 

Endlich  sollen  31^,,^^  und  3:;^  diejenigen  Flächen  sein,   in  welche  31^^ 

und  %  durch  einen  einzigen  längs  l  ausgefühi-ten  Schnitt  sich  verwandeln. 

Bei  den  folgenden,  etwas  com2)licirten  Betrachtungen  sind  nun, 

was  die  Eigenschaften   der  gegebenen  Function  f*'{z)  =  U*  -f-  iV* 
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uml   der  construirten   Function    U  betrifi't,   namentlich    drei  Punkte 

im  Auge  zu  behalten. 
(1.)  Erstens:  .  Die  monogene  Function   f^(ß)  =  V^'  +  iV*   ist,  mit 

Ausnahme  von  l,  auf  %  eindeutig  und  stetig. 
(2.)  Zweitens:     Die  reelle  Function   U  ist,  mit  Ausnahme  von  l,  auf 

de)'  ganzen  Flüelie  9t,  mithin  z.  B.  auch  auf^aijcim  eindeutig,  stetig 

und  harmonisch. 
(3.)  Drittens:     Die  Differenz  U —  U*  ist  innerhalb  X  ausnahmslos 

eindeutig,  stetig  und  harmonisch. 

Markirt   man  jetzt   innerhalb  %(  irgend  zwei  Punkte  z„  und  z, 

so  ist  die  Ditferenz  der  zugehörigen  Werthe  V*,  nach  (1.)  darstell- 
bar durch  die  Formel: 

^'  -  V-  =/  Ci^  <!-  +  -^  d'j) ,     [S.] , 
d.  i.  durch  die  Formel: 

die  Integration  von  Zq  und  z  jedesmal  hinerstreckt  gedacht  über 
eine  innerhalb  %i  liegende  Curve,  wie  solches  angedeutet  ist  durch 
das  t)eigesetzte  \%i\ .  Nimmt  man  also  z.  B,  für  die  Integrations- 
curve  irgend  eine  innerhalb  %  um  l  herum  und  in  sich  zurück- 
laufende Curve  T,  so  erhält  man: 

Andererseits  aber  folgt  aus  (3.),  unter  Anwendung  eines  früheren 
Satzes  [(8.)  pg.  391],  sofort: 

also,  falls  man  diese  Formel  zur  vorhergehenden  addirt: 

Der  soeben  citirte  Satz  [pg.  391]  ist  aber  auch  auf  U  selber 
anwendbar.  Die  Fläche  9t,^,cte  ist  nämlich  einfach  zusammenhängend, 
und  zerfällt  also  durch  jedweden  Rückkehrschnitt  a  in  zwei  ge- 
trennte Stücke,  von  denen  eines  blos  von  6  selber  begrenzt  ist. 
Die  Anwendung  jenes  Satzes  auf  dieses  Stück  liefert  daher,  falls 
man  die  in  (2.)  angegebenen  Eigenschaften  von  U  beachtet,  die 
Formel: 
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(6.)  0  =f(^^l  dy   -    ^^,dx)  ,       ma,c,nl 

Diese  Formel  ist  also  gültig  für  jedwede  innerhalb  'tHuM,,,  liegende 
geschlossene  Curve  <?;  wie  solches  angedeutet  sein  soll  durch  das 
beigesetzte  [^ia/K-;»,]- 

Jetzt  führen  wir  eine  neue  Function   V  ein,   indem  wir  setzen: 

wo    c    irgend    ein    fester    Punkt    sein    soll.      Alsdann    ist    offenbar 

ö—  = 7,"   und    -7^—  =  ^^— »  mithni   (   +  iV  eine  monoqcne  buuc- 

ox  dy  oy         ox^  '  "^ 

tion  von  z  =  x  -\-  iy.  Ferner  ergiebt  sich  aus  (2.)  und  (6.),  dass 
V  innerhalb  '^abcim  eindeutig  und  stetig,  und  in  den  Curven  a^,  by, 
Cy,  in  mit  Constanten  Differenzen  behaftet  ist.  Diese  Differenzen 
sind  übrigens  in  den  Curven  Cy.  durchweg  =  0,  wie  mau  leicht 
übersieht  [vgl.  die  Betrachtungen  auf  pg.  216].  Und  die  Differenz 
in  der  Curve  m  ist  ebenfalls  =  0,  zufolge  (5.).  Demgemäss  besitzt 
also  V  die  Eigenschaften  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  nicht  nur 
innerhalb  ^abcim,  sondern  auch  innerhalb  9i<,/;/.  Und  das  Binom 
U  -{-  iV  repräsenfirt  daher  eine  monogene  Function  von  z,  die  inner- 
(8.)  haJb  'diabi  eindeutig  und  stetig,  überdies  aber  in  den  Curven  a^,  by  mit 
Constanten  rein  imaginären  Differenzen  behaftet  ist.  Es  bleibt  noch 
übrig,  das  Verhalten  dieser  Function  in  der  Linie  /,  oder  allgemeiner 
auf  der  Calotte  X  zu  untersuchen;  wobei  zunächst  bemerkt  sein 
mag,  dass  in  der  Formel  (7.)  statt  [9fl„Ac/m]  auch  l9x<,/,/J  geschrieben 
werden  darf,  weil  V  in  den  Curven  Cy  und  m  keine  Differenzen  also 
keine  Stetigkeitsunterbrechungen  darbietet.  Jene  Formel  (7.)  ist  mit- 
hin ersetzbar  durch  die  etwas  einfachere: 

(9.)  F=/(|frf!,-frfx),     [SR„,]. 

Nach  (3.)  ist  nun  U  —  U*  innerhalb  %  eindeutig,  stetig  und 
harmonisch.  Gleiches  aber  gilt  daselbst  auch  von  V —  V*.  Markirt 
man  nämlich  innerhalb  %/  zwei  Punkte  z^  und  z,  so  ist  die  Differenz 
der  zugehörigen  Werthe    V*  darstellbar  durch  die  Formcd  (4.): 

So 

andererseits  aber  die  Differenz  der  zugehörigen  Werthe  V,  zufolge 
(9.),  darstellbar  durch  die  analoge  Formel: 


1 
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die  Integration  jedesmal  hinerstreckt  über  eine  von  s^^  nach  2 
gehende  und  innerhalb  Xi  bleibende  Curve.  Durch  Subtraction  der 
beiden  letzten  Formeln  folgt: 

(10.)  r-  r*=r„-  r*  +/(^-^^^^  äy - ^^^^<^^),   K]. 

Nach  (3.)  ist  aber  U —  L"*  innerhalb  %  ausnahmslos  eindeutig, 
stetig  und  harmonisch.  Somit  folgt  aus  (10.),  dass  V —  F*  inner- 
halb %  ausnahmslos  eindeutig  und  stetig  ist.  Und  demyemäss  ivird 
also  innerhalb  %  auch 

(11.)  (U  +  iV)  —  (U--"  +  ^■F*) 

ausnahmslos  eindeutig  und  stetig  sein.  Dies  Ergebniss  mit  dem 
früheren  Resultat  (8.)  zusammengefasst,   gelangt  man  zu  folgendem 

Theorem.  —  Ävf  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  Sü  sei  ein 
Liniensegment  l  gegeben,  welclies  beliebig  kurz,  also  z.  B.  auch  ein 
,„.  Punict  sein  Jcann.  Jedenfalls  aber  sei  l  von  solcher  Lage  und  Grösse, 
dass  auf  9^1  eine  Normalcalotte  %  angebbar  ist,  innerhalb  deren  l 
sich  befindet.  Ferner  bezeichne  f*{z)  eine  blos  auf  X  gegebene  mono- 
gene Function,  die  in  l  unstetig,  sonst  aber  auf  %  eindeutig  und  stetig 
ist.  —  Alsdann  wird  stets  eine  monogene  Function  f{ß)  von  folgenden 
Eigenschaften  construirbar  sein : 

I.  f(0)  ist,  mit  Ausnahme  von  l,  ay.,  by.  {k  =  1,2,-  •  •  p),  auf  '\R 
eindeutig  und  stetig. 

IL  fiß)  ist  im  Bereich  von  l  durch  die  Formel 

/'(^)  =/-*(^)  4-  [eindeut.  stet.  Funct.] 

darstellbar,  überdies  aber  in  den  Curven  a^,  by.  mit  constanten  rein 
imaginären  Differenzen  behaftet. 

Etwas  einfacher  gestaltet  sich  der  Satz,  wenn  l  ein  Punkt  ist. 
Denkt  man  sich  z.  B.  auf  9^  irgend  einen  Punkt  c  markirt,  das 
Bereich   desselben   mit   Vi{c,z),   respective   51  (y,  ^)   bezeichnet,    und 

f*(2)  =  ^ 

^^^        it-yf 
gesetzt,  wo  N  irgend  eine  positive  ganze  Zahl  sein  soll,  so  ist  offen- 
bar stets  eine  Normalcalotte  angebbar,  innerhalb  deren  c  sich  befindet. 
Denn  mau  erhält  eine  derartige  Calotte  einfach  dadurch,  dass  man 
den  Rand  des  Bereiches  Vi(c,  z)  in  geeigneter  Weise  determinirt. 
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Mau  darf  somit  im  vorhergehendeu  Theorem  für  l  den  Puukt  c, 
und  für  f*{0)  die  soeben  genannte  Function  nehmen,  und  gelangt 
so  zu  folgendem 

Satz.  —  Marlirt   nian    auf  einer  Riemann' sehen   Kngelfläeltc  91 

irgend  einen  Pmikt  e,  hczeieJinet  man  ferner  das  Bereich  dieses  FunJctes 

(C.)  mit  U(c,  ^),  respective  %{y,^,  und  versteht  man  ausserdem  unter  N 

eine  beliebig  gegebene  Zahl  aus  der  Beilie   1,  2,  3,  ..  .,  so  wird  stets 

eine  monogene  Function  f\z)  von  folgenden  Eigenschaften  construirbar  sein: 

I.  Sie  ist,  mit  Ausnahme  des  Punktes  c  und  der  Linien  ay.,  by., 
auf  9f{  eindeutig  und  stetig. 

IT.   Sie  ist  im  Bereich  des  Punldes  c  durch  die  Formel 

f(0)  = —  -I-  [eind.  stet.  Fuuct.] 

darstellbar,  daselbst  also  mit  einem  Pol  iV*"  Ordnung  behaftet-,  und  sie 
besitzt  überdies  in  doi  Linien  a^,  by  constante  rein  imaginäre 
Dißerenzen. 

§9. 
Beweis  der  Riemann'schen  Existenztheoreme. 
Bezeichnet  9i  eine  Riemanu'sche  Kugelfläche,  und  c  irgend  einen 
auf  9t  markirten  Funkt,  so  wird  sofort  eine  Function  r{z)  angebbar 
sein,  die  im  Bereich  von  c  eindeutig  und  stetig  ist,  und  die  über- 
dies in  diesem  Bereich  keinen  Niülpunkt  hat,  ausser  einem  in  c  selber 
(1.)  befindlichen  Nidlpunkt  erster  Ordnung.     Auch  übersieht  man  sofort, 
dass  die  Function  r(ß)  durch  diese  Anforderungen  noch  keineswegs 
bestimmt  ist,    dass   also   unendlich   viele   derartige   Functionen  r{z) 
existiren.     Sind   r{z)  und   r' {z)  irgend  zwei  derselben,    so  wird  der 

Quotient 

rjz) 
r'{z) 

eine  Function  sein,  die  im  Bereich  von  c  ausnahmslos  eindeutig, 
stetig  und  nichtverschivindend  ist. 

Ich  habe  hier  die  Bezeichnung  r  oder  r{s)  genau  in  demselben 
Sinne  gebraucht,  wie  es  von  Riemann  geschehen  ist  [vgl.  die  Be- 
merkung pg.  200]. 

Dies  vorangeschickt,  mag  nun,  ebenso  wie  in  (B.)  pg.  465,  auf 
91  irgend  ein  Liniensegment  l  von  solcher  Lage  und  Grösse  gegeben 
sein,  dass  eine  Normalcalotte  %  angebbar  ist,  innerhalb  deren  l 
sich  befindet.     Diese  Calotte  X  kann  mittelst  der  Substitution 


(2.) 


z  —  c 


(3-)  H-c-  =  5" 
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iu  eine  iu  der  ^-Ebeue  liegende  einblättrige  Kreisfläche  verwandelt  wer- 
den. Dabei  bezeichnet  m  die  Blätteranzahl  von  X,  ferner  c  den 
Winduugspunkt  von  %  (oder,  falls  m=  1,  einen  beliebigen  Punkt 
innerhalb  %),  endlich  c'  den  in  Bezug  auf  die  Randcurve  der  Calotte 
zu  c  conjugirten  Punkt.  Bei  dieser  Umwandlung  wird  das  innerhalb 
der  Calotte  %  befindliche  Liniensegment  l,  dessen  Endpunkte  Cj,  c^ 
sein  mögen,  in  ein  innerhalb  der  Kreisfläche  liegendes  Liniensegment 
A  übergehen,  dessen  Endpunkte  y^,  y.^  heissen  mögen. 
Die  Function 

w  ''(0  =  1^ 

ist  alsdann  auf  jener  Kreisfläche,  mithin  auch  auf  %  selber  regulär, 
und  daselbst  nur  mit  einem  Pol  und  ebenso  nur  mit  eitlem  Null- 
punkt behaftet.  Ersterer  liegt  in  y^  respective  c^,  letzterer  in  y., 
oder  c.j,  und  beide  sind  erster  Ordnung.  Definirt  man  also  jetzt 
eine  neue  Function  f^'{2')  mitteist  der  Formel 


(5.)    '  /*(^)=/'^ 


(t) 


so   wird  dieselbe,    bei   geeigneter   Einschränkung   der    Integrations- 
curve,  auf  %,   abgesehen  von  l,   eindeutig  und   stetig,   in  l  mit  der 
(6.)  Constanten  Differenz  27t i  behaftet,   und  in  den  Bereichen  der  Punkte 
C;  und  c.^  respective  durch  die  Formeln 

r{z)  =  -  log  (J;  -  y,)  +  [eind.  stet.  Funct.], 
^  "^  f^^z)  =  +  log  (^  -  y,)  -f  [eind.  stet.  Funct.] 

darstellbar  sein,  [wie  solches  aus  dem  Satz  (F.)  pg.  231  sofort  folgt]. 
Absichtlich  soll  auch  iCeiterhin  irgend  eine  specielle  Voraussetzung 
über  die  Lage  der  Linie  l  innerhalb  %  vermieden  iverden.  Ob  also 
irgend  ein  Punkt  der  Linie  l,  z.  B.  einer  ihrer  Endpunkte  c^,  c^ 
mit  dem  Windungspunkt  c  der  Calotte  %  zusammenfällt,  soll  völlig  in 
suspenso  bleiben.  Wie  dem  auch  sei,  jedenfalls  wird  die  Function 
t,  —  y^  (zufolge  ihrer  Definition)  im  Bereich  des  Punktes  Cj  ein- 
deutig und  stetig  sein,  und  daselbst  keinen  Nullpunkt  haben,  ab- 
gesehen von  einem  in  q  selber  liegenden  Nullpunkt  erster  Ordnung. 
Genau  dieselben  Eigenschaften  besitzt  aber  nach  (1.)  auch  r^(z), 
falls  man  nämlich  unter  r^(z)  irgend  eine  beliebige  unter  den  dem 
Punkte  q  zugehörigen  Functionen  r{ß)  versteht.   Demgemäss  ist  also 


Vi 


^i(^J, 


wo  E^{ß)   eine  Function  vorstellt,   die  im   Bereich  vwi  c^  eindeutig, 


30^ 
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stetig  imd  nicht v er schivimlend  ist.  Setzt  man  also  dieser  Formel  eut- 
sprecliend 

log  {t  —  Yi)  =  log  r,{s)  +  log  EM, 

so  werden  sich  dabei  die  Logarithmen  in  solcher  Weise  festsetzen 
lassen,  dass  log  (^  —  y^)  mit  dem  in  (7.)  vorhandenen  Logarithmus 
identisch,  und  dass  gleichzeitig  log  i\  {s)  im  Bereich  von  c^  eindeutig 
loid  stetig  ist.     Solches  ausgeführt  gedacht,  ist  also: 

log  (^  —  7i)  =  log  i\{z)  +  [eind.  stet.  Funct.]. 
In  analoger  Weise  erhält  man  offenbar: 

log  (S  —  7o)  =  log  r.2  (z)  -\-  [eind.  stet.  Funct.] ; 
und  demgemäss  kann   man  also  die  in  (6.),  (7.)   gegebene   Charak- 
teristik der  Function  f*{ß!)  gegenwärtig  auch  so  aussprechen: 

Die   Function  /"*(^)   ist,    abgesehen   von  der   Linie   l,    auf  der 
Calotte  %   eindeutig  und   stetig.     Sie  ist  längs   der  von  c^  nach  c^ 
laufenden  Linie  l  mit  der  constanten  Differenz  27ci  behaftet: 
(8.)  längs/:         /•*(A)-/'*(^)  =  2äi. 

Und  sie  ist  endlich  in  den  Bereichen  der  Punkte  c^  und  Cg  respec- 
tive  durch  die  Formeln  darstellbar: 

f*(z)  =  —  log  t\{2)  +  [eind.  stet.  Funct.], 

f^-(z)  =  +  log  r.,{g)  +  [eind.  stet.  Funct.]. 

Auf  diese*  Function  f*{2)  ist  somit  das  Theorem  (B.)  pg.  465 
ohne  Weiteres  anwendbar,  ebenso  auch  auf  die  Function  Cf*{z), 
falls  nämlich  C  irgend  welche  Constaute  vorstellt.  Man  gelangt 
daher  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Auf  einer  Riemann' sehen  Kugel  fläche  9i  sei  ein  Linien- 
segment l  mit  den  Endpimldeii  c^,  c^  gegeben  von  solcher  Lage  und 
/pv\  Grösse,  dass  auf  9^  irgend  eine  Normalcalotte  angehbar  ist,  innerhalb 
deren  l  sich  befindet.  Ueberdies  sei  gegeben  eine  beliebige  Constante  C. 
Alsdann  wird  stets  eine  monogene  Function  f{z)  von  folgenden  Eigen- 
schaften construirbar  sein: 

1.  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  Linien  l  und  a.y.,  by,  auf  9i  ein- 
deutig und  stetig. 

IL  Sie  ist  in  den  Bereichen  der  Punlde  q  und  c^  respective  durch 
die  Formeln 

f{z)  =  —  (7 log  r^{z)  -f  [eind.  stet.  Funct.], 
f{z)  =  -(-  C'log  rjj(^)  +  [eind.  stet.  Funct] 
darstellbar,  und  gleichseitig  in  der  von  c^  nach  c.^  laufenden  Linie  l 


(»•) 
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mit  der  constanten  Differenz  C.27ti  behaftet.  Ueherdies  besitzt  sie 
in  den  Ciifven  a-^,  by,  constante  rein  imaginäre  Differenzen. 

Dabei  bezeichnen  r^{z)  und  r^{z)  die  den  Funhten  c^  und  c^  zu- 
gehörigen Tticmann' sehen  Functionen  r(z);  [vgl.  (1.)  pg.  466J. 

Stillscliweigeud  haben  wir  bis  jetzt  stets  vorausgesetzt,  das 
Linienelement  l  solle  die  Curven  ay.j  by.  weder  schneiden  noch  be- 
rühren. Man  übersieht  aber  leicht,  dass  die  gefundenen  Sätze  fast 
genau  in  gleicher  Weise  auch  dann  noch  ableitbar  sind,  wenn  l 
seiner  ganzen'  Länge  nach  in  eine  jener  Curven  hineinfällt.  Man 
erhält  alsdann  z.  B.  an  Stelle  des  letzten  Satzes,  indem  man  gleich- 
zeitig für  C  die  Constante  - — r  eintreten  lässt,  folgenden  Satz: 

Satz.  —  Irgend  eine  der  2p  Curven  Uy,  by  möge  mit  s  bezeichnet, 
und  diese  Ourve  s  durch  zwei  FmiJde  q  und  Cg  in  zwei  Theile  l  und 
(s  —  l)  zerlegt  sein,  und  zwar  in  solcher  Weise,  äass  auf  '^  irgend  eine 
.-p, V  Normalcalotte  angehbar  ist,  innerhalb  deren  l  sich  befindet.  Gleich- 
zeitig mögen  jene  Theilpunkte  in  solcher  Ausivahl  mit  c^,  c^  bezeichnet 
sein,  dass  die  Bichtung  c^  c^  des  Segmentes  l  zusammenfallt  mit  der 
Biehtung  von  s  selber.  Alsdann  wird  stets  eine  monogene  Function  f{z) 
von  folgenden  Eigenschaften  construirbar  sein: 

L  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  2p  Curven  ay,  by,  auf  9i  ein- 
deutig und  stetig. 

IL  Sie  ist  in  den  Bereichen  der  PunJde  c^  und  c^  respective  durch 
die  Formeln: 

f^^^  ^^  "~  2^  ^°o  ^'i*^^)  +  1^^^^^-  ^*^*-  Funct.], 

f{s)  =  -|-  2 — ■  log  r^{z)  4-  [eind.  stet.  Funct.]. 

darstellbar.  Sie  besitzt  ferner  in  sämmtlichen  Curven  ay,  by,  jedoch  in 
s  nur  längs  des  Tlieiles  {s  —  l)  constante  rein  imaginäre  Differenzen, 
längs  l  hingegen  eine  Differenz,  die  um  1  grösser  ist  als  die  längs  {s — l). 

Bezeichnet  man  also  die  Differenz  längs  (s  —  /)  etwa  mit  iA, 
wo  A  eine  reelle  Constante  vorstellt,  so  wird  die  Differenz  längs  l 
den  Werth  1  -\-  iA  haben. 

Aus  den  beiden  letzten  Sätzen  sind  jetzt  weitere  Cousequenzen 
zu  ziehen,  zunächst  aus  dem  Satze  (D.).  Sind  auf  9t  zwei  ganz  be- 
liebige Punkte  Ci,  c^  markirt,  und  denkt  man  sich  die  2p  Curven 
ciy,  by  der  Art  eingerichtet,  dass  keiner  der  beiden  Punkte  hart  aji 
einer  dieser  Curven  liegt,  so  wird  man  stets  auf  9t  von  q  nach  c^ 
eine  die  Curven  üy,  by  vermeidende  Linie  Z  ziehen  können.  Hier- 
auf aber  wird  man  L  in  einzelne  Segmente  l  zerlegen  können,  deren 


(F.) 
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jedes  der  iu  (D.)  gestellten  Anforderung  entspricht.  Denkt  man 
sich  nun  für  jedes  solches  Segment  l  die  im  Satze  (D.)  angegebene 
Function  f(z)  coustruirt,  und  die  Summe  all'  dieser  Functionen  f^z) 
mit  F(£)  bezeichnet,  so  gelangt  man  [die  in  (D.)  auftretende  Con- 
stante  C=  1  gesetzt]  zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Sind  auf  9t  irgend  gwci  FnnJde  Cj,  c,  viarkirt,  feiner 
die  Curvoi  a^,  b^  so  eingerichtet,  dass  jene  Fmikte  von  diesen  Curven 
durch  irgend  weldic  Zwischenräume  getrennt  sind,  und  ist  endlich  von 
Cy  nach  e^  auf  9i  irgend  eine  die  Curven  üy,  hy.  vermeidende  Linie  L 
gezogen,  so  wird  stets  eine  monogene  Function  F{z)  von  folgenden 
Eigenschaften  construirhar  sein: 

I.  Sie  ist,  abgesehen  von  den  Linien  l,  a^,  hy,  anf%\  überall  ein- 
deutig und  stetig. 

IL  Sie  ist  in  'den  Bereichen  der  Funide  c^,  c^  respective  durch 
die  Formeln 

F{z)  =  —  log  r^{z)  4-  [eind.  stet.  Funct.], 
F{ß)  ==  +  log  r.^{z)  +  [eind.  stet.  Funct.] 

darstellbar,  und  gleichzeitig  in  der  von  c^  nach  c^  gehenden  Linie  L 
mit  der  constanten  Differenz  27ci  behaftet.  Ueberdies  besitzt  sie  in  den 
Curven  ay,  by  constante  rein  imaginäre  Differenzen. 

In  ganz  analoger  Weise  führt  endlich  der  Satz  (E.),  fajls  man 
die  dortige  Curve  6'  ebenfalls  iu  einzelne  hinreichend  kleine  Segmente 
/  zerlegt,  für  jedes  solches  Segment  l  die  zugehörige  Function  f(z) 
construirt,  und  die  Summe  all*  dieser  Functionen  f(s)  mit  F(z)  be- 
zeichnet, zu  folgendem  Resultat: 

Satz.  —  Bezeichnet  man  irgend  eine  der  Curven  ay,  by  mit  s,  so 
(G.)  wird  stets  eine  monogene  Function  F(z)  von  folgenden  Eigenschaften 
construirbar  sein : 

I.  Sie  ist,  mit  Ausnahme  der  Curven  ay,  by,  auf  9t  überall  ein- 
deutig und  stetig. 

II.  Sie  ist  in  den  Curven  ay,  by  mit  constanten  Differenzen  be- 
haftet, und  zwar  ist  der  reelle  Theil  der  längs  s  vorhandenen  Differenz 
=  1;  ivährend  die  reellen  Theile  der  Differenzen  für  die  übrigen 
Curven  ay,  by  durchweg  <=  0  sind. 

Durch   Superposition  mehrerer  derartiger  Functionen   F{z)   ge- 
langt man  alsdann  sofort  zu  folgendem  allgemeinern  Satz: 
r^\  Satz.  —  Es  ivird  stets  eine  monogene  Function  <\>{z)  von  folgen- 

de)i  Eigenschaften  construirbar  sein: 

I.  >S'/e  ist,  mit  Ausnahme  der  2p  Curccn  a^,  by,  auf  9i  überall 
eindeutig  und  stetig. 
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IL  Sie  ist  in  den  Curven  ciy.,  hy.  init  constanten  Bifferemen  he- 
Ita/'tet,  deren  reelle  Theile  beliebig  vorgeschriebene  Werthe  besitzen. 

Dieser  Satz  (H.)  ist  aber  nichts  Anderes  als  das  erste  Existenz- 
theorem pg.  238.  Ferner  ergiebt  sich,  durch  Combiuation  dieses 
Satzes  (H.)  mit  dem  früheren  Satz  (C.)  pg.  466,  die  Richtigkeit  des 
unveiten  Existenztheorems  pg.  239.  Combinirt  man  endlich  den  Satz 
(H.)  mit  (F.),  und  beachtet  man  dabei  die  hinsichtlich  der  Func- 
tionen r{z)  auf  pg.  466  gemachten  Bemerkungen,  so  erhält  man  den 
Beweis  für  die  Richtigkeit  des  dritten  Existenztheorems  pg.  239, 
wenigstens  innerhalb  desjenigen  Spielraumes,  in  welchem  dieses 
Theorem  bei  den  Untersuchungen  des  vorliegenden  Werkes  in  An- 
wendung gebracht  ist. 

Den  genannten  Existenztheoremen  stehen  gewisse  Unitätstheoreme 
zur  Seite.  Ich  habe  mich  im  gegenwärtigen  Capitel  auf  den  Beweis 
der  erstem  beschränken  können.  Denn  die  letztern  sind  bereits 
früher  absolvirt  worden,  durch  die  Sätze  (1.),  (2.),  (3.)  pg.  236. 
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Die  iu  diesem  Werk  benutzten  Bezeiclmuiigeu 
mid  Abbreviaturen. 

Da  es  mir  aus  Erfahrung  bekannt  ist,  wie  schwer  es  oft  wird,  sich  in  dem 
Sprachgebrauch  eines  Autors  zurechtzufinden,  so  benutze  ich  diese  letzte 
Seite,  um  den  Leser  über  die  von  mir  benutzten  Bezeichnungen  und  Abbrevia- 
turen zu  Orientiren. 

I.  Punkte.  —  Windungspunkte,  pg.  67—74. 
Das  Bereich  eines  Punktes,  pg.  37. 

Das  Bereich  eines  Punktes  im  ursprünglichen  und  natürlichen  Zustand,  pg.94 — 97. 
Pole  oder  polare  Unstetigkeitsponkte,  pg.  38. 
Niveaupunkte  einer  regulären  Function,  pg.  HC,  117. 
Simultane  Bahnen  dieser  Isiveaupunkte,  pg.  292  (dritte  Zeile). 
Conjugirte  Punkte,  pg.  427. 

II.  Linien  und  Schnitte.  —  Uebergangslinien,  pg.  68,  69,  84. 
Querschnitte  und  llückkehrschnitte,  pg.  148,  149. 
Sigmaförmiger  Querschnitt,  pg.  148. 

Ströme,  pg.  173. 

Die  Riemann'schen  Schnitte  oder  Ströme  a,  b,  c,  pg.  175 — 186. 

Simultane  Bahnen  der  Niveaupunkte,  pg.  292  (dritte  Zeile). 

III.  Flächen.  —  Positive  Umlaufung  einer  Fläche,  pg.  3  und  pg.  55. 
Horizontalebene  und  Antipodenebene,  pg.  52,  53,  etc. 
Windungsfläche,  pg.  67 — 74. 

Ordnung  der  Windungsfläche,  pg.  69. 

Elementarfläche,  pg.  146. 

Einfach  zusammenhängende  Fläche,  pg.  146. 

Mehrfach  zusammenhängende  Fläche,  pg.  159  (zweite  Bemerkung). 

Punktirte  Fläche,  pg.  150. 

Grundzahl  einer  Fläche  oder  eines  Flächensystems,  pg.  152,  168  und  185, 

Normalcalotte  und  Normalzone,  pg.  426. 

Abschnittförmige  und  gürtelförmige  Verschmelzung  zweier  Flächen,  pg.  447. 

IV.  Functionen.  —  Functionen  vom  Charakter  E,  pg.  37. 
Die  Ordnungszahlen  einer  Function,  pg.  40  und  102. 
Reguläre  Functionen,  pg.  117. 

Reguläre  Functionen  q^^^  Ordnung,  pg.  117. 

Harmonisch,  pg.  390. 

Fundamentalfunctionen,  pg.  396. 

Unterscheidung  von  auf  und  innerhalb,  pg.  393  (Bemerkung). 

V.  Zeichen.  —  Das  Congruenzzeichen  ^^_  und  das  neue  Zeichen  =]=  haben 
die  auf  pg.  330  und  pg.  337  (Note)  angegebenen  Bedeutungen. 
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Allgemeine  Bemerkungen. 

Will  man  m\c  Function  von  mehreron  Argumenten  innerhalb 
eines  festgesetzten  Gebietes  durch  gewisse  Eigenschaften  oder  durcli 
gewisse  ihr  auferlegte  Bedingungen  bestimmen,  so  wird  auf  Zweier- 
lei zu  acliten  sein.  Erstens  darauf,  dass  jene  Bedingungen  nicht 
zu  viel  verlangen;  denn  sonst  würde  eine  denselben  entspre- 
chende Function  nicht  existiren.  Zweitens  darauf,  dass  jene  Be- 
dingungen nicht  zu  wenig  verlangen;  denn  sonst  wird  die  Func- 
tion durch  dieselben  nicht  vollständig  bestimmt  sein. 

Die  Bedingungen,  denen  man  die  Function  zu  unterwerfen 
gedenkt,  sind  also,  bevor  man  solches  thut,  einmal  zu  control- 
liren  in  Bezug  auf  ihre  Verträglichkeit,  und  zweitens  in 
Bezug  auf  ihre  Vollständigkeit.  Im  Allgemeinen  scheint  das 
Letztere  leichter  als  das  Erstere  zu  sein.  In  denjenigen  Fällen 
wenigstens,  die  bisher  behandelt  sind,  kann  die  Frage  nach  der 
Vollständigkeit  mit  Hülfe  einer  Methode  erledigt  werden, 
welche  schon  von  Green  und  Gauss  vielfach  benutzt  wurde; 
während  die  Frage  nach  der  Verträglichkeit  zu  ihrer  Ent- 
scheidung einer  Methode  bedarf,  die  erst  später  gefunden  ist, 
einer  Methode,  deren  Princip  von  Dirichlet,  und  deren  weitere 
Entwickelung  von  Riemann  herrührt. 

Wir  werden  im  Folgenden  diese  Methoden  auseinandersetzen, 
und  zwar  für  Functionen ,  die  entweder  von  zwei  reellen  Argu- 
menten, oder  von  einem  complexen  Argument  abhängig  sind, 
also  für  Functionen,  die  zu  ihrer  räumlichen  Ausbreitung  eines 
Gebietes  von  zwei  Dimensionen,  d.  i.  einer  Fläche  be- 
dürfen. Zu  Anfang  werden  wir  uns  mit  Functionen  beschäftigen, 
bei  denen  diese  Fläche  durch  eine  Elementarfläche  repräsen- 
tirt  wird;  sodann  später  mit  Functionen,  die  ihre  Ausbreitung 
auf  einer  Riemann 'sehen  Fläche  ünden. 

Neumann,   Dirichlet's  Princip.  1 


2  Allgemeine  Bemerkungen. 

L'iiler  (üiicr  J]lciiiciil;ull;i(li('  ist  eine  ebene  eiiiblätlrige  Klache 
zu  verstehen ,  welche  mit  all  ihren  Puncten  in  der  Endlichkeit 
liegt,  und  nur  eine  einzige  Randcnrve  besitzt,  llicniann'schc 
Flächen  hingegen  sollen  diejenigen  genannt  Aver<len ,  welche  zur 
Ausbreitung  beliebig  gegebener  algebraischer  Functionen  erforder- 
lich sind ;  diese  von  Rieniann  cingefiduten  Flächen  sind  im  All- 
gemeinen niehrblättrig,  und  je  nach  Umständen  bald  eben,  bald 
kugelförmig  zu  denken.     [Vorl.  *)  S.  53  und  162.] 

Es  wird  zweckmässig  sein,  unserer  Untersuchung  einige  all- 
gemeine Bemerkungen  vorangehen  zu  lassen. 

Beschränkt  man  die  Grössen  a;  und  y  auf  reelle  Wer- 
thc,  so  werden  durch  Angabe  des  Werthes  von  .r  +  i y  auch 
die  Werthe  von  x  und  //  bestinuiit  sein.**)  Hält  man  also  an 
der  eben  genannten  Beschränkung  fest,  und  versteht  man  unter 
F  {x,  y)  eine  beliebig  gegebene  Function,  so  wird  durch  Angabc 
des  Werthes  von  a-  -f  ?//  auch  der  Werlh  von  F  (.r,  ij)  besliuunt 
sein.  Mit  andern  Worten :  Die  Function  F  [x,  y)  ist,  sobald  man 
die  Werthe  von  x  und  y  in  der  angegebenen  Weise  beschränkt, 
nur  von  dem  einen  Argument  x  -}-  iy  abhängig. 

Ganz  anders  gestaltet  sich  die  Sache,  wenn  wir  jene  Be- 
schränkung fallen  lassen,  wenn  wir  nämlich  x  und  y  als 
Grössen  l)etrachtcn,  die  nach  Belieben  alle  überhaujjt 
d  e  n  k  b  a  r  e  n  reelle  und  imaginäre  Werthe  annehmen  d  ü  r  f  e  n. 
Thun  wir  dies,  so  wird  die  Angabe  des  Werthes  von  x  -\r  iy  zur 
Bestimmung  der  Werthe  von  x  und  y  durchaus  unzureichend  sein, 
also  im  Allgemeinen  auch  unzureichend  sein  zur  Bestimmung  des 
Werthes  von  F  [x^  y).  Zu  beachten  sind  hierbei  indessen  gewisse 
Ausnahme-Fälle.  Auf  diese  wollen  wir  näher  eingehen,  und  uns 
folgende  Frage  vorlegen: 

Welche  Bescballenlieit  nuiss  die  Function  F  (.r,  y)  besitzen, 
wenn  .sie,  trotz  der  hier  angenommenen  völlig  unbeschränk- 
ten Veränderliclik(!it  der  Grössen  .r,  sy,  nm'  von  dem  (>inen 
Argument  x  -\-  iy  abhängen  soll? 


*)  Ich  berufe  micli  liier,  wie  es  hinfort  nocli  öfters  {geschehen  soll, 
auf  meine  kürzlich  veröffentlichten  „Vorlesungen  über  Riemann's  Theorie 
«1er  Abel'schen  Integrale."     Leipzig,  1865. 

**)  Unter  i  ist,  wie  gow<">]iiiliiOi ,  die  imaginäre  firüsse  Y —  1  zn  ver- 
stehen. 
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OUciiiiiir  wild  solches  der  Fall  sein,  wenn  diejenigen  Acn- 
dernngeii  von  .t,  /y,  welche  den  Werth  von  x  +  «!/  uugeänderl 
lassen,  auf  den  Wcrlh  von  F  {oc,  y)  ehenfalls  ohne  Wirkung  sind; 
also  der  Fall  sein ,  wenn  die  Function  F  [x,  y)  bei  einer  Vertan- 
schung  von  .r,  y  mit  x  +  c< ,  y  +  ia  in  ihrem  Werthe  nicht  ge- 
ändert wird.  Fnter  a  ist  dabei  jede  beliebige  reelle  oder  imagi- 
näre (irösse  zu  verstehen. 

Genügt  also  die  Function  F  {x\  y)  der  Bedingung: 

(1)  F  {x  +  a,  y  -\-  ic()  =  F  [x,  y), 

so  wird  sie  nur  von  dem  einen  Argument  x  -f-  iy  abhängen. 

Die  gestellte  Frage  ist  hiermit  eigentlich  bereits  erledigt.  Die 
gefundene  Bedingung  (1)  lässt  sich  aber  noch  in  etwas  anderer 
Form  darstellen.  Da  «  eine  beliebig  veränderliche  Grösse  ist, 
so  können  wir  nach  a  difierenziren ;   alsdann  folgt  aus  (1): 

(2)  dF{x-\-a,  y  +  ia)   __  ^ 
^  '  da  ' 

Umgekehrt  lässt  sich  aber  auch  (1)  als  Folge  von  (2)  auffassen. 
Die  Gleichung  (2)  verlangt  nämlich,  dass  F  {x  -\-  a,  y  •\-  ia)  un- 
abhängig von  (X  ist.  Soll  das  aber  der  Fall  sein,  so  muss 
F  [x  +  «,  y  -{-  ici)  ungeändert  bleiben,  wenn  man  für  o  ganz 
beliebige  Werthe  einsetzt,  mithin  auch  dann  ungeändert  bleiben, 
wenn  man  für  a  den  Werth  0  setzt.  Mit  andern  Worten:  Die 
Gleichung  (2)  verlangt,  dass  F  [x  +  a,  y  -\-  ia)  gleich  gross  ist 
mit  F  {x,  y);  verlangt  also  dasselbe,  was  durch  die  Gleichung 
(1)  gefordert  wird. 

Von  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  kann  demnach,  wie  es  uns 
beliebt,  entweder  die  zweite  als  Folge  der  ersten,  oder  auch  die 
erste  als  eine  Folge  der  zweiten  aufgefasst  werden.  Die  beiden 
Gleichungen  sind  mithin  äquivalent. 

Wir  ersetzen  die  Gleichung  (1)  durch  die  Gleichung  (2). 
Diese  letztere  lässt  sich  ihrerseits  auch  so  darstellen: 

/«,  d F (x  •\-  a,   y  -j-to:)     ,     .  dF{x-\-  a,  y-\-ia)   „ 

^'^'  d{x^a)  "^  '  (Hy-^-ic^)  ~~ 

oder,  falls  man  x  -\-  a  =  A',  y  -}-  ia  =  Y  setzt,  auch  so: 

(4,  m^i  + ,  m^n  =  0. 

Die  Grössen  x,  y,  a  sind  in  ihren  Werthen  völlig  unbeschränkt; 
Gleiches  gill   mithin  auch  von  den  Grössen  X  Y.    Demnach  kön- 

1  * 
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iicn  wir,  ohne  in  der  JJodculuiig  dieser  Grössen  irgend  weiche 
Aendeniug  eintreten  zn  lassen,  X,  F  mit  .r,  y  vertauschen,  die 
fileichnng  (4)  also  auch  so  schreiben: 

(5)  ^J^  +  i  ^^^i  =  0. 

Die  urspriinglich  gefundene  Bedingung  (1)  kann,  wie  wir 
sehen,  ersetzt  werden  durch  irgend  eine  der  Gleichungen  (2),  (3), 
(4),  (5).  Wählt  man  hierzu  die  Gleichung  (5),  so  crgiebt  sich 
folgendes  Resultat: 

Eine  Function  F  [x,  y),  welche  der  Differential-Gleichung 

dF{x,y)  dF(x,y) 

^ \-  l    5 =    ü 

ox  öy 

Geniige  leistet,  tvird  jederzeit  —  gleichgültig ,  oh  man  die  Grössen 
cc,  y  auf  reelle  Werlhe  beschränkt ,  oder  ob  man  ihnen  eine  völlig 
ufibeschränkte  Veränderlichkeit  einräumt  —  nur  von  dem  einen 
Argument  x  +  iy  abhängig  sein. 

Demgemäss  soll  eine  dieser  Differentialgleichung  genügende 
Function  in  Zukunft  kurzweg  eine  von  x  -\-  iy  abhängende 
Function  genannt  werden. 

Denkt  man  sich  gegenwärtig  die  Grössen  x,  y  wiederum  auf 
reelle  Wertlie  beschränkt,  und  bezeichnet  man  ausserdem  die 
Function  F  [x,  y),  wie  sie  bei  Sonderung  des  Reellen  und  Ima- 
ginären sich  gestallet,  mit  V  [x,  y)  +  iV{x,y),  oder  kürzer  ujit 
U  +  iV,   so   verwandelt  sich   die   eben   genannte  Diflerentialglei- 

chung  in  ^ 

d{U+iV)    ,    .  d{U+iV}  _  ^ 
ox  cy 

d.  i.  in  folgende  beiden  Gleichungen: 

^  —  ^  =  0 
dx  dy 

dU_     ,     dV_  ^_  ^ 
dy  dx 

Demgemäss  soll  jeder  Ausdruck  U[x,y)  +  iV{x,y)  oder 
U  -\-  iV,  ivelcher  die  Bedingungen 

—  —   —  =  0 
dx  dy  ' 

^  +  1^  =  0 
dy  dx 

erfüllt,    in  Zukunft    kurzweg    eine    von    x  -\-  iy    abhängende 

Function  genannt  werden. 


Erster  Abschnitt.  5 

Bekanntlich  gilt  auch  das  Umgekehrte.  Ist  nämlich  f  [l)  eine 
beliebig  gegebene  Functittn,  Avekhe  nur  von  dem  einen  Argu- 
ment t  abhängt,  und  versteht  man  unter  f  [x  +  iy)  denjenigen 
Ausdruck,  welchen  diese  Function  annimmt,  sobald  man  in  ihr 
an  Stelle  der  Variablen  i  das  liinom  x  +  iy  substituirt,  so  wird 
offenbar  f  [x  -{■  t'y)  eine  Function  zu  nennen  sein,  die 
nur  von  dem  einen  Argument  x  +  iy  abhängt.  Bezeichnet 
man  aber  diesen  Ausdruck  /"(o;  +  iy),  wie  er  bei  Sonderung  des 
Beeilen  und  Imaginären  sich  gestaltet,  mit  U  -\-  iV,  so  werden 
U  und  V  jederzeit  den  so  eben  aufgestellten  Bedingungen  Genüge 
leisten.     (Vorl.  S.  78.) 


Erster  Abschnitt.     Functionen  von  x  +  iy,   welche   auf  einer 

Elementarfläche  stetig  sind,  und  deren  reelle  Theile  am  Rande 

dieser  Fläche  vorgeschriebene  Werthe  besitzen  sollen. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  einer  Kreisfläche.  Ihr 
Radius  mag  R  heissen.  Ferner  mögen  x,  y  die  rechtwinkligen, 
und  r,  l  die  Polarcoordinaten  irgend  eines  Pnnctes  sein  in  Bezug 
auf  ein  Achsensystem,  dessen  Anfangspunct  im  Mittelpunct  der 
Kreisfläche  liegt.  Zwischen  x,  y  und  ?-,  l  finden  dann  folgende 
Relationen  statt: 

x  =  r  cos  t, 
(1)  y  =  r  sin  t, 

X  -\-  iy  =  r  (cos  /  -{-  i  sin  t)  =  re". 

Die  ins  Unendliche  fortlaufende  Reihe 

ist  bekanntlich  immer  convergent,   so  lange  r  <C  R  ist;  wir  be- 
zeichnen sie  zur  Abkürzung  mit 

Es  mögen  nun  ^q,  A^,  A^,  ...  und  B^,  B^,  B^,  ...  zwei 
Reihen  von  Constanten  sein  ,  die  nach  irgend  welchem  Gesetz  ins 
Unendliche  hinlaufen,   deren   Werthe  aber   durchweg  endlich 
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hicibt'ii;   ylficlizeitiij    111.1:4    imler    cp  [x  +  ii/)    rolgeiulo  Ui'ilie  ver- 

sUuuleii  woi'den: 

00 

(4)  9>  (a:  +  /.v)  =  ^  U>  +  >I>>.)   V^-)   ' 

0  ^ 

Von  dieser  Reihe  gilt  bekamitlicli  dasselbe,  wie  von  der  Ilcilie  (2) 
oder  (3).  Sie  ist  convergent,  so  lange  r  <  i?  Ideilil;  oder  mit 
andern  Worten:  sie  ist  convergent,  so  lange  der  Punct  a-,  y  in- 
nerhalb der  gegebenen  Kreisfläche  bleibt. 

Der  Werth  von  (p  [x  +  ''y)  ^i>"tl  demnach,  wenn  wir  dem 
lUnict  a-,  y  im  Innern  der  Krei^fläciie  eine  beliebige  Uewegung 
zucrthcilen,  niemals  unbestimmt  oder  unendlich  werden,  und 
auch  niemals  unstetige  Aenderimgen  erfahren.  Mit  andern  Wor- 
ten: Der  Ausdruck  cp  [x  -\-  iy)  ist  eine  von  x  -f  iy  abhän- 
gende Function,  welche  innerhalb  der  Kreisfläche 
überall  eindeutig  und  stetig  bleibt.  Gleiches  gilt  daher 
nach  bekanntem  Satz  (Vorl.  S.  91)  auch  von  sämmtüchen  Ablei- 
tungen dieser  Function,  d.  i.  von  den  Ausdrücken  cp'  ix  -}-  iy), 
cp" -{x  +  iy) ,  cp"  [x  -\-  iy),  ...  Und  Gleiches  gilt  demnach,  wenn 
man  den  Wcrlh  von  qo  [x  -f  iy),  wie  er  bei  Sonderung  des  Reel- 
len und  Imaghiären  sich  herausstellt,  mit  u  •{•  iv  bezeichnet,  auch 
von  den  Functionen  u,  v,  sowie  von  ihren  sämmllichen  Ableitun- 
gen.*) Ausserdem  werden  diese  Functionen,  wie  aus  ihrer  Re- 
deulung  hervorgeht,  den  Diflerentialgleichungen 

Genüge  leisten.     (Vorl.  S.  78.) 

Die  Werthe  von  ti  und  v  lassen  sich  leicht  hinstellen.  Nach 
(4)  ist: 

V  {^  +  /!/)  =  ^  [-L  +  iB„)  (^^)", 


*)  Sind  p,  //  irgend  welche  ganze  Zahlen,  so  sind  unter  sämmtlichcn 
Ableitungen  von  w,  v  alle  Ausdrücke  zu  verstehen,  welche  die  Formen 

dxPdy'''  caJ'dy'^ 

haben. 


Ulster  Aljscluiill. 


also  iiiil  liiickhlick   aiil   (l): 


oo 


?>  (.f  +  iy)  =    V  [A,,  +  iB,,) 


r"  cos  «<  -f-  ?'»•"  sin  « < 


Hieraus  alier  l'ulyl,  wenn  man  ilas  Reelle  um!  Imaginäre  sondert, 
nnmitlelbar: 


=  2 


oo 

r"  {An  cos  nt  —  Bn  sin  nt) 

0  ''■ 


(s) 


=  ^^ 


OO 

"  {B  n  COS  7j  /  +  ^»t  sin  n  t) 


R" 


Diese  Ausdrücke  n  und  t;  sind  znsammengesctzl  aus  den  Polar- 
coordinalcn  r,  t,  und  können  daher  entweder  als  Functionen  v(»n 
r,  i  oder  auch  als  Functionen  von  x,  y  angesehen  werden.  Wir 
widdeii  die  letztere  Auffassung,  und  stellen  dasjenige  zusammen, 
was  sich  in  Bezug  auf  u  ergeben  hat;  v  jsoll  fortan  ganz  ausser 
Spiel  bleiben. 

Sind  ^,j ,  .4] ,  /U,  ...  und  ^q ,  B^,  B.,,  ...  zwei  Reihen 
reeller  Conslanien,  die  nach  irgend  welchem  Gesetz  ins  Unendliche 
fortlaufen^  dabei  aber  durchweg  e7idlich  bleiben,  so  ist  der 
Ausdruck 

/•  cos  /     ,             >-^  cos  -2  t 
(6)  u  =  4,   +  A^  — ^-  +    ^2  — Jii r   •  •  • 


_     7-  sin  t 

eine  von  x,  y   abhängende  Function,    welche  samml  all  ihren  Ab- 
leitungen 

du         du        d^u         d^u 


dx  '       dy  '      dx^ '       dxdy'   '  '  ' 
innerhalb  der  gegebcfien  Kreisfläche  stetig  bleibt,  und  welche  aus- 
serdem der  Differentialgleichung 

d^u    ,    ^u  

dx'^         dy^ 
Genüge  leistet. 

Die  noch  unbestimmten  Constanten  A,  B  können  nun  der 
Art  gewählt  werden,  dass  die  Function  n  am  Rande  der  Kreis- 
fläche gegebene  Werthe  annimmt.  Ist  nämlich  f  (t)  eine  beliebig 
gegebene  reelle  Function  von  t,  welche  von  i  =  0  bis  <  =  27c 
stetig  auf  einander  folgende  Werthe  besitzt,  und  welche  für  <  =  0 
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ebenso  i,Mosis  isl,  wie  für  l  =  2  7t,  so  lassen  sich  die  ebeiigenaiiii- 
leii  Werlbe  durch  eine  Tonrier'schc  Reilie  von  i'olgcnder  Form 
darstellen : 

(7)  /•  (/)  =  (,„  +  a^  cos  t  +  rt,  cos  2t  +  .  .  . 

—  ^1  sin  t  —  b.,  sin  2t  —  ... 

lUe  Constanten  a,  ü  werden  sicli  nänilicli  jederzeit  so  bestimmen 
lassen,  dass  diese  Reihe  für  alle  Argumente  t,  welche  zwischen 
0  imd  2  TT  liegen,  von  gleichem  Werth  ist  mit  der  gegebenen 
Function  /"(O-*)  Die  Constanten  «,  b  werden  je  nach  Beschall'en- 
heit  der  gegebenen  Function  f  {t)  sehr  verschieden  ausfallen.  Im- 
mer aber  werden  diese  Constanten  durchweg  endlich  sein; 
denn  sonst  würde  die  Reihe  nicht  mehr  convergent,  mit  der  ge- 
gebenen Function  also  auch  nicht  mehr  von  gleichem  Werth  sein 
können. 

Wir  denken  uns  die  Werthe,  welche  f  (t)  von  t  =  0  bis 
t  =  2  %  besitzt,  am  Rande  der  gegebenen  Kreisfläche  aufge- 
pflanzt. Soll  nun  die  vorhin  aufgestellte  Function  u  (6)  am  Rande 
der  Kreisfläche  die  ebengenannten  Werthe  besitzen,  soll  also  die 
Function  u  für  r  =  R  identisch  werden  mit  f  (/) ,  so  nmss  man 
die  in  u  enthaltenen  noch  unbestimmten  Constanten  J,  B  gleich 
gross  nehmen  mit  denjenigen  Constanten  a,  b,  Avelche  in  der  Ent- 
wickelung  von  /"(/)  auftreten.  Und  solches  ist  erlaubt.  Denn  die 
in  u  enthaltenen  Constanten  A,  B  waren  nur  der  einen  Bedin- 
gung unterworfen,  durchweg  endlich  zu  bleiben;  diese 
Bedingung  wird  aber  von  den  Constanten  a,  ft,  wie  wir  bereits 
gesehen  haben,  erfüllt.     Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Satz: 

Sind  X,  y  die  Puncto  einer  Kreisflüche  ^,  so  existirt  jeder- 
zeit eine  reelle  Functiofi  von  oc,  y,  welche  am  Ra?ide  von  ^  be- 
liebig gegebene  Werthe  besitzt,  und  welche  gleichzeitig  im  Intiern 
von  ^  folgende  Eigenschaften  hat: 

I.  Die  Function  und  all  ihre  Ableitwigen  sind  stetig. 

II.  Die  Function   genügt  der  Gleichung  ^— j  -f-  ^-^  =  0. 

Denkt  man  sich  die  gegebenen  Randwerthe ,  sie  mögen  f  ge- 
nannt werden,  nach  der  Fourie raschen  Reihe  entwickelt: 


*)  Dass   die  hier   ausgesprochene  Behauptung  richtig  ist,  hat  be- 
kanntlich Dirichlet  mit  voller  Strenge  nachgewiesen. 
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f  =  «„  +  rt[  cus  /  +  «2  ^^'^  2  <-{-..  . 
—  b^  sin  <  —  6.,  sin  2  /  —  .  .  ., 

so  isl  die  in  Rede  siehende  Funclion,  sie  mmj  u  hcisseii,  /'olyende . 
,  r  cos  t     ,  r^  cos  2  t 

U    =     rt„    +    «j     — y^ \-    «2    ^^5 1-    ■    •    . 

,      >•  sin  t          ,     7-'  sin  2 1 
-  *'    -/^  -  '^^  — i^ •  •  • 

/^ler  stellt  R  den  Radius  der  Kreisfläche  vor;  ferner  sind  hier 
unter  r,  t  die  Polarcoordinaten  des  Punctcs  a:,  y  in  Bezug  auf 
den  Mitlelpunct  der  Kreisfläche  zu  verstehcfi. 

Dass  eine  den  gestellten  Bedingungen  genügende  P'unclion 
existirt,  ist  also  hier  auf  die  bündigste  Weise  dargetlian,  näm- 
lich dargethan  durch  die  wlrkliclie  Aufstellung  der  Function. 

Möglicherweise  könnte  ausser  der  hier  aufgestellten  Function 
u  noch  eine  andere  u^  vorhanden  sein,  welche  gleichfalls  die 
gegebenen  Randwerthe  f  und  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt. 
Alsdann  wird  die  Differenz 

w  —  t/j    =   M 

eine  Function  sein,  deren  Randwerthe  =  0  sind,  und  welche 
wiederum  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt.  Mit  Rücksicht  hierauf 
ergiebt  sich  leicht  folgende  Formel  (vergl.  Vorl.  S.  62] : 

Ä  Jt 

Hier  erstreckt  sich  die  Integration  links  über  die  Fläche  von 
Ä\  die  rechts  über  den  Rand  von  Ä;  ds  ist  ein  Element  dieses 
Randes,  und  n  die  auf  ds  errichtete  innere  Normale. 

Da  nun  die  Randwerthe  von  co  durchgängig  =  0  sind,  so 
geht  die  vorstehende  Formel  über  in 

Und  hieraus  folgt,  dass  die  Grössen   t^,    tt^  innerhalb  £  allent- 
°  Cx      cy 

halben  =0  sind,  dass  mithin  (a  selber  im  Innern  von  Ä  überall 

constant   ist.     Die   Function   co   hat   aber   am   Rande   von   £    den 

Werth  0;  ihr  constanter  Werth  im  Innern  von  £  kann  demnach 

kein  anderer  als  der  Werth  0  sein. 


in  Lrslei  Absclinill. 

Somit  zeiyl  sich ,  dass  die  Dillerenz 

;;  —  U^    =   CO 

nolliwemliycr  ^^  e-ise  J5'lcitli  Null  ist,  dass  also  iiflicn  u  kfiiu- 
andere  Function  vorbanden  sein  kann,  weicin;  den  yestclllcn  An- 
Inrdornngon  (lenüge  leistet.  W\v  können  denniaeli  zn"deni  vtn- 
liergelienden  Satz  noch  Folgendes  lügen: 

Es  exislirt  tuir  eine  einzige  Funclion,  welche  am  Rande 
der  Kreis  fläche  gegebene  Werthe,  und  im  Innern  derselben  die 
Eigenschaften  I,  II  besitzt. 

Wir  fahren  in  unserer  Untersuchung  Aveitei'  fort.  Nach  wie 
vor  mag  u  diejenige  Function  sein,  welche  am  Rantle  von  ^  <lie 
Werlhe  /",  ujid  im  Innern  von  ^  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt. 
Nelten  u  wollen  wir  gegenwärtig  noch  irgend  welche  amiere 
Function  ?7  betrachten,  die  am  Rande  von  ^  ebenfalls  die  Werlhe 
f  besitzen  soll,  von  welcher  wir  aber,  was  ihr  Verhalten  im  In- 
nern von  5?  anbelangt,  nur  voraussetzen,  dass  sie  daselbst  fiberall 
stetig  ist.*) 

Wir  bilden  das  über  die  Kreisfläche  ^  liinerslreckte  Integral 

und  bezeichnen  dasselbe  zur  Abkürzung  mit 

(1  a-)  II  (U) 

Setzen  wir  für  den  Augenblick  U=ti  -\-  6,  so  ergiebt  sich,  wenn 
wir  in  diesem  Integrale  ii  -\-  d  statt  f/ substituiren,  folgende  iden- 
tische Gleichung: 

Hin  -\-  d)  =  II{u)    +   n [8)    + 


s\  sx  si 


J  f     {öx  dx         du   du)  "^ 


oder,    wenn  wir  für  d  seine  eigentliche  IJedeutung   V  —  n  resti- 
tuiren : 


*)  Wir  nehmen  also,  wie  auch  in  Zukunft  bei  ähnlichen  Fällen 
wohl  zu  beachten  ist,  nur  an,  dass  die  Function  U  selber  steti;;-  ist, 
machen  aber  keinerlei  Voraussetzung  über  die  Stetigkeit  oder  Unstetig- 
keit  ihrer  Ableitungen. 
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(2)  Iliü)  =  Iliu.    +    IJiU-u)   +   2  1\ 

7T 
lolyciKlcs  liileyiul  IjczeicLiiel : 

,.,  rri  l'  l'  id{U—u)   du      .     fj{U~u)   du\ 


Nim  ist  iclciiliscli 

(-i) 

0  {U  ~  k)   ^m 


— »)  ^K    ^    [ffj ]   ^—1    (A7—     1  ^*- 

So;  öa;  ^o;    ^  c)a- J  ■  ^  cx- 


U  -  h)  ^m    ^    r  7/ \  ^1    /■//  —     \  — . 

^y       ^y        ^z/  L  '^•'/J        "        "  ^^* 

Da  !<  die  Eigeiistliafteii  J,  II  besitzt,   so  ist  dei'  Ausdruck 

d^u     .    C'u 

iuiierlialb  £  überall  =  0.  Substituirt  mau  also  die  Werlbe  (4) 
in  das  Integral  (3),  und  setzt  man  dabei  zur  Abkürzung 

(U-ii)  1^  =  a, 

^  '  ex 

SO  ergiebt  sieb: 

(B)  7'=jy{i +  !}-<',. 

Die  Function  u  besitzt  innerbalb  ^  die  Eigenscbaften  I,  II.    Dem- 

nach  sind  w,  75^,    ^  innerbalb  ^   überall  stetiif.    Gleiches 

ox^    öy 

gilt,  der  über  TJ  gemachten  Voraussetzung  zufolge,  auch  von  U. 
Und  Gleiches  gilt  mitbin  auch  von  den  in  (5)  hingestellten  Aus- 
drücken a  und  |3.  Zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Vorl.  S.  59) 
lässt  sich  daher  das  Integral  (6)  in  folgendes  Rand-Integral  ver- 
wandeln: 

m  7'=-/(»£  +  /j:^)''». 

.R 
Hier  ist  ds   ein   Element   des  Randes  von  it\    und    n  die  ntd  ds 
errichtete  innere  Normale.    Substituirt  man  schliesslich  für  a  und 
/3  ihre  eigentüchen  Bedeutungen  (5),  so  erhält  man: 
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(8,  7'^- /■(£/-„);;;;  .'^■. 

Der  Vüraiisselzung  zufolge  besitzt  aber  ü  am  liaiule  von  ^  die- 
selben Werlbe  wie  u\  deninacb  ist  ü — u  am  Haiule  von  Ä' 
überall  =  0.     Folglicb: 

(9)  T'=o, 

Somit  reducirt  sieb  die  vorbin  in  (2)  gefundene  Formel  auf: 

(10)        n{u)  =  n[u)  +  i/{u-u). 

Jt  Ä'  Ä' 

Hier  repräsentirl  U  irgend  eine  Function,  die  am  Rande  von  Ä 
gleicbwertbig  mit  n ,  und  im  Iiniern  von  ^  stetig  ist.  Solcher 
Functionen  U  giebt  es  oll'enbar  unejidlicb  viele.  Eine  unter  die- 
sen unendlich  vielen  ist  die  F'unction  u  selber. 

Beachtet  man ,  dass  die  mit  11  bezeichneten  Integrale  ihrer 
Bedeutung  zufolge  jederzeit  positiv  sind,  so  ergiebt  sich  aus  der 

vorstehenden    Formel   (10)   unmittelbar,    dass   11  (U)   grösser 

Ä 

als  11  (ii)  ist.     Eine   Ausnahme   hiervon   wird   nur   dann   einlre- 

ten,   wenn   zufälliger  Weise  11  (ü  —  ii)   gleich  0  ist;    letzteres 

Jt 

kann  aber,  wie  leicht  zu  übersehen  ist,  nur  dann  der  Fall  sein, 
wenn  U  —  u  gleich  0  ist,  also  nur  dann,  wenn  U  identisch  mit 
u  ist. 

Es   wird    daher  11  [TJ)   jederzeit    entweder    grösser    als 

11  (ii),   oder    gleich    11  (u)   sein.     Ersteres    wird  stattfinden, 
Ä'  St 

so  lange  U  verschieden  von  u,  letzteres,  falls  U  identisch  mit  u 
ist.     Sucht  man   also   unter   den   unendlich   vielen  Functionen  U 

diejenige   auf,   für    welche   das   Integral  11  am   kleinsten   ist, 

so  wird  die  so  erhaltene  Function  identisch  mit  u  sein.  Wir 
gelangen  somit  zu  folgendem  Satz: 
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Sind  X,  y  die  Puncte  einer  Kreisfläche  ^,  so  ivird  unter  den 
von  X,  y  auf  reelle  Weise  abhängendeji  Functionen  U,  welche  am 
Rande  von  ^  gegebene  fVerthe  besitzen,  wul  im  Innern  von  5? 
stetig  sind,    eine  vorhanden  sein,  für  welche  das  Integral 


oder 


mm-  m) '-'" 


¥'^) 


am  kleinsten  ist.    Diese  specielle  Function  U,   sie  mag  u  heissen, 
ist  ausgezeichnet  durch  folgende  Eigenschaften-. 

I  7     77   -7        VJ7  ■.  c'2<      du      c^ti        d^u 

I.  «   tind  all  ihre  Ablettimqen  ?r-,     t^-,    ;r— ,,     t- — —,    .  .  .  . 

^       ox^     oy      cx^      cxdy 

sind  innerhalb  ^  stetig. 

II.  ^—i   +  ^^-^  ist  innerhalb  ^  überall  =--  0. 
ox-         oy^ 

Wir  gehen  über  zur  Betrachtung  einer  beUehig  gegebenen 
Elenientarfläche  (v.  Es  sei,  ähnlich  wie  vorhin,  U  eine  Function 
von  X,  y,  welche  am  Rande  von  (S  gegebene  Werthe  besitzt,  und 
innerhalb  (5  stetig  ist,  welche  sonst  aber  hinsichtlich  ihrer  Ge- 
stall oder  Beschadenheit  keinerlei  Beschränkung  unterworfen  sein 
soll.     Das  über  die  Fläche  ©  ausgedehnte  Integral 


fsm-  m) "-'" 


oder 


Hm 

G 


kann  niemals  negativ  werden.  Unter  den  unendlich  vielen  Ge- 
stalten, dereii  die  Function  V  fähig  ist,  muss  demnach  eine  exi- 
stiren,  für  welche  das  Integral  am  kleinsten  ist.  Wir  wollen 
uns  denken,  diese  specielle  Gestalt  der  Function  V  sei  auf 
irgend  welchem  Wege  ermittelt  worden ;  sie  mag  bezeichnet  wer- 
den mit  u. 

Die  Function  V  ist  von  veränderlicher  Gestalt,  nur  ge- 
bunden durch  die  ihr  auferlegten  Randwerthe,  und  durch  den 
stetigen  Zusammenhang  ihrer  ßinnenwerthe.  Die  Function  u  hin- 
gegen ist  von  unveränderlicher  Gestalt;  sie  repräsentirt  die- 
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jeiiiyc    lit'stiiumle  (icslalt   der   Fuuclioii   U,    liir  vvelclu;  das  In- 
tegral   11  am    kloinslou  ist. 

Wir  betrachten  u  als  die  primitive  (ieslalt  \on  V;  w'w 
denken  nns  nämlich  die  Function  V  zu  Anfang  in  die  Gestalt  u 
versetzt,  und  lassen  sie  sodann  von  hier  ans  irgend  welche  an- 
dere Gestalten  durchlaufen,  die  iinierhalh  des  ihr  angewiesenen 
Spielraumes  liegen.  Diese  nachfolgenden  Gestalten  entstehen  aus 
der  primitiven  Gestalt  u  durch  Sclnvankungen,  die  entweder  total 
oder  partiell  sind,  d.  h.  durch  Schwankungen,  die  sich  entweder 
über  die  ganze  Fläche  (v,  oder  nur  über  ein  Stück  derselben 
erstrecken. 

Für  unsere  Zwecke  ist  es  angemessen ,  eine  gewisse  Art  par- 
tieller Schwankungen  eintreten  zu  lassen.  Um  die  Vorstellung  zu 
fixiren,  mag  auf  der  Fläche  (S  eine  in  sich  zurücklaufende  Ciu'v«' 
l  construirt  werden.  Durch  diese  wird  die  Fläche  in  zwei  Stücke 
%  und  3  zerlegt,  von  welchen  das  eine  %  ausserhalb,  das  an- 
dere 3  innerhalb  der  Curve  liegt.  Gleichzeitig  wird  dadurch  die 
Function  V  ebenfalls  in  zwei  Theile  zerlegt,  nämlich  in  denjenigen 
Theil,  welcher  auf  51,  und  in  den,  welcher  auf  3  ausgebreitet  ist. 
Der  erstgenannte  Theil  mag  nun  in  seiner  primitiven  Gestalt  er- 
starrt gedacht  werden;  der  letztere  hingegen,  nämlich  der  a>if 
3  ausgebreitete,  mag  beweglich  geblieben  sein. 

Die  Schwankungen  des  einen  Theiles  sind  dann  Null,  die 
Schwankungen  des  andern  hingegen  willkührlich,  wenigstens  will- 
kührlich  innerhalb  eines  gewissen  Spielraumes.  IJeide  Theile 
sollen  nämlich  (zufolge  der  über  U  gemachten  Voraussetzung)  zu- 
sammengenommen jederzeit  ein  stetiges  Ganzes  bilden.  Der  be- 
weglich gebliebene,  zu  3  gehörige  Theil  von  U  wird  demnach 
in  seinen  Schwankungen  einerseits  gebunden  sein  dinch  die 
ihm  am  Rande  voji  ;3  auferlegten  Werthe;  diese  müssen  jederzeit 
identisch  bleiben  mit  den  Werthen  des  angrenzenden  erstarrten 
Theiles,  also  identisch  bleiben  mit  denjenigen  Werthen,  welche 
die  Function  TJ  während  ihrer  primitiven  Gestalt  u  auf  jenem 
Rande  besitzt.  Andererseits  wird  der  beweglich  gebliebene 
Theil  von  U  in  seinen  Schwankungen  auch  noch  gebunden  sein 
durch  den  stetigen  Zusannnenhang,  welcher  zwischen  seinen  Wer- 
then im  Innern  von  ^  j<'»lcrzeit  stattfinden  muss. 
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llas  liilcnriil  JfiU)  ist  am    klein  - 1  fii ,  so   liiiigc   sirli   die 

Function  U  in  ihrer  primiliven  Gestalt  ti  hclindet;  es  wird  das- 
selbe also  wachsen,  sobald  sich  die  Function  V  m  Folge  der 
oben  besprochenen  partiellen  Schwankungen  von  ihrer  primitiven 
Gestalt  entfernt.     Das  Integral  besteht  aber  aus  zwei  Gliedern: 

11  [V)  =  iiiv)  +  n[u), 

von  welchen  das  erstere  bei  Eintritt  jener  Schwankungen  con- 
stant  bleibt.     Also: 

n  iV)   =  Const.   +  um. 

Das  Wachsen  des  Integrales  muss  demnach  seinen  Grund  haben 
in  einem  Wachsen  des  zweiten  Gliedes.  Wir  gelangen  somit  zu 
folgendem  Resultat: 

Das  Integral  11  ( U) ,    durch    w^elches    das    eben    genannte 

zweite  Glied  repräsentirt  wird,  ist  am  kleinsten,  so  lange  die 
Function  V  in  ihrer  primitiven  <Jestalt  u  bleibt,  und  wächst,  so- 
bald sie  sich  aus  jener  Gestalt,  in  Folge  der  besprochenen  par- 
tiellen Schwankungen,  entfernt.     Mit  andern  Worten: 

Das  Integral   LL  ist  für  die  Function  u  kleiner  als  für  jede 
3 
andere  Function,    die   am  Rande    von  ^  gleichtverlhig    7nil  u,   und 

im  hmern  von  ^  stetig  ist. 

Es  sei  p  ein  beliebiger  Punct  auf  der  gegebenen  Fläche  C5; 
ferner  sei  Ä  eine  um  p  herum  abgegrenzte  Kreisfläche,  welche 
vollständig  innerhalb  G  liegt.  An  Stelle  von  3  "i^''o  diese  Kreis- 
fläche Ä'  genommen  werden,  l'nter  allen  überhaupt  denkbaren 
Functionen,  welche  am  Rande  von  Ä  gleichwerlhig  mit  u,  und 
im  Innern  von  ^  stetig  sind,  wird  dann  ti  selber   diejenige  sein, 

für  welche  das  Integral  11  am   kleinsten  ist.     Zufolge   des   vor- 

hin  gefundenen  Satzes  (S.  13)  ist  daher  ?<  eine  Function,  welche 
innerhalb  ^  die  dort  angegebenen  Eigenschaften  I,  II  besitzt.  51 
repräsentirt  aber  das  Rereich  eines  auf  der  Fläche  (5  ganz  be- 
liebig  gewählten  Punctes  p.     Was   daher   für  ^,  d.  h.   für  das 
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Bereich  des  l'uiictes  />  gilt,  wird  auch  gelten  l'iir  das  Bereich 
eines  jeden  andern  zur  Fläche  ®  gehörigen  Pimctes,  also  gelten 
für  die  <;anzo  Fläche  (5:.  Somit  erhalten  Avir  folgenden  Salz: 
Versteht  man  imter  .t,  ij  die  Ptmcte  eitiei^  Elementar  fluche  ß", 
so  wird  unier  allen  auf  reelle  Weise  von  x,  y  abhängenden  Func- 
tionen U,  welche  am  Rande  von  ^  gegebene  Werthe  besitzen^  und 
im  Innern  von  ©  stetig  sind,  eine  existiren,  für  welche  das  Integral 


j'jwyHW"-'" 


oder 


(5 


a)n  kleinsten  ist.     /fiese  specielle  Ftmction  U,   sie  mag  u  heissen, 
ist  ausgezeichnet  dw~ch  folgende  Eigenschaften-. 

I.  ti  und  all  ihre  Ableitungen  ö^ ,    t^—,    ö~5  5    ^ — ö~i  •••  *'"" 

öcc      oy      ox-      oocoy 

innerhalb  (S  stetig. 

II.  ^  +   TT^  ist  innerhalb  (S  überall  =  0.*) 
ox^         oy'- 

Wir  gehen  weiter  vorwärts  in  der  begonnenen  Untersuchung. 
C$  und  u  mögen  dieselben  Bedeutungen  behalten,  wie  in  dem 
eben  angegebenen  Satz.  Auf  (S  denken  wir  uns  irgend  zwei 
Puncto  ö  und  p,  von  welchen  der  erstere  fest,  der  letztere  be- 
weglich sein  soll.  Zugleich  verstehen  wir  unter  K  eine  beliebig 
gewählte  reelle  Constante;  und  bilden  nun  folgendes  Integral: 


*)  Wollte  man  den  hier  angegebenen  Satz  über  die  Elementar- 
fläche auf  ganz  directem  Wege  nachzuweisen  versuchen,  nämlich 
zu  beweisen  versuchen,  ohne  zuvor  den  analogen  Satz  über  die  Kreis- 
fläche festzustellen,  so  würde  man  allerdings  leicht  zeigen  können, 
dass  die  der  Bedingung 

n^u)  =  Min. 

Genüge  leistende  Function  u  die  Eigenschaft  II  besitzt.  Dass  dieselbe 
aber  gleichzeitig  auch  die  Eigenschaft  I  besitzt,  würde  dabei  entweder 
zweifelhaft  bleiben,  oder  doch  nur  dargethan  werden  können  mit  Hülfe 
von  beschwerlichen  Nebenuntersnchungen. 

Der  von  mir  hier  eingeschlagene  indirecte  Weg  ist  jedenfalls 
durchaus  strenge,  und  wird,  wie  ich  glaube,  auch  was  seine  Uebersicht- 
lichkeit  anbelangt,  Nichts  zu  wünschen  übrig  lassen. 
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Die  Bahn  a  .  .  .  p  dieses  Integrales  soll  auf  die  Fläche  (5  he- 
schränkt  sein,  den  Rand  dieser  Fläche  also  nirgends  üherschrei- 
ten  dürfen;  sonst  aber  soll  sie,  abgesehen  von  ihrem  festen  An- 
fangspunct  « ,  sich  nach  Willkühr  bewegen  dürfen. 

Die  Grössen  i^,    J^  sind  zufolge  der  Eigenschaften  I,  II  auf 

Ox       oy  o  o 

der  Fläche  ©  überall  stetig.  Lassen  wir  also  den  beweglichen 
Endpunct  der  Bahn  h  .  .  .  p  weiter  vorrücken,  so  wird  sich  der 
Werth  des  Integrales  Schritt  für  Schritt  auf  stetige  Weise  ändern. 
Wir  denken  uns  zwei  Bahnen  6  und  a",  welche  von  dem 
angenommenen  festen  Punct  s  auf  verschiedenen  Wegen  fortlau- 
fen, welche  schliesslich  aber  in  ein  und  demselben  Punct  p  en- 
digen, und  bezeichnen  die  Werthe,  mit  welchen  das  Integral  v, 
je  nach  Durchlaufung  der  einen  oder  andern  Bahn ,  im  Puncte  p 
anlangt,  mit  v  und  mit  v" .  Die  beiden  Bahnen  (f  und  a"  bilden 
zusammengenommen  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve.  Ist  nun 
3  dasjenige  Stück  der  Fläche  6",  welches  innerhalb  dieser  Curve 
liegt,  so  wird  die  Differenz 
(2)  V  —  v" 

nichts  anderes  sein,  als  das  um  den  Rand  von  ^  herumerstreckte 
Integral 

Da  ;5-4  +  ö-^  auf  der  Fläche  (S  überall  =  0  ist,  so  stellt 

du    j  du 

^-  dy    —  öT-  «a; 
dx     ^  dy 

ein   Dilferential   vor,   welches  auf  (5,   mithin  auch  auf  ^  überall 

vollständig   ist.     Zugleich   sind   die  in  diesem  Differential  vor- 

handenen  Grössen  k^,    ö-  auf  ^   überall   stetig.     Daraus   folgt 

dx     dy  '^  °  ° 

(vergl.  Vorl.  S.  70),  dass  das  Integral  (3)  gleich  0,  dass  mithin 
die  Differenz  (2)  ebenfalls  gleich  0  ist.     Also: 

V    ==  v". 
Der  Werth,  mit  welchem  das  Integral   in  irgend  einem  Puncte  p 
ointrifTt,   ist   demnach  unabhängig  von   der   durchlaufenen  Bahn; 

Neumunri,  DirichlPt's  Princiii.  ^ 


(3) 
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er  wird  also  nur  oiihiinycn  von  der  L;igc  des  Piinctcs  />;  oder 
er  wird,  avciiii  die  Coordinateii  des  Punctes  p  mit  x,  y  bezeich- 
net werden,  nnr  ahhäniien  von  .r,  y.  Somit  ergiel)t  sich  Fol- 
gendes: 

Das   von    (h'ni    angenonnnenen   Punct   ö   ansgehende    nnd    in 
seiner  Bewegnng  anf  die  Fhlchc  (f  beschränkte  [nlegral 

(4,  ,  =  ^+j'(g,„_grf.) 

repräsentlrt,  falls  man  die  Coordinaten  ffir  den  Pnncl  p,  d.  i.  für 
den  beweglichen  Endjinnct  seiner  IJalni  mit  .r,  y  bezeichnet,  eine 
von  .r,  y  abhängende  Finiction,  welche  fnr  jede  Lage  dieses 
Punctes  immer  nnr  einen  Werth  besitzt,  und  welche  sicli  l)ei 
weiterem  Vorrücken  des  Punctes  Schritt  für  Schritt  auf  stetige 
Weise  ändert.  31it  andern  Worten:  Jenes  Integral  v  ist  eine 
von  a:,  y  abhängende  P'unction,  die  auf  der  Fiäclie  (5  idicrall 
eindeutig  und  stetig  ist. 

Aus  (4)  folgt:   - 

j  du  du 

dv  =  ?:-  au  —  w-  dx, 
px      -'  öy 

mithin : 

dv   du  dv    du 

dy         dx''       ■  dx  '  dy 

Daraus  folgt,  dass  u  +  ??>  eine  Function  vorstellt,  die  n«ir  von 
dem  einen  Argument  .t  +  iy  abhängig  ist  (vgl.  S.  4).  Es  mag 
noch  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  v  eine  willkfdir- 
liche  Constanto  K  enthält.  Durch  geeignete  Wahl  von  K  wird 
man  also  bewirken  können,  dass  v  in  irgend  einem  Puncte  der 
Fläche  CS  einen  vorgeschriebenen  Werth  annimmt.  Deachten  wir 
dieses,  so  gelangen  wir  schliesslich  zu  folgendem  Theorem. 


Erstes  Theorem. 

Versteht  man  unter  x,  y  die  Puncte  einer  Elementarßäche 
(2,  so  lässt  sich  auf  dieser  Flache  immer  eine  rnn  x  -\-  i  y  ab- 
hängende Function  u  -f-  iv  ausljrcilcn ,  welche  folgende  Bedingun- 
gen erfidlt: 

1.  ti  -\-  iv  ist  auf  (£■  iiherall  stetig. 

2.  u  hat  am  Bande  von  (5  beliebig  gegebene    Werthe. 
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3.  V  hat  in  liegend  einem  einzelnen  Pimct  von  (S  eitlen  vor- 
geschriebenen   Werth. 

Zusatz.  Es  exislirt  immer  mir  eine  einzige  Function  ?<  +  ''S 
welche  diesen  Bedingungen  Genüge  leistet. 

Um  den  eben  ausgesprochenen  Zusatz  zu  beweisen,  wollen 
wir  anneinnen,  es  cxistirten  zwei  Functionen  u  +  iv  und  u^  +  »'j, 
weiche  jenen  Bedingungen  Genüge  leisten.     Die  Differenz 

{u  +  ir)  —  (»j   +  ü'i)  =  CO  -\-  iO- 
wird  dann  folgende  Eigenschaften  besitzen: 

1.  w  +  id'  ist  eine  von  x  -f  iy  abhängende  Function,  welche 
innerhalb  (5  überall  eindeutig  und  stetig  ist. 

2.  CO  ist  im  Rande  von  (v  überall  gleich  0. 

3.  &  ist  in  einem  einzelnen  Punct  der  Fläche  (v  gleich  0. 
Da   CO  am   Rande   von  @   überall  =  0  ist,    so  wird  das  in 

positiver  Richtung  über  den  Rand  von  (5  hinerstreckte  Integral 


/ 


codd- 

(V 

ebenfalls  =  0  sein.  Hieraus  folgt  nach  bekanntem  Satze  (Vorl. 
S.  129),  dass  die  Differenz  co  +  id-  auf  der  Fläche  (S  einen 
überall  constanten  Werth  hat.  Dieser  constante  Werth  kann 
aber,  weil  co  am  Rande,  und  0^  in  einem  einzelnen  Punct  gleich 
0  ist,  kein  anderer  als  der  Werth  0  sein.  Somit  ergiebt  sich. 
dass  die  Differenz  co  +  id-  überall  =  0  ist;  mit  andern  Worten, 
dass  nur  eine  einzige  Function  n  -\-  iv  vorhanden  sein  kann, 
welche  den  im  Theorem  angegebenen  Bedingungen  Genüge  leistet. 


Die  eben  durchgeführte  Untersuchung  hat  ihren  Schwerpunct 
in  dem  reellen  Theil  von  u  -f  i'v,  nämlich  in  der  Function  tt. 
Fst  die  Existenz  dieser  Function  einmal  dargethan ,  so  ergiebt  sich 
alles  Uebrige  von  selber.  Um  die  Existenz  von  u  nachzuweisen, 
haben  wir  uns  des  Integrales: 


um-  m)  -^ 


bedient.     Dieses   Integral   musste,    falls  man   die  Function  U  auf 
ein   gewisses   Gebiet  von    (ieslaltcn    beschränkt,    für   irgend   eine 

2* 
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dieser  Gestalten  ;iin  kleinsten  sein;  und  hieraus  ergab  sich  daini 
die  Existenz  der  in  Rede  stehenden  Function  u. 

Das  Princip  unserer  Untersuchung  besieht  also  darin,  dass 
die  Existenz  einer  mit  vorgeschriebenen  Eigenschaften  behafteten 
Function  aus  einem  gewissen  Integral  gefolgert  wird,  welches 
nothwendigerweise  einen  Minimale  erth  besitzen  muss.  Dieses  Prin- 
cip ist  von  Dirichlet  in  seinen  Vorlesungen  über  die  dem  umge- 
kehrten Oiiadiat  <lcr  Entfernung  proporlinal  wirkenden  Kräfte 
niitgetheilt  worden*);  und  wird  demgemäss  von  Riemann  das 
Dirichlet'sche  Princip  genannt. 

Dasselbe  Princip  wird  nun  auch  bei  den  folgenden  Unter- 
suchungen fortwährend  zur  Anwendung  kommen.  Nur  wird  das 
dabei  benutzte  Integral  den  Unisländen  gemäss  zuweilen  durch 
ein  anderes  von  Riemann  angegebenes  Integral  ersetzt  werden 
müssen,  durch  ein  Integral,  dessen  Entdeckung  von  grosser  Wich- 
tigkeit war,  welches  aber  in  Riemann's  grossartigem  Werk  nur 
ein  unbedeutender  Stein  ist  im  slaunenswerthen  Gefüge  des 
Ganzen. 


Zweiter  Abschnitt.    Ueber    die  Reduction  einer  Riemann'schen 

Kugelfläche  auf  ein  System  von  Elementarflächen ,  und  über  die 

bei  dieser  Reduction  auftretenden  Invarianten, 

Eine  Riemaim'sche  Kugelflächc  kann  jederzeit  reducirt  wer- 
den auf  ein  System  von  Elementarnächen.  Denken  wir  uns  näm- 
lich auf  der  gegebenen  Riemann'schen  Kugelfläche  irgend  einen 
Punct  a  -\-  ib,  und  grenzen  wir  um  diesen  Punct  herum  ein  klei- 
nes Flächenstück  ab,  welches,  je  nachdem  der  Punct  a  -\- ib 
ein  gewöhnlicher  oder  ein  Windungspunct  ist,  entweder  keinen 
oder  nur  diesen  einen  Windungspunct  enthält,  so  wird  sich  das 
Flächenstück  durch  stetige  Umformung  verwandeln  lassen  in 
eine  Elementarfläche.  Ist  a  -f  ib  verschieden  von  oo,  so  lässt 
sich  diese  Umfornnmg  der  Art  bewerkstelligen,  dass  jeder  zum 
Flächenstück  gehörige  Punct  x  -f-  iy  in  denjenigen  Punct  ^  -\-  ii] 
der  Elementarfläche  übergeht,  welcher  mit  ihm  durch  die  Re- 
lation 


*)  Vergl.  Riemanns  Ahhanflliin«:  (Borchardts  Journal  Bd.  54.  S.  111.). 
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(1)  ^   +  irj  =  f{x  +   iy)  —  (ö   +  ib) 

verbunden  ist,  wo  m  eine  gewisse  positive  ganze  Zahl  vorstellt, 
deren  Bedeutung  sogleich  angegeben  werden  soll.  Ist  andererseits 
a  -\-  ib  verschieden  von  Ö,  so  lässt  sich  die  in  Rede  stehende 
Umformung  der  Art  bewerkstelligen,  dass  die  genannten  Puncte 
X  +  iy  und  ^  +  it]  mit  einander  verbunden  sind  durch  die  Re- 
lation : 

(2)       !  +  '■.;= y^„  -  7^. 

Die  Zahl  m  stellt  die  Anzahl  von  Blättern  vor,  welche  bei  dem 
betrachteten  Flächonsti'ick  im  Punct  a  ■{■  ib  mit  einander  zusam- 
menhängen; sie  wird  also  =  1  sein,  falls  a  -{■  ib  ein  gewöhn- 
licher Punct  ist,  hingegen  =  2,  3,  4,  .  .  .  sein,  falls  a  -\-  ib 
ein  Windungspunct  erster,  zweiter,  dritter,  u.  s.  w.  Ordnung  ist 
(Vorl.  Seite  236). 

Die  correspondirenden  Puncte  des  betrachteten  Flächenstücks 
und  der  daraus  durch  stetige  Umformung  entstehenden  Elemen- 
tarfläche sind,  wie  wir  sehen,  je  nach  den  Umständen  entweder 
durch  die  Relation  (1)  oder  durch  die  Relation  (2)  mit  einander 
verbunden;  immer  sind  sie  also  mit  einander  verbunden  durch 
eine  Relation  von  der  Form 
(3)  I  -j-  iti  =  (p{x  +  iy); 

d.  h.  ^  -{-  tri  ist  niemals  an  x  und  y,  sondern  immer  nur  an 
das  eine  Argument  x  -f  iy  gebunden. 

Das  betrachtete  Flächenstück  und  die  daraus  durch  Umfor- 
mung entstehende  Elementarfläche  sind  unter  einander  identisch, 
nämlich  als  zwei  verschiedene  Zustände  ein  und  derselben  Fläche 
zu  betrachten.  Zur  Unterscheidung  nenne  ich  den  ersteren  Zu- 
stand den  ursprünglichen,  den  letzteren  den  natürlichen. 
Für  ein  und  denselben  Punct  werden  mithin  a-,  y  die  ursprüng- 
lichen, und  'S,,  ■)]  die  natürlichen  Coordinaten  zu  nennen  sein. 

Wir  wollen  uns  das  Flächenstück  zur  Zeit  seines  ursprüng- 
lichen Zustandes  mit  irgend  welchen  Functionswerthen  belastet 
denken;  ob  dieselben  von  x  und  y  abhängen,  oder  ob  sie  nur 
von  dem  einen  Argument  x  +  iy  abhängig  sind,  ist  gleichgül- 
tig. Diese  Werthe  mögen  mit  den  Puncten  des  Flächenstückes 
unlöslich  verbunden  sein;  so  dass  der  in  jedem  einzelnen  Punct 
vorhandene  ^Yerth  —  gleichgültig  ob  das  Flächenstück  in  seinem 
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ursprünglichen  Zustande  verharrt,  oder  ob  es  in  seinen  naliu'- 
lichen  Zustand  ühcrgeiit  —  immer  ein  und  derselbe  bleilit.  Mit 
Rücksicht  auf  diese  beiden  Zustände  ergeben  sich  lür  die  be- 
trachteten Functionswerthc  zwei  verschiedene  Arten  von  Ablei- 
tungen, niimiich  einerseits  die  Ableitungen  nach  den  ursprüng- 
lichen Coordinaten  a;,  y,  und  andererseits  diejenigen,  welche 
nach  den  natürlichen  Coordinaten  ^,  rj  gebildet  sind.  Die 
einen  werden  wir  erhalten,  wenn  wir  uns  das  Fläclienstück  im 
ursprünglichen  Zustande  denken,  die  andern,  wenn  wir  uns  das- 
selbe in  den  natürlichen  Zustand  versetzt  denken.  Der  Kürze 
willen  sollen  die  ersteren  die  ursprünglichen  Ableitungen^ 
die  letzteren  die  natürlichen  Ableitungen  genannt  werden, 

Bekannt  ist  folgender  Satz  (Vorl.  S.  91): 

Sind  X,  y  die  Piincte  einer  gegebene?i  Elemcnlarßäche  (5,  und 
ist  f[x  +  iy)  eine  von  x  -{-  iy  abhängende  Function^  welche  auf 
(S  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  so  gilt  Gleiches  auch  von  den 
Ableitungen  dieser  Functionen ^  d.  i.  von  f  {x  -f-  iy),  f"[x  H-  itj), 
f"{x  +  iy),  u.  s.  7v. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auf  die  Riemann'schen  Flächen  aller- 
dings nicht  unmittelbar  übertragen,  wohl  aber,  wenn  man  ge- 
wisse Modificationen  eintreten  lässt,  in  folgender  Weise: 

Es  sei  (S  irgend  ein  Theil  einer  Riemann'schen  Kugelfläche, 
und  f  eine  von  x  -\-  iy  abhängende  Function,  welche  auf  <3 
überall  eindeutig  imd  stetig  ist.  Wir  betrachten  auf  dem  ge- 
gebenen Flächentheil  ©  einen  beliebigen  I'unct,  und  grenzen  um 
diesen  Punct  herum  ein  Flächenstück  3  ^^^'  welches  nicht  mehr 
als  höchstens  einen  Windungspunct  enthält;  gleichzeitig  bezeich- 
nen wir  mit  (S  diejenige  Elementarfläche,  durch  welche  der  na- 
türliche Zustand  dieses  Flächenstücks  dargestellt  wird.  Demge- 
mäss  mögen  die  beiden  ßilder,  welche  das  Fläclienstück  sannnt 
den  darauf  ausgebreiten  Werthen  von  f  in  seinem  ursprünglichen 
und  in  seinem  natürlichen  Zustande  darbietet,  angedeutet  werden 
durch 

und  durch 

((£•,    ^  +  in.    n- 

Nach  der  gemachten  Voraussetzung  ist  /  eine  Function  von  x  +  iy, 
(las  Binom  x  +  i y  ist  aber  seinerseits  [zufolge  (3)]  abhängig  von 
I  +  it}-,  demnach  wird  /"  auch  angesehen  werden  können  als  eine 
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Function  von  |  -}-  / )].  Diese  von  §  +  ir}  abhängende  Function  f 
ist,  weil  sie  der  Voraussetzung  nach  auf  ;3  überall  eindeutig  und 
stetig  sein  sollte,  auf  der  Elemcntarfläche  (5  ebenfalls  überall 
eindeutig  und  stelig.  Gleiches  gilt  daher,  zufolge  des  eben  an- 
geführten Satzes,  auch  von  den  Ableitungen  f{^-{-  irj),  f'{i  +  ir]), 
f"{^  +  ^'v)  u-  s.  w.,  d.  1.  von  den  natürlichen  Ableitungen. 
Das  Resultat,  zu  >velchem  wir  hicinil  gelangt  sind,  bezieht  sich 
auf  das  Flächenstück  3»  ^'-  '•  '^iif  i'as  Bereich  eines  Punctes,  wel- 
cher auf  dem  gegebenen  Flächenlheile  ©  beliebig  gewählt  war; 
denniaeh  wird  jenes  Resultat  gültig  sein  für  den  ganzen  ge- 
gebenen Flächentheil.     Wir  haben  mithin  folgenden  Satz: 

Versteht  man  unter  ©  irgend  einen  Theil  einer  Riemann' sehen 
Kugel  fläche,  ferner  imter  o;,  y  die  zu  (3  gehörigen  Puncte^  und 
ist  f  eine  von  x  +  iij  abhängende  Functiofi,  fvelche  auf  ^  überall 
eindeutig  und  stetig  bleibt,  so  wird  Gleiches  auch  gelten  von  den 
natürlichen  Ableitungeti  dieser  Function. 

Die  Modification ,  welche  bei  der  Uebertragung  des  vorhin 
angeführten  Satzes  von  einer  Elementarfläche  auf  eine  Riemann- 
sche  Fläche  erforderlich  ist,  besteht  also,  wie  wir  sehen,  darin, 
dass  an  Stelle  der  ursprünglichen  Ableitungen  die  natürlichen 
Ableitungen  zu  setzen  sind. 

Es  sei,  ebenso  wie  bisher,  3  irgend  ein  Stück  einer  Rie- 
mann'schen  Kugelfläche;  ferner  mögen 

(3'  ^>  y) 

und 

(<ä,  h  n) 

die  beiden  Bilder  sein,  welche  dieses  Flächenstück  zur  Zeit  seines 
ursprünglichen  und  zur  Zeit  seines  natürlichen  Zuslandes  darbie- 
tet. Zwischen  je  zwei  correspondirenden  Puncten  x,  y  und  ^,  ri 
findet  dann  eine  Relation  von  der  in  (3)  angegebenen  Form  statt: 

(4)  §  +  /»;  =  cp{x  +  iy) 
Daraus  folgt: 

(5)  ^=:^  ^J_^:^0 

^  '  dx         dy'        dy         dx 

Zufolge  der  Relation  (4)  kann  man  aber  auch  umgekehrt  x  -f  iy 
als  eine  Function  von  %  +  iri  betrachten.  Alsdann  ergiebt  sich: 
(n\  ^  ^  dx     .     dy   /^ 

^^'  d^—  dn'      d^  "^  dl  —  ^- 
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Wir  bezeichnen  die  Functionaldeterminante   von  x,  y  nach  §,  t] 

mit  B: 

/yN  dx    dy^  dx    dy_  „ 

alsdann  ergiebt  sich  aus  (6): 

dx  dx    ,    dx  dx  p 

dldi  "^  ä^  ä^  ■"  '^' 

/ov  dy_dy_     .     dy^  dy  ^ 

^^^  ai  ai  "^  a»j  ar/  —  ^' 

dxdy_     ,     dxdy_  p. 

ai  ai  "^  dv  dri  —  "• 

Ferner  folgt  aus  (6): 

a^    ,    a^ ^ 

(9)  ^^'         ^'J'  ~" 

a^  1  av /^ 

aa^  ^  ar  "~ 

Es  mögen  x,  y  und  a;  +  rfa:,  y  +  dy  zwei  benachbarte 
Puncte  auf  ^  sein,  ferner  mögen  §,  ■>?  und  |  +  (/|,  »;  +  dtj  die 
correspondirenden  Puncte  auf  (S  sein.  Die  Entfernung  der  beiden 
ersten  Puncte  mag  dr,  die  der  beiden  letztern  dQ  genannt  wer- 
den; also 

dr^  :=:  dx'^   +   dy"^, 

Die  Differentiale  dx,  dy  können  durch  die  Differentiale  d^,  dr] 
in  folgender  Weise  ausgedrückt  werden: 

rfo;  =  ^  rfl  +  g^  "1. 

Hieraus  aber  folgt  mit  Rücksicht  auf  (8)  augenblicklich: 

r/a:2   -f   dy^  =  i?(r/|2   ^   dt]"^) 
d.  i. 

(10)  dr  =  ]/R  .  dg. 

Wir  wollen  uns  nun  auf  3  ein  unendlich  kleines  Dreieck 
conslruirt  denken;  seine  drei  Seilen  seien  dr,  dr\  dr".  P'erner 
mögen  dg,  dg,  dg"  die  Seiten  des  correspondirenden  Dreiecks 
auf  (5  sein.     Zufolge  (10)  ist  dann: 

dr  =  j/r  .  dg, 
dr  =  j/r  .  dg, 
dr"  =  i/R  .  dg". 
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Die  beiden  Dreiecke  sind  milliin  einander  äbniich.  Wir  haben 
daher  folgenden  Satz: 

Die  heicleii  Bilder^  welche  irgend  ein  Stück  einer  Riemann^scheti 
Kugelfläche  zur  Zeit  seines  ursprünglichen  und  zur  Zeil  seines 
natürlichen  ZuStandes  darbietet^  sind  in  ihren  kleiristen  Theilen 
einander  ähnlich. 

Es  seien  V,  V,  W  irgend  welche  Functionen  von  x,  jj,  die 
bei  ihrer  Ausbreitung  auf  der  betrachteten  Riemann'schen  Kugel- 
fläche innerhalb  des  Flächenstückes  3  überall  eindeutig  sind.  Die 
beiden  Bilder,  welche  dieses  Flächenstück  sammt  den  genannten 
Functionswerthen  zur  Zeit  des  ursprünglichen  und  zur  Zeit  des 
natürlichen  Zustandes  darbietet,  mögen  bezeichnet  werden  mit 

(3,  X,  y,    U,    V,    W) 
und  mit 

(6-,  ^.  n,  iJ,  V,  w). 

Die  Werthe  von  ü,  V,  W  werden  dann  in  jedem  Punct  |,  rj 
dieselben  sein,  wie  in  dem  correspondirenden  Punct  x^  y. 

Wir  betrachten  auf  3  irgend  drei  einander  unendlich  nahe 
Punete  «,  ö,  c,  und  bezeichnen  die  correspondirenden  Puncte 
auf  (v  mit  «,  ß,  y.  Sind  l/„,  Hb,  TJc  und  üa,  üß,  Uy  die  Werthe, 
welche  die  Function  ü  in  diesen  Puncten  besitzt,  so  wird 

V„=Ua,  Ub=U^,  Uc=Uy, 

mithin 

(11)  Ui,    —     Ua    =    Up    -     Ua 

sein.  Zufolge  des  letzterhaltenen  Satzes  (über  die  Aehnlichkeit 
der  kleinsten  Theile)  werden  die  Linienelemente  «  6 ,  ac  propor- 
tional sein  mit  den  correspondirenden  Linienelementen  ß/3,  ciy; 
also : 

^^^^  ab  —  uß' 

Aus  (11)  und  (12)  folgt  nun  unmittelbar: 

(13)  1tZj^.„,^^^l^..y. 

ab  aß 

Der  Quotient     ^  ~ 1  ist  nichts  Anderes,  als  der  Differential- 

ab 

Quotient   von   ü  nach  der  Richtung  ab,    und    kann  daher, 
wenn  man  das  Linienelement  ab  gleich  '//setzt,  bezeichnet  wer- 
den mit  -J-.    Desgleichen  wird   der  Quotient  — '*-^ — -,  falls  man 
dr  °  ^  aß 
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das  Linieneleiiiout  aß  gleich  (Iq  selzt,  zu  bezeichnen  sein  iiiil 
' — .    Tliiit  man    dies,    und   setzt   man    ausserdem  ac   gleich    <ir', 

(IQ 

und  ay  gleich  tl(i\  so  gewiinit  die  Formel  (13)  lolgendes  Aussehen: 

....  dU      ,  ,         (W      ,  , 

(1-1)  -,7  .  dr  ^  --^  .  d^ 

Der  dem  ursprünglichen  Zustande  zugehörige  Aus- 
druck V    dr   ist  also  ebenso  gross,  wie  der  corrcspo  n- 

dr 

dir  ende  Ausdruck  für  den  natürlichen  Zustand;  es 
kann  demnach  dieser  Ausdruck  eine  Invariante  geuanu  l 
werden. 

Iliebei  sind  zahlreiche  Specialfälle  zn  erwähnen.  Wir  kön- 
nen z.  ß.  für  dr  ein  mit  der  x  Achse  paralleles  Linienelement  dx^ 
und  gleichzeitig  für  dr  ein  mit  der  //Achse  paralleles  dy  neh- 
men; für  d^,  d^  werden  dann  die  mit  dx^  dy  correspondiren- 
den  Linienelemente  dS,,    dr]    zu    setzen  sein.     Die   Formel    (14) 

verwandelt   sich   daher   in   diesem  Fall   in  ^-  du  =  ^^  dti.     in 

ox     -^         dt,      ' 

ähnlicher  Weise  ergeben  sich  sämmtliche  Formeln  des  nachfol- 
genden Systemcs: 

du   ,    dv   ,.    du  ,        du  j 
^  dx  =  ^  rf|,    ^  rfy  =  ^  dn, 

fl5)      ^  du  -^^  dv  ^  dx~^-^  da 

dU    ,  dU    ,        dU    ,      dU    , 

-j-  ds  =   -y-  da,  -T-  ds  =  -.-  da. 

ds  da  an  dv 

In  den  beiden  letzten  sollen  unter  ds  und  da  zwei  correspon- 
dirende  Elemente  der  Randcurven  von  3  i'"*'  ^'  verstanden  wer- 
den; gleichzeitig  sollen  dfi  und  dv  die  auf  (/6' und  (/(7  eriichtelen 
Innern  Normalen  vorstellen. 

.Uis  (15)  ergeben  sich  nun  weitere  Formeln  ,  durch  Integra- 
tion, so  z.  li.  folgende: 

wo  (he  Integration  links  um  den  Hand  von  3.  •ü'-'  rechts  um  den 
von  (5  einmal  herundäuft. 
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Die  Ausdrüclve  (15)  und  die  Iiileg ralc  (IG),  (17)  sind 
also'  cbenralls  Invarianten. 

Wir  werden  soyleich  nocii  andere  Invarianlen  keimen 
lernen.  Da  U  eine  Fnnction  von  x,  y  ist,  nnd  x,  y  ilnerseits 
abhängig  sind  von  §,   t],  so  ergicbt  sicii: 

dJl  _  du  dx_        du  dy 
dl.  ^  dx  d%  ^  dydV 


du 

dri   - 

_  du  dx 
dx  dri 

,     dU_  dj/ 
"*"   dy  dv' 

oder 

niil 

Hücksicht  auf 

(6): 

du 

du  dx 

du  dx 

(18) 

du 
dn  - 

dx  d^ 

_  du  dx 
~  dx  drj 

dy  dn' 
du  dx 
"^   dyd^- 

libenso  erhält 

man  l'ür 

die  Function    V  die  Gleichungen; 

dv 

dF  dx 

dV  dx 

(18a. 

) 

ar  _ 

dt] 

dx  dk        ^y  a»j' 
dVdx         dV  dx 
dx  dr]   ''"   dy    d^' 

Erhebt  man  die  Gleichungen  (18)  zum  Quadrat,  und  addirt,  so 
eriiäU  man  mit  Uücksiciit  auf  (8): 

Ferner  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Gleichungen  (18)  und  (18a.) 
mit  einander  multiplicirt,  nnd  dabei  wiederum  Rücksiclit  nimmt 
auf  (8): 

^^'  d'gd^    '^   dv  dv  ~  [dx  dx    +    dy  dy)' 

(21)  ^^  ^  —  ^^  ^Z  =  ji     /^^  ^  __  ^  ^\ 

dl  dv         dv  dl  '  \dx  dy         dy  dxj' 

Endhch  ergiebt  sich,  wenn  man  zu  den  zweiten  Diflerenlial- 
quotienten  übergeht,  und  die  Formehi  (6),  (7),  (8),  (9)  benutzt, 
mit  leichter  Mühe: 

Nun  ist  zufolge  (10):  R  =  y^.    Substituirt  mau  diesen  Werlh  in 

die  Formeln  (19),  (20),  (21),  (22),  so  gcwiimen  dieselben  fol- 
gendes Aussehen: 
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<-)  w  +  (^D■'}"^■^  =  WM^:y}"^^ 
,^.,     (du  dV  du  dV\    ,  -i  _  (dl[dV  dU_dV\        „ 

Die  in  diesen  vier  Formeln  enthaltenen  Ausdrücke 
sind  also  ebenfalls  Invarianten. 

Da  W  eine  Function  von  cc,  y  vorstellen  soll,  und  a-,  y 
ihrerseits  abhängig  sind  von  ^,  »?,  so  ist  bekanntlich 

(27)  CCwdxdy=     l  iwRd'idn. 

vorausgesetzt,  dass  man  unter  R  nach  wie  vor  die  Functional- 
determinante  von  x,  y  nach  ^,  ^  versteht.  Die  Grenzen  der  In- 
tegration sind  hier  beliebig;  nur  muss  das  Integrationsgebiet  des 
einen  Integrales  correspondiren  mit  dem  des  andern.  Wir  wer- 
den demnach  das  eine  Integral  über  ^,  das  andere  über  fö  hin- 
erstrecken können;  also: 


(28,                    j 

i 

Wdxdy  - 

— ' 

/  /  wn 

didTi. 

Nehmen  wir  nun 

an 

Stelle  der  beUehigen 

Function 

W 

successive 

die  Ausdrücke: 

(dUY 

\dx) 

dudv 

+ 
+ 

(duy 

\dy)^ 
dUdV 

dx  dx 

dydy' 

du  dV 

du  dv 

dx  dy 

dy  dx'' 

dw 

+ 

dw 

dx" 

dy-"' 

so  erhalten  wir,    mit   Rücksicht   auf  (19),    (20),    (21),    (22),    fol- 
gende Formeln: 
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'«^'  //p + 0}  '-■  ^^ = um  + 11}  "^^"- 


3  6- 

1  diesen  v  i  e  r  F  o  r  ni  c  1  ii  a  u  f ; 
sind  demnach  wiederum  Invarianten 


Die  in  diesen  vier  Formeln  aufgeführten  Integrale 


Dritter  Abschnitt.     Functionen  von  x  +  iy ,  welche  auf  irgend 
einem  Stück  einer  Riemann'schen  Kugelfläche  stetig  sind,   und 
deren  reelle  Theile  am  Rande  dieses  Flächenstücks  vorge- 
schriebene Werthe  besitzen  sollen. 

Es  sei,  ebenso  wie  bisher,  3  irgend  ein  Theii  einer  Rie- 
mann'schen Kugelfläche,  welcher  sich  durcli  stetige  Umformung 
in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzen  lässt.  Ferner  sei  V  irgend 
eine  reelle  Function  von  x,  y^  welche  auf  ^  ausgebreitet,  und 
daselbst  überall  eindeutig  ist.  Diese  Function  JJ  mag  von  ver- 
änderlicher Gestalt,  und  nur  dadurch  gebunden  sein,  dass  sie 
am  Rande  von  ^  gegebene  Werthe,  und  im  Innern  von  3  stetig 
sein  soll.     Das  über  3  ausgedehnte  Integral 

3 
kann,  weil  TJ  reell  sein  soll,  niemals  negativ  werden.  Unter  den 
verschiedenen  Gestalten,  welche  TJ  annehmen  kann,  muss  dem- 
nach eine  existiren,  für  welche  das  Integral  am  kleinsten  ist. 
Diese  specielle  Gestalt  von  U  mag  u  heissen;  u  wird  dann  eine 
gewisse  Function  von  x^  y  sein,  welche  unveränderlich  ist. 
Das  Integral  (1)  ist,  wie  wir  vorhin  gefunden  haben(S.  28), 
eine  Invariante.  Bezeichnen  wir  also  die  beiden  Bilder,  welche 
das  Flächenstück  3  sammt  den  darauf  ausgebreiteten  Functions- 
werthon  V  zur  Zeit  des  ursprünglichen  und  ztn-  Zeit  des  natür- 
lichen Zustandes  darbietet,  mit 

(3,  ^.  y.  u) 

und  mit 

(©,  l,  n>  u) 

so  wird  dss  Integral  (1)  von  gleichem  Werth  sein  mit  folgendem. 
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Dieses  über  die  Eleinenlnrnächc  Cr  hinorstrecklc  Integral  (2)  wird 
demnach,  ebenso  wie  das  Integral  (1),  für  die  Function  h  kleiner 
sein,  als  für  jede  andere  Function  U,  welche  am  Rande  von  (S: 
mit  u  gleichwerthig  nnd  im  Innern  von  ©  stetig  ist.  Aus  einem 
früheren  Satz  (S.   16)  ergiebt  sich  daher 

I.  dass  die  Function  u  sammt  all'  ihren  Ableitungen  ^tt»  ^i—  , 

(-11         d^U  f.    rc       IL-        •    » 

II.  dass  1^  +  1^  auf  G  überall  =  0  ist. 

Diese  Eigenschaften    der  Function  n    beziehen    sich  zunächsl 
nur  auf  das  natürliche  Bild 

((S.  ^  n,  «).. 

Will  man  dieselben  übertragen  auf  das  ursprüngliche  Bild 

(3.  ^',  y^  «)) 

so  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  der  Ausdruck 

W  +  ä?J  '^^' 

eine  Invariante  ist  (S,  28).  Dieser  Ausdruck  ist  zufolge  der 
II.  Eigenschaft  innerhalb  (£•  überall  =0.  Demnach  wird  der  Ausdruck 

überall  0  sein  auf  3-  Die  II.  Eigenschaft  kann  also  unmittelbar 
übertragen  werden  anf  das  ursprüngliche  Bild. 

Nicht    so    die    I.    Eigenschaft.      Betrachtet    man    z.    B.    die 

Formeln 

du  du  c^  ■  du  dr] 

dx         d'g  cx  '  dri  dx'' 

du  dji  d_^  .  du  dr) 

dy         ri'cy  ■"  dri  dy' 

so  zeigt  sich,  dass  die  Stetigkeit  von  r-^,  t-^  für   sich  allein  die 

Stetigkeit  von  P^,  |^    noch    keineswegs    nach    sich    zieht,    dass 

"  dx    dy 

nfimlich  — ,  ^  nur  dann    stelig  sein  werden,   wenn   ausser   den 
dx    dy 

Grössen  ||,  |^  gleichzeitig  auch    |i   p,  |l,  ^    sielig    sind. 
d^    dri  ^  °  dx     dy    dx  ^  dy 
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Letzteres  ist  aber,  wie  leicht  zu  üiierschcn,  im  Allgemeinen  keines- 
wegs der  Fall. 

IJei  Ausspraclic    der  I.  Eigenschaft   werden    wir   also   in  tic- 
danken  immer   zurückgehen   müssen   auf  das   natürliche  |{ihl. 
Per   Kürze    willen    bedienen    wir    uns    dabei   des   hcreils   fndicr 
(S.  22)  eingeführten  Namens,  und  nennen 
du         du         c^u        G^u 

dl'     ^'     ^'    'Wdn'  '  '  ' 

die  natürlichen  Ableitungen,  zur  Unterscheidung  von  den  ur- 
sprünglichen Ableitungen : 

du        du         d^u        d^u 

dx''       dy^      dx^''     dxdij' 
Wir  gelangen  alsdann  zu  folgendem  Dflesultat: 

Versieht  incm  tmter  ^  irgend  ehi  Stück  ewer  Rienunm'' sehen 
k'ugelßäche ,  fvelehes  ohne  Zersc/ineühing ,  nämlich  allein  durch 
stetige  Umformung ,  in  seinen  nalürlichen  Zustfüid  versetzt  werden 
kfnm,  und  sind  x,  y  die  zu  diesem  Flücheyislück  gehörigen  Puncto^ 
so  wird  unter  allen  auf  reelle  Weise  von  a;,  y  abhängenden  Func- 
tionen U ,  welche  am  Rande  vo?i  ^  gegebene  Werthc  besitzen^  und 
im  hinern  von  3  stetig  sind,  cifie  existiren,  für  welche  das 
Integral 


oder 


Jim 


am    kleinsten    ist.      Diese    specielle   Function    U,    sie    mag    u 
heissen,  ist  ausgezeichnet  durch  folgende  Eigenschaffen: 

I.  Die  Function  u  und  all  ihre  nalürlichen  Ableitungen 
sind  itinerhalb  ^  stetig. 

II.  Der   Ausdruck  ö— 5  +  ^r-s  ^st  innerhalb   a'    überall  =  0. 

dx^     '     dy-  "^ 

Ks  «ird  sich  leicht  zeigen  lassen,  dass  dieser  Satz  ausdehnbar 
ist  auf  jeden  beliebigen  Theil  einer  Riemann'schen  Knoelfläche, 

Wir  wollen  luis  einen  solchen  Flächentheil  gegeben  den- 
ken, und  denselben  mit  ©  bezeichnen.  Aus  wie  vielen  Blällern 
©  besteht,  wie  viele  Windungspuncte  (S  enthält,  wie  \iele  Rand- 
curven  <£  besitzt,  soll  ganz  gleichgültig  sein. 
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Die  zu  ^  gehörigen  Puncte  mögen  mit  x,  y  bezeichnet  wer- 
den. Ferner  sei  V  eine  von  a-,  y  abliängende  reelle  Function 
von  veränderlicher  Gestalt;  dieselbe  mag  nur  dadurch  ge- 
bunden sein,  dass  sie  am  Rande  von  ©  gegebene  Werthe  be- 
sitzen, und  im  Innern  von  ©  stetig  sein  soll.  Das  über  ©  aus- 
gedehnte Integral 


oder 


iim-m)^^^'^ 


Uaü) 


kann  niemals  negativ  werden.  Unter  den  verschiedenen  Gestalten, 
deren  U  fähig  ist,  muss  demnach  eine  exisliren,  für  welche  das 
Integral  am  kleinsten  ist.  Diese  specielle  Gestalt  von  U  mag  m 
hcissen. 

Betrachten  wir  n  als  die   primitive  Gestalt   der  Function   U, 

so  wird  also  das  Integral  ll_{ü)  jederzeit  wachsen,  sobald  sich 

die  Function  U  durch  irgend  welche  Schwankungen  von  ihrer 
primitiven  Gestalt  entfernt,  gleichgültig  ob  diese  Schwankungen 
totale  oder  partielle  sind. 

Es  sei  p  ein  beliebiger  Punct  auf  ©,  ferner  sei  3  ^i"  ""^ 
diesen  Punct  herum  abgegrenztes  Flächenstück  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  es  ohne  Zerscbncidung,  nämlich  allein  durch 
stetige  Umformung,  in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzt  wer- 
den kann.  Das  nach  Absonderung  von  3  »^och  übrig  bleibende 
Stuck  von  ©  mag  ?(  heissen. 

Wir  beschränken  die  Beweglichkeit  der  veräiulerlichen  Func- 
tion U  auf  das  Flächenstück  3-  Der  auf  31  ausgebreitete  Theil 
von  U  soll  also  verharren  in  seiner  primitiven  durch  u  ausge- 
drückten Gestalt.  Der  auf  3  ausgebreitete  bewegliche  Theil  von 
U  wird  alsdann  am  Rande  von  3  beständig  seine  primitiven 
Werthe  beizubehalten  gezwungen  sein;  im  Innern  von  ^  ^^'''*' 
er  alle  möglichen  Werthe  annehmen  dürfen,  die  mit  jenen  Raiui- 
werthen  und  unter  einander  stetig  zusammenhängen. 

Das  Integral  11  [V)  wächst  jederzeit,  sobald  sich  die  Func- 
tion  von  ihrer  primitiven  Gestalt  entfernt.    Es  besteht  aber  dieses 
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Integral,  avoiiii  wir  die  llcwcglichkcil  der  riiiKlioii  in  der  aiigc- 
geltencn  Weise  beschranken,  ans  zwei  (ilicdcrn: 

/7(£/)  =  /7(t/)  +  U[u), 

von  welclien  das  erste  constant  bleibt.  Es  mnss  denniach  in 
diesem  Fall  das  Wachsen  des  Integrales  seinen  Grund  haben  in 
einem  Wachsen  des  zweiten  Gliedes.  Dieses  zweite  Glied  wird 
also  am  kleinsten  sein,  so  lange  sich  die  Function  in  ihrer  jiri- 
miliveii  Gestalt  befindet.     Mit  andern  W(trlen: 

Das  Integral  IJ.  ist  für  die  Function  u   kleiner  als  für  jede 

andere  Function  U,  welche  am  Rande  von  3  gleichwerlhig  mit  n, 
und  im  Innern  von  ^  stelig  ist.  Zufolge  des  voihergehcnden 
Satzes  (S.  31)  ist  daher  u  eine  Function,  welche  innerhalb  ^^  die 
dort  angegebenen  Kigenschaften  I,  II  l)esilzt,  3  repräsentirt  aber 
das  Bereich -eines  auf  dem  gegebenen  Flächentheil  (3  ])eliebig 
gewählten  Punctes  p.  Demnach  werden  jene  Eigenschaften  I,  II, 
da  sie  für  das  Bereich  von  p  gelten,  auch  gellen  für  das  Be- 
reich eines  jeden  .andern  Punctes,  also  gelten  für  den  ganzen 
Flächentheil  ®.     Folglich: 

Ist  (S  ein  (janz  beliebiger  Tlieil  einer  Ricmami' sehen  Kitgel- 
fläche ^  und  sind.x,  y  die  zu.  diesem  Flächcniheil  gehörigen  Ptincte, 
so  wii'd  unter  allen  von  x,  y  auf  reelle  Weise  abhängenden  Func- 
iionen  U.,  welche  am  Rande  von  ©  gegebene  Werthe  besitzen  und 
im  Innern  von  (S  stetig  sind,  eine  existiren,  für  welche  das  In- 
tegral 

oder 


um 


IJm 


am   kleinsten  ist.     Diese  speeielle  Function    U,  sie  mag  u  heissen, 
ist  ausgezeichnet  durch  folgende  Eigenschaften: 

I.  Die    Function  u    und   alV    ihre    natürlichen  Ableitungen 
sind  innerhalb  ©  stetig; 

II.  Der  Ausdruck  t-^    +   ?— s  ist    innerhalb  '<,'    überall  =  0. 

Neumann,  Dirichlel's  Princip.  O 
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Wir  gi'liiMi  in  ilor  liier  begonnenen  Unlersu«;luing  weiter  vor- 
wärts, c  luul  (I  sollen  (lenniaeli  ilioselben  Bedeuinngen  behalten, 
wie  in  dem  soeben  ausyesproelienen  Salz. 

Das  in  j)osiliver  Richtung  um  den  Rand  von  3  herumer- 
streckte Integral 

lässt  sich,  wenn  man  die  Fläche  @  durcii  irgend  welche  Schnitte 
in  eine  Anzahl  einzelner  Stücke  ^|,  ^o,  ^s»  •••  zersplittert, 
folgendermassen  darstellen : 

rtf  rjTT  rgi  rg^ 

(2)  J    .^    /+/    +    /+..  , 

^  x^:  ^'>-'  .^a 

WO  jedes  der  Inlegralc  rechts  um  eines  der  Flächenstücke  3i» 
3>'  Ss'  •  •  •  i'i  positiver  Richtung  lierumläult.  Wir  denken  uns 
diese  Flächenstücke  der  Art  gewählt,  dass  jedes  derselben  durch 
stetige  l'mrormung  in  seinen  nalürlichen  Zustand  versetzt  werden 
kann,  und  bezeichnen  die  beiden  Bilder,  welche  das  Flächenstück 
'^y  zur  Zeit  seines  ursprünglichen  und  zur  Zeit  seines  natürlichen 
Zustandes  darbietet,  mit 

Gy.y    ''^%    l/y    ")' 
und  mit 

i^'y.,    ^,    V,    «)• 
Das  zu  ^y  gehörige  Integral  lautet: 

Dieses  Integral  ist  (vergl.  S.  26]  eine  Invariante,  und  kann  dem- 
nach auch  so  dargestellt  werden: 

Die  Function  n  besitzt  die  Eigenschaften  1,  II.  Daraus  folgt 
erstens,  dass  .-^-jr,  tt-    auf    der    Fläche    (ix    überall   stetig   sind, 

und  zweitens,  dass  : — ,  +  ---,  =  0  ist,  dass  mithin     r7,  +-, 

ebenfalls  =  0  ist.  Der  in  (4)  unter  dem  Integralzeichen  befind- 
liche Ausdruck 
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dti  (ju    ... 

ist  (IcMiinach  ein  DifTereiili.il,  welclies  auf  der  Eleiiioiilarfliiclie  (5,, 
überall  stelig  und  vollständig  ist.  Zufolge  eines  bekannten 
Satzes  (Vorl.  S.  70)  bat  demnacb  jenes  Integral  (4)  den  "Werlb 
Null.     Also: 

(5)  T=0. 

Somit  ergiebt  sieb  aus  (2): 

(6)  T  ^  0. 

Offenbar  würde  sich  ein  ganz  äbnlicbes  Resultat  aiirli  dann  er- 
geben baben,  wenn  wir  nicbt  die  ganze  Fläcbe  S,  sondern 
irgend  ein  Stück  derselben  betracbtet  ballen.  Wir  gelangen 
demnacb  zu  folgendem  Ausspruch: 

(7)  ....  Betrachtet  man  irgend  ivelches  Stück  der  Fläche  ©,  so 
wird  das  in  positiver  Richtung  um  den  Band  dieses  Stiic/ces  her- 
umlaufende Integral 


f(^^  "^y  -  %  ^^^0 


jederzeit  gleich  Null  sein. 

"Wir  wollen  uns  die  Fläcbe  (S  durch  Ausführung  irgend  wel- 
cher Schnitte  L  in  eine  einfach  zusanimenbängcnde  Fläcbe  ver- 
wandelt denken,  und  diese  einfach  zusammenhängende  Fläche 
mit  ©'  bezeichnen.  Auf  <B'  denken  wir  uns  irgend  zwei  Puncte 
ö  und  p,  von  welchen  der  erstere  fest,  der  letztere  beweglich 
sein  soll.  Endlich  bezeichnen  wir  mit  Ä'  eine  beliebige  reelle 
Constante;  und  bilden  folgendes  Integral: 

(8)  ,.  =  A-+^/(^.,   -g..). 

Die  Bahn  a  .  .  .  p  dieses  Integrales  soll  auf  die  Fläcbe  (B'  be- 
schränkt sein,  die  Schnitte  Z  also  nirgends  überschreiten  dürfen; 
sonst  aber  soll  sie,  abgesehen  von  ihrem  festen  Anfangspunct  ü, 
sich  nach  Willkühr  bewegen  können. 

3* 
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Es  scioii  o'  1111(1  g"  zwei  solche  Bahnen,  welche  von  ,v  ans 
nach  ein  nnd  deinselhen  Piinrt  p  hinlanfen;  nnd  gleichzcilig  inü- 
gen  V  und  v"  die  lieiden  Werllie  sein,  mit  welehen  das  Inh'gcal 
V  je  nach  Dinchlaufung  von  o'  oder  g"  im  Puncte  j)  einlrilTt.  Die 
heiden  Bahnen  a'  und  0"  werden  zusammengenommen  eine  ein- 
zige in  sich  znnicklanfende  Ciirve  hildeii;  und  zwar  eine  (Inrve, 
welche  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  ©'  liegt,  (c'  ist  aber 
eine  einfach  zusammenhängende  Fläche;  und  eine  einfach  zusam- 
menhängende Fläche  Avird  (Vorl.  S.  295)  jederzeit  in  zwei  von 
einander  vöUig  getrennte  Stücke  zerlegt,  sobald  man  in  ihrem 
Innern  eine  in  sich  zurücklaufende  Ciu've  construirl.  Demnach 
wird  die  Fläche  ©'  durch  die  in  sich  zurücklaufende  (lurve 
g'  -I-  a"  in  zwei  getrennte  Stücke  zerfallen,  und  zwar  in  ein  in- 
neres Stück  ©/,  welches  nur  von  Jener  Curve  begrenzt  isl,  und 
in  ein  äusseres  Stück  ©„',  welches  Iheils  dnrch  die  (liirve, 
theils  durch  den  ursprünglichen  Band  von  ©'  begrenzt  ist. 

Die  Differenz 

/         // 

V    —  V 

ist   olTenhar  nichts   Anderes,   als   das   um   den  Band  des  Stückes 
(3/  in  positiver  Bichtung  herumlaufende  Integral 

zufolge  (7)  also  gleich  INuU.     Somit  ergiebt  sich: 


Der  >yerth,  mit  welchem  das  von  ;i  auslaufende  und  in  seinei' 
Bewegung^  auf  die  Fläche  ©'  beschränkle  Integral  p  in  irgend 
einem  Punct  p  eintrillt,  ist  also  unabhängig  von  der  durchlaufe- 
nen Bahn,  d.h.  allein  abhängig  von  der  Lage  desPunc- 
tes  j).  Sind  milbin  .r,  y  die  Koordinaten  dieses  Punclcs,  so 
wird  V  eine  Function  von  x,  y  sein,  welche  innerhalb  3' 
überall  eindeutig  ist. 

Es  lässl  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  der  Werth  dieser 
Function  sich  stetig  ändert,  sobald  fler  Punct  p  oder  .r,  y  in 
irgend  welche  Bewegung  versetzt   wird. 

Der  Punct  p  habe  augenblicklieb  auf  der  Fläche  Q,'  irgend 
welche  beliebige  Lage  p^y  Wir  lassen  ihn  von  hier  aus  auf  be- 
liebigem Wege  fortrücken,   bis   er  in   eine  benachbarte  Lage  p^ 
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gelangt.  Während  dieser  Bewegung  wird  das  Integral  v  einen 
Zuwachs  erhalten,  welcher  gleich 

p^ 

ist.  Denken  wir  luis  um  die  Puncto  p^^,  p^  hennn  ein  kleines 
Flächenstiiek  3  ahgegrenzt,  und_  bezeichnen  wie  die  beiden  Bil- 
der, welche  dieses  Flächenstück  in  seinem  uispiiniglichen  und 
in  seinem  natürlichen  Zustande  darbietet,  mit 

und  mit 

(6,     5,     ■»/,     7^0'     ^1)     ")> 

so  wird  das  Integral  (9)  von  gleichem  Werth  sein  mit  lulgcndem 
Integral  (vergl.  S.  2Q): 

Dieses  letztere  hat  seine  Bahn  auf  der  Elementarnäche  (v,  hat 
näujlich  zur  Bahn  diejenige  Linie    ttq  ...  n^,  welche  auf  (ä  mit 

der  Linie   w,.  .  .  .  p,    correspondirL     Nun  sind  ~  und  h^,    weil 

?<  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt,  auf  (v  überall  stetig,  mithin 
auch  überall  endlich.  Das  Integral  (10)  wird  daher,  falls  tc^  un- 
endlich nahe  an  Tt^  liegt,  unendlich  klein  sein.  Demnach  wird 
Analoges  von  dem  gleichwerthigen  Integral  (9)  gelten;  dasselbe 
wird  unendlich  klein  sein,  sobald  pi  unendlich  nahe  an  p^,  liegt. 
Mit  andern  Worten:  Das  Integral  v  wird  bei  einer  unendlich 
kleinen  Verrückung  des  Punctes  p  jederzeit  einen  unendlich 
kleinen  Zuwachs  erhalten;  während  sich  also  der  Punct  p  beliebig 
bewegt,  wird  sich  der  AVerlh  von  v  Schritt  für  Schritt  auf  ste- 
tige Weise  ändern. 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  Ausspruch: 
(11)  .  .  .  Bas  von  einem  festen  Punct  8  auslatifendc  und  in  seiner 
Bewegung  auf  die  einfach  zusammenhängende  Flüche  (£'  beschränkte 
Integral 

'' =  *  +  j(l  "v  -  I  ^.^) 
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rcprüsentirl ,  /'olls  man  ii/iler  x,  y  die  Coordinalen  des  Ptificles  p 
versteht,  eine  von  x,  y  abhängende  Function,  fvelche  innerhalb  »5' 
überall  e i n d c u  t ig  u nd  stetig  ist. 

Die  Schnitte  L,  durch  woiclie  ©  in  ©'  vorwandelt  wurde, 
werden  zusammengenommen  irgend  welches  Netz  von  Schnit- 
ten bilden.  Dieses  Netz  wird  sich  zerlegen  lassen  in  einzelne 
Schnittsirecken,  von  welchen  jede  für  sich  allein  betrachtet  un- 
verzweigt  ist.  Es  sei  /  irgend  eine  derartige  Schnittstrecke; 
ferner  mögen  «j,  «o  irgend  zwei  Puncte  sein,  die  zu  beiden 
Ufern  von  /  einander  gegenüberliegen;  und  endlich  mag  |3j,  ß^ 
ein  anderes  Paar  solcher  Puncte  vorstellen. 

Wir  bezeichnen  die  ^Yerthe,  welche  die  eindeutige  Function 
V  in  diesen  Punclen  annimmt,  mit  v  («j),  v  [a^,  v  (|3,),  v  {ß<^. 
Wenn  «j  und  j3j  beide  auf  demselben  Ufer  von  l  sich  befin- 
den, so  wird  sich  von  dem  festen  Puncte  ö  aus  eine  zuerst  nach 
«j  und  dann  von  hier  aus  liings  /  nach  ß^  laufende  Curve  ziehen 
lassen,  welche  ihrem  ganzen  Laufe  nach  innerhalb  @'  bleibt, 
welche  nämlich  das  Scbnittnctz  nirgends  überschreitet,  v  [a^  wird 
alsdann  derjenige  Wcrth  sein,  mit  welchem  das  von  tj  aus,  die- 
ser Curve  entlang  laufende  Integral  v  in  rc,  cintrilft;  und  v  [ß^ 
derjenige,  mit  welchem  das  Integral  bei  noch  weiterem  Forllaufen 
auf  der  genannten  Curve  im  Pnnct /Sj  anlangt.   Somit  ergiebt  sich : 

(12)        V  iß,)  -  V  K)  =  J(j^<^y  -%  ^^^\ 

wo  die  Integration  von  or,  bis  ß^  längs  jener  Curve,  d.  h.  längs 
der  Schniltstrecke  /  fortschreitet;  denn  jene  Curve  sollte  auf 
ihrem  Wege  von  «j  nach  /3,  mit  der  Schnittsirecke  /  zusammen- 
fallen.    In  gleicher  Weise  wird  sich  olfenhar  ergeben: 


(13) 


P2 

V  iß,)  -  V  (or.)  =  J(äl:  (^y   -    l'y    ^i^y 


wo    die  Inlegrationcn    von   «.,  bis   ß.>  wiederum  längs  /,  aber  auf 
dem  andern  Ufer  von  /  fortläuft. 

.Auf  der  noch  unversehrten  Fläche  (3  besass  u  die  Eigen- 
schaften I,  II.  Demnach  wird  der  Werth  von  n  in  je  zwei  Punc- 
ten,  welche  zu  beiden  Ufern  der  Schniltstrecke  /  einander  gegen- 
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über  liegen,  ein  und  tl  erseihe  sein.  Die  beiden  Integrale  in 
(12)  und  (13)  sind  daber  von  gleichem  Wertb.     Folglich: 

oder  was  desselbe  ist: 

(U)  V  («,)  -  V  («i)  =  V  iß.;}  ~  V  iß,). 

Hieraus  folgt,  dass  v  zu  beiden  Ufern  der  Scb  nittslrecke 
/  Wertbc  besitzt,  deren  Differenz  längs  der  Schnitt- 
Strecke  bin  überall  gleich  gross  ist. 

Es  bleiben  schliesslich  in  Betreff  der  Function  v  noch  einige 
einfache  Bemerkungen  übrig. 

Zuvörderst:  die  Function  v  enthalt  eine  willkübrliche  Con- 
stante  A'.  Diese  Constante  wird  also  der  Art  bestinniit  werden 
können,  dass  dieFunction  v  in  irgend  einem  Punct  der 
Fläche  *o'  einen  vorgeschriebenen  W  e  r  t  h  a  n  n  i  m  ni  t. 

Ferner:  Aus  (11)  folgt: 

,  du  du     , 

und  hieraus  crgiebt  sich: 

/^  f.v  dv  du_  dv   du 

^     '  Wy         dx'         dx  dy 

Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  das  Binom  u-{-iv  nicht  von 
a;,  y,  sondern  nur  von  x-^iy  abhängig  ist. 

kn  den  vorhergehenden  Satz  (S.  33)  lehnt  sich  demnach  ein 
anderer  Satz  an,  welcher,  wenn  wir  alles  seitdem  Bemerkte  zu- 
sammenfassen, so  lautet: 

Ziveites  Theorem. 

Versteht  man  unter  (S  einen  ganz  beliebigen  Theil  einer  Rie- 
mann' sehen  Kugel fl(:iche.,  und  sind  a;,  y  die  zu  ®  gehörigen  Punctc, 
so  fvird  sich  auf  3  Jederzeit  eine  vofi  x  -j-  iy  abhängende  Func- 
tion XI  -{-  iv  ausbreiten  lassen,  ?velehe  daselbst ^  abgesehen  vo?i  ge- 
?vissen  rein  imaginären  Werthdifferenzen ,  überall  stetig  ist,  und 
deren   reeller  Theil  n  am  Bande    von  ©  gegebene    Werthe  besitzt. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Fläche  ®  durch  irgend  welche 
Schnitte  L  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  (£' 
verwandelt ,  so  wird  eine  von  x  -j-  iy  abhängende  Function  u  -j-  iv 
existiren,  welche  folgende  Bedingungen  erfüllt: 

1.    u  -^  iv  ist  auf  der  unversehrten  Fläche  S  überall  ein- 
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(hutdij,  und  mit  Aiisnithinr  der  Linien  L  dasellnst  aueli  überall  ste- 
tig, in  den  Linien  L  aber  mit  evnslanten  und  znnir  rein  inuujinä- 
ren    Jf'erl/idi/ferenzen  behaftet. 

2.  u  hat  am  Rande  von  (3  beliebig  gegebene    Jf'erthe. 

3.  V  besitzt  in  irgend  einem  einzelnen  I'unel  von  (£  eine'i 
vorgeschriebenen    If'erth. 

Zusatz.  Es  eaistirl  nur  eine  einzige  Function  u  -\-  ;<', 
welche  diese  Bedingungen  erfüllt. 

Um  die  Richtigkeit  des  angehängten  Znsalzes  zu  cr\vel-;en, 
^vollen  wir  einstweilen  annehmen,  es  cxislirten  zwei  Fnnelijnen 
//  +  ir  nnd  u^  +  iv^,  weleiie  den  gestellten  Bedingungen  Geniige 
leisten.     Wir  hilden  die  Dillerenz 

(16)  {u  +  iv)  —  (?<,  +  iv^)  ==  CO  +  id-. 

Der  Rand  der  einfach  zusamni  enliä  ngendeii  I-liiche  o' wird 
g(.-hildet  von  zwei  Arten  von  Linien,  von  den  J.inien  /,  nnd  von 
den  Linien  r.  Wir  verstehen  nämlich  unter  /  jede  zu  dem  Schnitt- 
system  L  gehörige  unverzweigte  Schnittstrecke,  andererseits  unter  r 
jede  Linie,  die  zum  Rande  der  noch  unversehrten  Fläche  @ 
gehört.  In  Bezug  auf  die  e  i  n  f  a  c  h  z  u  s  a  m  m  e  n  h  ä  n  g  e  ii  d  e  Fläche 
©'  wird  nun  die  Differenz  w  +  id-  folgende  Eigenschaften  he- 
sitzen : 

1.  0)  -{-  id-  ist  eine  von  x  -\-  iy  abhängende  Function,  welche 
innerhalb  ©'  überall  eindeutig  und  stelig  ist. 

2.  03  ist  in  jeder  Linie  r  gleich  0.  Ferner  besitzt  m  +  /O' 
zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Linie  l  Werthe,  deren  Differenz 
der  Linie  entlang  constant  und  rein  imaginär  ist. 

3.  -9'  l)esitzt  in  irgend  einem  einzelnen  l*unct  von  <£>'  den 
Werth  0. 

Wir  betrachten  das  in  i)Ositiver  Richtung  um  den  Rand  von 
(S'  herumlaufende  Integral 

(17)  /w(/^ 


t 


Bei  einer  positiven  Umlaufung  der  Fläche  ©'  wird  jede  Linie  r 
einmal,  andrerseits  jede  Linie  /  zweimal  und  zwar  in  entgegen- 
geselzten  Richtungen  dm-chlaufen,  Zei'legen  wir  demnach  das  In- 
tegral (17)  den  Linien  /■  und  /  entsprechend  in  einzelne  Theile, 
so  wird  der  zu  r  gehörige  Theil  lauten: 
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(18,  J 


codi)-, 


der  zu  /  yeliörige  Tlieil  liiiigegeti  rolyciule  (Jestalt  liaJjcn: 

(19)  /(wi</^i  —  «2^^^). 

l 
Die  Integrationen  sind  liier  respectivc  längs  /■  und  längs  l  liiner- 
streckt  zu  deidcen.  Ferner  sind  unter  co^^,  -Oj  diejenigen  VVerthe 
zu  verstehen,  welche  die  Functionen  co,  &  aul'  der  einen  Seite 
von  /  besitzen,  und  unter  co.^,  ^^  ^^iejenigen,  welche  dieselben 
auf  der  andern  Seite  von  l  haben. 

Zufolge  der  2.  Eigeuscliaft  ist  co  in  der  Linie  /•  gleich  0. 
Demnach  ist  der  Integraltheil  (18)  ebenfalls  gleich  0. 

Zufolge   der   2.  Eigenschaft  ist  ferner,  was  den  Integraltheil 

(19)  anbelangt: 

Wj  =  w.) ,         'S"!  =  ^^2   "i"  Const. , 
mithin : 

Wj    z=z   cOo,         dd'y    =   d&2. 

Demnach  ist  der  Integraltheil  (19)  ebenfalls  gleich  0. 

Wir  sehen  also,  dass  das  Integral  (17)  aus  einzelnen  Theilen 
besteht,  die  sämmtlich  gleich  0  sind;  und  erhalten  daher  die 
Formel: 

(20)  Cad^  =  0. 

®' 
Beachtet  man  diese  Formel,  und  beachtet  man  ferner,  dass 
0}  -\-  /&  innerhalb  ©'  überall  eindeutig  und  stetig  ist,  so  ergiebl 
sich  zufolge  eines  bekannten  Satzes  (Vorl.  S.  278)  augenblicklich, 
dass  der  Werth  von  co  -j-  i&  auf  ©'  allenthalben  constant 
ist.  Dieser  constante  Werth  kann  aber,  weil  w  in  den  Linien  ?■ 
gleich  0,  und  &  in  einem  einzelnen  Punct  der  Fläche  gleich  0 
ist,  kein  anderer  als  der  Werth  0  sein. 

Somit  haben  wiv  nachgewiesen,  dass  die  Differenz  w  +  i& 
nothwendigerweise  =0  ist;  mit  andern  Worten,  dass  immer  nur 
eine  einzige  Function  tt  -j-  iv  existiren  kann,  welche  die  in 
dem  Theorem  angegebenen  Eigenschaften  besitzt. 
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Vierter  Abschnitt.     Functionen  von   .c  +  iy,  welche   auf  einer 

Riemannschen  Kugelfläche   mit  vorgeschriebenen  linearen 

UnStetigkeiten  behaftet  sein  sollen. 

Es  sei  J)i  L'iiie  bclieljig  gegebene  Hieinaiiirscbe  Kugelllächc. 
Wir  ITihreii  auf  derselben  .irgend  einen  in  sich  zunicklaufenden 
Schnitt  A  ans,  (hu'cb  welohen  die  Fliirbe  nicht  in  getrennte  Stücke 
zerllUlt.  Die  bei(h'n  ller  des  Schnittes  l  mögen  bezeichnet  wer- 
den mit  A,  und  A,.  Alsdann  wird  sich  die  Fläche  91  durch  Aus- 
führung jenes  Sciinlltes  in  eine  Fläche  o  verwandeln ,  welche 
zwei  Randcurven  besitzt,  nämlich  die  Curven  A,  und  l.>. 

Wir  denken  uns  nun  auf  der  Fläche  ©  eine  von  .r,  y  auf 
reelle  Weise  abhängende  Function  U  ausgebreitet,  welche  am 
Rande  von  3,  d.  i.  in  den  Curven  Aj  und  A^  gegebene  Werthe 
besitzt,  und  welche  ferner  im  Innern  von  ©  folgende  Eigen- 
schaften hat: 

I.  Die  Function  TJ  ist  sammt  ihren  natürlichen  Ableitun- 
gen innerhalb  ©  überall  "stetig. 

IL   Der  Ausdruck  ;^^  -f  t^^  ist  innerhalb  (3  überall  =  0. 

Eine  solche  Function  wird,  mögen  nun  die  gegebenen  Rand- 
werthe  beschaffen  sein,  wie  sie  wollen,  jederzeit  existiren  (Satz 
Seite  33). 

Längs  der  Curve  A  denken  wir  uns  eine  reelle  und  stetig 
zusammenhängende  Werthcnreihe  F  aufgepflanzt.  Diese  Werthen- 
reihe  F  soll  die  auf  dem  einen  Ufer  von  A  gegebenen  Rand- 
werthe  repräsentiren;  und  gleichzeitig  soll  die  Werlhenreihe  F  -\-  C 
diejenigen  Randwerlhe  darstellen,  welche  für  das  andere  Ufer 
von  A  gegeben;  dabei  soll  unter  feine  gegebene  reelle  Constante 
verstanden  werden. 

Wir  bezeichnen  nämlich  die  Randwerlhe  der  Function  U  auf 
den  Curven  A^  und  A.^  respeclive  mit  f/j  und  i/j»  "'^^  setzen 
fest,  dass 

längs  Aj:      f/^  =  F, 
längs  K:      U^  =  F  +  C 
sein  soll. 

Die  Constante  C  mag  unveränderlich  gegeben  sein.  Die 
Werlhenreihe  i^  hingegen  mag  von  veränderlicher  Gestalt,  und 
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nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  sein,  dass  ihre  Werthe 
längs  X  stetig  mit  einander  zusanunenhängen  sollen.  Die  Function 
U  ist  gehuiiden  an  die  durch  F  dargestellten  Randbedingungen; 
ändert  sich  also  F,  so  wird  sich  gleichzeitig  auch   U  andern. 

Es  mögen  durch  F«'',  F^-^,  F^^\  .  .  .  alle  überhaupt  denk- 
baren Gestalten  angedeutet  sein,  deren  die  Werlhenreihe  F  fähig 
ist;  und  gleichzeitig  mögen  durch  U^^K  U^-\  f/<''',  ...  die  zuge- 
hörigen Gestalten  von  U  repräsentirt  sein.  Unter  all  diesen  ver- 
schiedenen Gestalten  der  Function  U  uird  dann  eine  existiren, 
für  welche  das  Integral 

oder 


da. 


¥' 


am  kleinsten  ist.  Diese  specielle  Gestalt  von  U  mag  mit  u,  und 
gleichzeitig  mag  die  derselben  zugehörige  specielle  Gestalt  von  F 
mit  f  bezeichnet  werden. 

Unsere  Absicht  ist,  die  in  solcher  Weise  bestimmte  Function 
u  einer  näheren  Untersuchung  zu  unterwerfen. 

(2)  . .  .  Dabei  wird  festzuhalten  sein,  dass  die  Functionen  u  tind  U 
am  Rande  von  dV  folgende    Werthe  haben: 

längs  Aj :      u^  z=  f^  JJ^  =:  F, 

längs  A,:      u.,  —  f  +  C\      U.,  =  F  -\-  C; 
ferner,    dass    u  und    U  innerhalb  Df  die  vorhin   genannten  Eigen- 
schaften I,  II  besitzen. 

Setzen  wir  für  den  .Augenblick   U  z:::^  u   -{-   ö,  so  verwandelt 
sich  das  Integral  (1)  in 

77  (m  +  ö)  =  Hill)  +  IT{d)  + 

+ 

Wir  erhalten  demnach,  wenn  wü-  für  ö  seine  eigeuliiche  Bedeu- 
tung U  —  u  restituiren ,  die  Formel 

(3)  II [U)  =  Iliu)  +   II  fU-u)  +  2    T, 

•C/  '-^  <,  w 
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uo  das  lel/tc  (jlietl  lolgoiulL'H   \N  oilli  besilzl: 

Dieses  letztere  Inlogi'al  lässt  sich  veiwaiulelii  in  ein  Haiul-liite- 
grai;  in  folgender  Weise: 

Wir  zerlegen  die  Fläche  ©  durch  irgend  welche  Schnille  in 
einzelne  Sclniilte  3i'  ^2'  Ss»  •••'  ^'t*"  Avelchen  jedes  durch 
stetige  Umformung  in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzt  werden 
kann.  Das  Integral  (4)  vcrwaiidelt  sich  dann  zunächst  in  eine 
Sunnne  von  Integralen,  nämlich: 

rg-i  rgi  ri^  r/y 

(5)  J   =    I    +     1    +    J    ^ 

^         ;^i  ^^2         ^^s 

Das  über  \^x  hinerstreckte  Integral 

ist  eine  Invai'iante,  also  von  gleichem  Werth  mit  folgendem  In- 
tegral 

wo  unter  (5x  diejenige  Elementarlläche  zu  verstehen  ist,  durch 
welche  der  natürliche  Zustand  von  ^y.  dargestellt  wird.  Nun  ist 
identisch: 

diU—u)  du 


du  d    [  irr          \  ?"1  m         \  ^*" 

'  —  ll)   du  d     V  ,j,  \  ^«"1  ITT  .\^^" 


Das  Integral  (7)  geht  daher  über  in: 

WO  et  und  ß  zur  Abkürzung  gesetzt  sind  für  folgende  Ausdrücke: 

«  =  [U—u]  ^, 
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U  uiul  7t  sind  Fimctioncii,  welclic  auf  der  Fliiclie  J)r  die  Eigen- 
schaften I,  II  besitzen.  Demnach  Averden  die  Funetionen  f,  n 
und  ebenso  nnch  ihre  nalürliclien  Ableitungen 

fiU      d_U     cu^     du_ 

ci  '    dn'    ?!'    dri 

auf  der  Elenientarflüche  (£z  überall  stetig  sein;  gleiches  wird  mit- 
hin  auch  von  den  Grössen  u ,  ß  gelten.    Ferner  wird  „-,  +  ^^—., 

und  ebenso  ^  +  t-^  auf  CS,,  überall  =:  0  sein.  Das  Integral 
(8)  reducirf  sich  dalier  zunächst  auf 

und  verwandelt  sich  sodann  nach  bekaiiiitcni  Salz  fVnrI.  S.  59) 
in  folgendes  Rand-Integral: 

(10)  -/(-:;!  + /»s^)"- 

Hier  ist  da  ein  Element  der  Randlinie  von  (5^;,  und  v  die  auf 
da  errichtete  innere  IN'ormalc.  Subslituirt  man  für  a,  ß  ihre 
eigentlichen  Bedeutungen,  so  gewinnt  das  letztgenannte  Integi-al 
folgendes  Aussehen: 

(11)  -    />-«)  ^S/cr. 

Dieses  Integral  ist  aber  eine  Invariante,  also  von  gleichem  Werth 
mit  folgendem: 


;12)  -        [U-tl]    ~    ds. 


f*  T-  \    du 


Wir  erhalten  demnach 

du 


,     ds. 
an 


(13)  T_=~ßu-u)\ 

Aehnliche  Werthe  ergeben  sich  natürlich  für  sämmtliche  Integrale 
,     J  ,    jf  ,  .  .  .     Substituirt  man    diese  AVerlhe  in  die  For- 
mal  (5) ,  so  erhält  man  schliesslich : 
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Die  Integralion  ist  liier  iihei-  alle  Linieneleinentc  ds  hinerstreckt 
zn  (lenken,  aus  welchen  der  I?anil  von  dl'  hesteht.  Danehen  ist 
unter  ?i  die  auf  ds  errichtete  innere  Normale  zu  verstehen.' 

Der  Rand  von  (S  hesteht  aus  zwei  Curven,  die  wir  mit  A, 
und  Aj  hezeichnet  hahen.  Demgemäss  ist  das  vorstehende  Inte- 
gral genau  genonnnen  ein  Aggregat  von  zwei  Integralen;   also: 

<"'    ?  =  -  ß"'  - "''  'k  "'  -  ,h  - "''  ^  "''■ 

Da  die  beiden  Curven  A,  und  A^  ]tarallel  neben  einander  herlau- 
fen, so  können  wir  für  (ls^  und  ds.,  immer  je  zwei  einander 
gegenüberliegende  und  gleich  grosse  Elemente  nehmen ,  so  dass 
ds^  =^  ds^  =  ds  wird.  Ausserdem  ist  zufolge  der  angenommenen 
Randbedingungen: 

U,  =  F,  »,   =  f, 

U^  =  F  +  C,     ti,  ;=  /•+  C, 
mithin: 

(16)  !!'-"' =  ^-;- 

l.y     tl.,      =      F   f. 

Demnach  verwandelt  sich  die  Formel  (15)  in: 

"a 
Die  Integration  ist  hinerstreckt  über  alle  Elemente  ds  der  in  sich 
zurücklaufenden  Linie  A.     Gleichzeitig  sind  «j  und  «j  ^''^  ^uf  ds 
in  entgegengesetzten  Richtungen  construirten  Normalen. 

Die  Formel  (3)  nimmt  nun,  wenn  wir  den  Werth  (17)  sub- 
stituiren,  und  wenn  wir  gleichzeitig  die  Abkürzung  einführen: 

,      .  (fuf      .      du., 

(18)  T^   -r     r^  =  g 

folgende  Gestall  an: 

(19)  IliU)  =  il [u)   +  HiV  —  u)  -2  i\F-f)  qds. 

to  ö  ®  J 

X 

Was  die  Bedeutung  der  hier  auftretenden  Functionen  anbe- 
langt, so  müssen  wir  uns  daran  erinnern,  dass  f,  u,  q  unver- 
änderliche Functionen   sind,   dass   hingegen   F^   U  Functionen 
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von  verandorlicli  er  GostaU  vorslellen.  rerncr  müssen  wir 
uns  daran  erinnern,  dass  unter  siimnilliclien  (Gestalten,  deren  die 
F'unction   U   üljcrlianpt    fähig    ist,    ti   diejenige   repräsenlirl,    für 

welche  das  Integral  Jl  am  kleinsten  ist. 

vi 

Aus  der  vorstehenden  Formel  folgt  daher ^  dass  der  Ausdruck 

(20)  II{U-u)  —  2    JF-f)  qds 

l 
niemals  negativ  werden  kann. 

Die  Differenz  V  —  u  ist  eine  Function,  welche,  ebenso  wie 
V  und  n  selber,  auf  der  Fläche  (^  die  Eigenschaften  I,  11  be- 
sitzt, und  zugleich  eine  Function,  welche,  wie  aus  (16)  hervor- 
geht, am  Rande  von  *S,  d.  i.  zu  beiden  Ufern  von  X,  die  Werlhe 
F  —  /"besitzt.  Diese  Wertbe  F  —  f  sind  aber,  weil  F  beliebig 
verändert  werden  kaim,  ebenfalls  veränderlich.  Setzen  wir  daher 
J] —  ?/  :==  ß  und  F  —  f  =^  il> ,  so  können  wir  das  eben  erhal- 
tene Ergebniss  auch  so  aussprechen: 

Denkt  man  sich  längs  der  in  sich  zurücklaufenden  Linie  X 
eine  stetig  zusam?nenhängende  Werthenreihe  O  von  beliebig  verän- 
derlicher Gestalt  aufgepflanzt ^  und  versteht  man  unter  Sl  eine  auf  ^ 
ausgebreitete  Function,  welche  zu  beiden  Ufern  von  X  die  JVerthe 
0,  und  im  Innern  vo7i  (£  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt:  so  wird 
der  Ausdruck 

(21)  IJW  -   2     Co  qds 

^  ,/  • 

';. 

niemals  negativ  sein. 

Hieraus  aber  folgt,  dass  die  in  diesem  Ausdruck  enthaltene 
Grösse  q  an  allen  Stellen  der  Linie  X  gleich  0  ist.  Um  solches 
darzuthun ,  wollen  wir  einstweileu  das  Gegenlheil  annehmen,  also 
von  der  Hypothese  ausgehen,  dass  die  Werthe,  welche  rj  aid' 
der  Linie  X  besitzt,  sänuntlich  oder  zum  Theil  von  0  verschieden 
sind.  Wir  setzen  das  willkührlich  zu  wählende  O  gleich  cp,  und 
verstehen  dabei  unter  q)  eine  Werthenreihe,  welche  entweder  mit 
q  identisch,  oder  wenigstens  an  allen  Stellen  der  Linie  X  mit 
q  von  gleichem  Vorzeichen  ist.  Gleichzeitig  bezeichnen  wir 
diejenige  Gestalt,  welche  Sl  in  diesem  Fall  annimmt,  mit  o.  Wir 
treffen  sodann  zweitens  in  Bezug  auf  0  eine  etwas  andere  Wahl, 
setzen  nämlich  O  gleich  -/. 91,  wo  y.  eine  beliebige  Constante  sein 
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soll;  glciclizoitig  wird  dami  Sl,    ww  Iciclil   /ii  iilx-rsclioii  isl ,  die 
Gestalt  X  CO  aniiclmioii. 

IJei   dieser   lelzloii   Amudinie   in    JJcliell'   von   <D  und  Sl  ver- 
wandelt sich  der  Ausdruck  (21)  in: 


II  (xw)   —   2     l'/iCpqds, 


d.  i.  in: 

(22)  K-.  77 (fo^  —  2x  .      cpqds: 

l 
und  diesen  wollen  wir  alikürzend  liezeieluien  n)it 

(22  a.)  -/-.«  —  2  X  .  ^. 

Zufolge  des  vorhin  erhallenen  Resultates  soll  min  dieser  Ausdrucli, 
in  Avelelieni  x  eine  ganz  willkiihrliclie  Constante  vorstellt,  niemals 
negativ  sein  dürfen.    Das  aber  isl  nicht  der  Fall.    Der  Ausdruck 

hat  z.  II.  fiir   x  ==  -   den  Werlh 

(23)  -  e. 

Und  dieser  Werth  ist  negativ;  denn  «  ist  gleich  J.J {(o), 
also  (der  Bedeutung  dieses  Integrales  zufolge)  jederzeit  positiv, 
und  ß  ist  gleich    icpqds^  mithin  (der  üher  cp  gemachten  Annahme 

zufolge)  jederzeit  vctn  0  verschieden. 

Somit  folgt,  dass  die  zu  (irunde  gelegte  Hypothese  un- 
richtig ist,  dass  also  der  Werth  von  g  auf  dei"  Linie  A  nirgends 
von  0  verschieden  sein  kann.  Erinnern  wir  uns  also  an  die 
eigentliche  Bedeutung  von  q  (18),  so  sehen  wir,  dass  längs  k 
überall  die  (ileichung  staltfindet: 

(24)  p  +  p  =  0. 
^      '  an,  an.y 

Es  sei  ß  irgend  ein  Pimct  der  Linie  A,  und  ußy  eine  durch 
ß  gelegte  und  gegen  X  senkrechte  Linie.  Die  Puncte  a  und  y 
liegen  dann  zu  verschiedenen  Seiten  der  Linie;  sie  mögen  ausser- 
dem dem  l'unct  ß  unendlich  nahe  sein.  Unter  diesen  Umständen 
w  ird : 
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rf!/| 

= 

'V 

— 

"^ 

rf«, 

ßv 

du.^ 

"« 

— 

u^ 

dn. 

aß 

WO  die   Nenner  fv^  niul    ßy  beide  positiv  sind,   nämlich  die  Knt- 
fernungen  der  Puncle  a,   ß,   y    darsteilen.     Die    Gleiciiung   (24) 


geht  also  über  in: 


(25)  ~--^^-  +  -V^  =  0, 

^      '  aß  ßy 

d.  i.  in: 

(2G) 


".,  —  ?'<; 


aß  ßy 

Bezeirhnel  man  die  von  a  über  ß  nach  y  fortlaufende  Richfnng 
mit  Ä\  so  ist   -^-ß~  (Icr  Difrerentialquotient  von  ti  nach  der  Ricli- 

tnnij  N  auf  der  einen  Seite  von  A,  und  -'^5 — ^  der  DifTerential- 

quotient  nach  ebenderselben  Richtung  auf  der  andern  Seite 
von  A.     Die  Gleichung  (2G)  sagt  also,  dass  der  DilTerentialquotient 

^     '  dN 

ZU  beiden  Seiten  der  Linie  A  gleiche  Werthe  hat.  Zu 
einem  analogen  Resultat  gelangen  wir,  wenn  wir  an  Stelle  von 
N  eine  Richtung  nehmen,  die  senkrecht  gegen  N  steht,  also  eine 
Richtung,  die  zur  Curve  A  tangential  liegt.  Die  \yerthe  von  n 
sind  nämlich  laut  (2)  auf  dem  einen  Ufer  von  A  um  die  gege- 
bene Constantc  C  grösser  als  auf  dem  andern.  Sind  also  a,  ß 
zwei  auf  einander  folgende  Puncte  des  einen  Ufers  von  A,  und 
sind  (t,  h  die  gegenüberliegenden  Puncte  des  andern  Ufers, 
so  ist 

««  =  ?<«  -\-  c, 

?'/*  =  t(h   +  C, 
mithin : 

tiß  —  >'a  =  ^i/,  —  k; 

also,  weil  die  Entfernung  aß  ebenso  gross  ist  wie  die  Entfer- 
nung «  b : 

(29,)  ~^- -  —  — -  . 

^      '  aß        ~~         ab 

Bezeichnet  man  aber  die  von  a  nach  ß,  oder,  was  dasselbe  ist, 
die  von  a  nach  b  lortlanfende  Richtung  mit   T ,   so  sagt  die  vor- 

Neumani);   Diriciili't's   IMncip.  A 
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stehende  Gleichung,  dass  der  DilTerentialqiiolient 

du 

ZU  b  cid  (Ml  Sei  teil  von  A  einerlei  Werl  ho  hat. 

Ks  sei  />  irgend  ein  Punct  der  Linie  l.  Durch  den  Puncl  p 
denken  wir  uns  drei  Richtungen  gelegt:  erstens  die  tangentiale 
Uieliüuig  T,  /weitens  die  normale  Richtung  N,  und  drittens 
endlich  eine  heliehige  Richtung  R;  diese  letztere  mag  mit  T 
den  Winkel  «,  und  mit  N  den  Winkel  ß  bilden.  Rekanntlich 
gilt  dann  (vergl.  Vorl.  S.  49 — 5a)  folgende  Formel: 

(30)  ^/^  =  ^  cos  «  +    -^  cos  /?. 

Die  Grössen  ^  und   ':4.  haben,  wie  sich  vorhin  zeigte,  zu  bei- 
d  1  « ->  ^ 

den  Seiten  von  A.  einerlei  Werthe.   Gleiches  wird  demnach, 

dieser  Formel  zufolge,  auch  gelten  von  der  Grösse  — •     Also: 

Versieht  man  unter  R  irgend  welehe^  die  Lifu'e  l  unter  be- 
liebigem Winkel  durehschneidcnde  Richtung^  so  ist  der  Differential- 

ijwttient 

du 
dJ{ 

auf  der  einen  Seite  von  X  jederzeit  ebenso  gross  wie  auf  der 
andern. 

Ninnnt  man  fiir  R  eine  Richtung,  welche  mit  der  x  Achse 
oder  mit  der  y  Achse  parallel  läuft,  so  verwandelt  sich  bekannt- 

lieh   der   Dilferentialquolient   -^    in    den    Differentialquolient    ^ 

d  u 
oder  in   den  DilTerentialquotient   ^-     Diese  beiden  letztern  wer- 
den  demnach   ebenfalls   auf  beiden   Seiten  von   X  einerlei 
Werthe  besitzen. 

Die  Werthe,  welche  ^— ,    ^—^  zu  beiden  Seiten  von  A  besitzen, 

ex      cy 

hängen  also  in  der  Linie  l  stetig  mit  einander  zusammen.  Wit 
andern  Worlen:  In  der  Linie  X  findet  eine  Unterbrechung  statt 
in  der  Stetigkeit  der  Fimclion  ii  selber,  nicht  aber  in  der  Ste- 
tigkeit ihrer  Ableitungen. 

Fügen  wir  dies  Ergebniss  zu  Demjenigen  hinzu,  was  uns 
bereits  von  früher  (2)  über  die  Function  u  bekamit  war,  so  haben 
wir  folgenden  Satz: 
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Sind  X,  y  die  zu  injrnd  einer  Riemann  sehen  Kugelßäche  9i 
gehörigen  Puncte ^  ist  ferner  X  eine  auf  dieser  Fläche  gegebene  in 
sich  zurüehUnifende  Linie,  und  versteht  man  endlich  imfer  C  eine 
gegebene  reelle  Constante,  so  wii-d  sich  jederzeit  auf  der  Fläche 
dl  eine  von  a",  ?/  auf  reelle  Weise  abhängende  Function  u  aus- 
breiten lassen,  deren  Wcrthe  auf  der  einen  Seite  von  X  um  C 
grösser  sind  als  auf  der  anderen ,  dereti  Ableitungen  hingegen  zu 
beiden  Seiten  von  l  gleich  gross  sind,  und  welche  ausserdem  fol- 
gende Eigenschaften  besitzt: 

{.  Die  Function  u  ist  sammt  ihren  natürlichen  Ableitungen 
auf  der  Fläche  '){  überall  stetig,  abgesehen  von  der  schon  erwähn- 
ten in  A  vorhandenen   Unstetigkeit. 

II.    Der  Ausdruck  ^~-,   +    r-,—„  ist  auf  '^  überall  =  0. 
ex-  c  1/^ 

Wir  halion  diesen  Satz  im  Vorhergehenden  eigentlich  nur 
unter  der  Voraussetzung  bewiesen,  dass  die  f'Iäche  91  durch  die 
Linie  X  nicht  in  getrennte  Stücke  zerfällt.  Es  geschah  das 
nur  der  Einfachlieit  willen;  man  tihersieht  leicht,  dass  man  auch 
dann  zu  diesem  Satze  gelangen  wird,  wenn  eine  Zerstückelung 
staltfindet,  und  zwar  auf  ganz  ähnlichem  Wege,  wie  in  dem 
hier  betrachtetem  Fall.     Der  Satz   hat  also  allgemeine  Gültigkeil. 

Wir  gehen  in  der  begonnenen  Untersuchung  weiter  vorwärts; 
dl,   X,   u   sollen  dieselben  Bedeutungen  behalten,  wie  bisher. 

Mit  Ausnahme  der  Linie  X  ist  die  Function  u  sammt  ihren 
natürlichen  Ableitungen  auf  der  Fläche  9^  überall  stetig.  An  der 
Linie  X  findet  aber  nur  in  den  Werthen  der  Function  u  selber, 
nicht  in  denen  ihrer  Ableitungen  eine  Stetigkeitsunlerbrechung 
statt;  denn  wir  wissen,  dass  die  Ableitungen  zu  beiden  Seiten 
von  X  gleiche  Werthe  besitzen.  Die  natürlichen  Ableitun- 
gen von  u  sind  demnach  auf  der  Fläche  91  allenthalben 
stetig.     Ferner  ist  bekannt,  dass  der  Ausdruck 

auf  der  Fläche  9t  allenthalben  =  0  ist. 

Es  sei  3  ii'gend  ein  Stück  der  Fläche  91,  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  es  durch  stetige  Umformung  in  seinen  natür- 
lichen Zustand  versetzt  werden  kann.  Das  in  positiver  Richtung 
um  den  Rand  von  ^  herumerstreckte  Integral 
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dy 


f(^äy-^,,U 


isl  eine  Invarianlo,  also  von  gleicliem  Wcrili  luil  folgendem  In- 
tegral 

'^'  /(?!  ""  -  I  "0- 

(5 
Hier  repräsentirt  (v  diejenige  Elementarflädio,   duicli  wcitlie  der 

natürliche  Znstand  von  ^  dari'estellt  wird.     Da       .,  +  r-^,,  folg- 

lieh  anch  —^  +  ^  überall  =  0  sind,  so  ist  der  unter  dem  In- 

tegralzeichen  befindliche  Aiisdrnrk 

du  (K        .. 

^-r     dl]    (li, 

C%        '  (ri 

ein  volls  landiges  Differential.     Beachtet  man  ausserdem,  dass 

die  natürlichen  Ableitungen   ^tt,    ö—  überall  sieli"  sind,  so  er- 

giebt  sich  (vcrgl.  Vorl.  S.  70^  sofort,  dass  das  um  die  Elementar- 
fläche C^"  herumlaufende  Integral  (2)  verschwindet,  und  dass  also 
das  Integral  (l)  ebeulalls  verschwindet.     Also: 


(3) 


fß"^-'^"-^)  =  '^- 


Denken  wir  uns  nun  t.'iu  ganz  beliebiges  Stück  der 
Flache  dl,  so  wird  dieses  jederzeit  in  kleinere  Stücke  zerlegt 
werden  können,  von  denen  jedes  für  sieh  allein  betrachtet  diu'ch 
stetige  Umformung  in  seinen  natürlichen  Zustand^  versetzt  werden 
kann.     Füi-  jedes   dieser   kleineren  Stücke  wird    also  die  Formel 

(3)  Gültigkeit  besitzen.  Demnach  wird  sie,  wie  sich  durch  Ad- 
dition der  so  entstehenden  Formeln  unmittelbar  ergiebt,  auch 
Gültigkeit  l)esitzen  für  das  ganze  Flächeustück.     Also: 

(4)  ,  .  .  Betrachtet  man  irr/rtxl  wclchrs  Stück  der  Fläche  yi ,  sn  wird 
das  in  positiver  Richtung  um  den  Rand  dieses  FllicJienslücks  herum- 
laufende Integral 


M ""  - 1 '") 


jederzeit  =  0  sein. 

Wir  verwandeln  mm  die  Fläche  9t  durch  Ausführung  irgend 
welcher  Schnitte  L  in  eine  einfach  zusauunenbängende  l'lächeOi'. 
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Ob  die  Schnitte  Z  mit  der  Linie  k  sich  (hirchkreuzen  oder 
niciit,  soll  ganz  gleichyiillig  sein.  Die  Linie  k  selber  soll  eben 
nnr  als  eine  auf  der  Flache  fortlaufende  Linie,  nicht  aber  als 
ein  Schnitt  angesehen  werden.  Das  von  einem  festen  Punct  <v 
auslaufende  und  in  seiner  Bewegung  auf  die  einfach  zusannnen- 
hängendc  Fläche  dl'  beschränkte  Integral 

(6)  .^J(^a,-l'la:^ 

wird  alsdann,  wie  sich  mit  Hülfe  von  (4)  leicht  nachweisen  lässt 
(vergl.  S.  35  —  37) ,  in  jedem  gegebenen  Punct  ji  immer  nur 
einen  Werlh  besitzen.  Es  wird  also  dieses  Integral  v,  wenn 
man  die  Coordinatcn  des  Puncles  p  mit  .r,  y  bezeichnet,  eine 
Function  von  x,  y  sein,  die  innerhalb  Dt'  überall  eindeutig  ist. 

Ferner  wird  sich  (vergl.  wiederum  S.  35 — ^37)  nachweisen 
lassen,  dass  diese  von  .r,  y  abhängende  Function  v  auf  der  Fläche 
Di'  überall  stetig  bleibt,  und  dass  sie  in  jedem  der  Schnitte  L 
mit  einer  coii stauten  Werthdifferenz  behaftet  ist. 

Endlich  ergiebt  sich  aus  (5): 

(6) 
mithin: 

(7) 

Hieraus  folgt,  dass  u  +  iv  eine  Function  von  x  +  iy  ist.  Der 
zuletzt  gefundene  Satz  (S.  51)  führt  demnach,  wenn  wir  alles  seit- 
dem bemerkte  zusammenfassen,  zu  folgendem  Theorem: 

Drittes  Theorem. 

Sind  .r,  y  die  Puncle  einer  beliebig  rjcfjebenen  Riemanti' sehen 
Kuijelflüche  Dt,  ist  ferner  k  eitic  auf  Dl  gegebene  in  sich  zurück- 
laufende Linie,  und  ist  endlich  C  eine  gegebe?ie  reelle  Constante, 
so  existirt  jederzeit  eine  die  ganze  Flüche  Dt  bedeckende,  von 
X  +  iy  abhängcfide  Function  u  +  iv,  ivelche  längs  der  Linie  k 
die  TVerthdi/ferenz  C  besitzt,  welche  sonst  aber,  abgeseheti  von 
gewissen  rein  imaginären  Wcrlhdiffcrenzen ,  auf  Dt  allenthalben 
stetig  ist. 


j    du 

doc 

dy 

du 

—  K—  do:, 

cy 

• 

dv   du 

dy  '       dx' 

dv   du 

dx       '    dy 
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Denkt  man  sich  ndmlich  die  Fläche  dl  durch  injeinl  /reiche 
Schnitte  L  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  di' 
verwandelt,  so  wird  eine  ron  x  -f-  ii/  abhäntjendc  Function  u  -|-  iv 
e.visliren,  die  folgende  Bedingungen  erfidlt: 

1.  Die  Function  u  +  ir  ist  auf  der  unversehrten  Fläche 
9t  überall  eindeutig,  und  mit  Ausnahme  der  Linien  l  und  L  da- 
selbst auch  überall  stetig. 

2.  In  der  Linie  k  besitzt  sie  die  gegebene  reelle  Werthdiffe- 
renz   C. 

3.  In  den  Linien  L  ist  sie  mit  irgend  welchen  conslanlen  und 
zwar  rein  imaginären    U'erthdi/ferenzen  behaftet. 

4.  Sie  besitzt  in  irgend  einem  einzelnen  Puncl  der  Fläche  91 
einen   vorgeschriebenen    U'erlh. 

Zusatz.  Es  exislirl  nur  eine  einzige  Function  u  +  i v, 
welche  diese   Bedingungen  erfidlt. 

Dass  eine  den  Bedingungen  1,  2,  3  genügende  Fnnclion 
existiren  muss,  folgt  unmittelbar  ans  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung. Ist  aber  eine  solche  Function  gefunden,  und  bezeich- 
net man  dieselbe  mit  u  -f  iv,  so  wird 

u  -f-  iv  -\-  Const. 
eine,  Function  sein,  welche  jenen  Bedingungen  1,  2,  3  ebenfalls 
Genüge  leistet.     Uiul  gieiclizeilig  wird  man  die  in  dieser  letztern 
Function  enthaltene  additive  Constanle  so  bestimmen  können,  dass 
auch  der  Bedingung  4  Genüge  geschieht. 

Es  unterliegt  demnach  keinem  weiteren  Zweifel ,  dass  eine 
die  licdingungen  1,  2,  3,  4  erfüllende  Function  Avirklich  existiren 
muss. 

Zu  beweisen  bleibt  hingegen  noch,  dass  immer  nur  eine 
einzige  Function  existirt,  welche  jenen  vier  Bedingungen  ent- 
spricht. Wir  nehmen  einstweilen  an,  es  existirlen  zwei  solche 
Fund i( »neu   u  -\-  i  r  und  ?/,  +  /r,.     Die  Dilferenz 

//    +    "',    —    ("l    +   '^'i)    =    CO   -j-   /O 

wird  dann,  ^^enn  wir  die  einzelnen  unverzweigten  Schnill- 
strecken,  aus  welchen  das  Schnittsystem  L  besieht,  mit  /  bezeich- 
nen, folgende  Figenschaften  haben: 

1.  fo  +  /O  ist  eine  von  .r  -|-  ///  aldiiingende  Function,  welche 
innerhalb  dei'  einfach  z  usa  ui  m  enhangenden  Fläche  j)t' 
überall  eindeuti"   inid  stetig  ist. 
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2.  a  -\-  i&  besitzt  zu  beiden  Seiten  einer  jeden  Linie  /  Wer- 
the,  deren  Dillerenz  der  Linie  entlang  conslant  und  ri'in  imagi- 
när ist. 

3.  ft)  -j-  « O  ist  in  irgend  einem  einzebien  I'imct  ih'v  Fläcbe 
dl'  gleich  0. 

Das  in  positiver  Ricbtung  um  dl'  berumlaufendc  Integral 


J: 


kann,  da  der  Rand  von  dl'  durch  die  Ufer  der  Linien  /  reprä- 
senlirt  wird,  diesen  Linien  /  entsprechend  in  einzelne  Theilc 
zerlegt  werden.  Der  einer  jeden  Linie  /  entsprechende  Theil 
^\ird,  wenn  n)an  die  Werlhe  von  a,  ^  auf  dem  einen  Ufer  von 
/  mit  w, ,  ^■^,  auf  dem  andern  mit  (o.,,  {>.,  bezeichnet,  folgender- 
massen  lauten: 


ß 


(Ojj^/^j    —    03.2  ^^^2)' 
l 

Da  nun  zufolge  der  2.  Eigenschaft  w,  =  o).,  und  r/O-,  =  r/O-^  ist, 
so  ergiebt  sich,  dass  jeder  solcher  Theil  den  Wertli  0  hat,  dass 
also  das  Integral 

SÄ' 
ebenfalls  =  0  ist.     Und  hieraus   ergiebt  sich  dann  weiter  (ähn- 
lich wie  früher  S.  41),  dass  0  +  ?!)•  =  0  ist,  dass  also  immer 
nur  eine  einzige  Function  ti  +  iv  existiren  kann,  welche  den 
im  vorstehenden  Theorem   gestellten  Dedingungen  Genüge  leistet. 


Fünfter  Abschnitt.     Functionen  von  ./■  +  i  >/,   welche  auf  einer 

Riemann'schen   Kug^elfläche    mit    Unstetigkeiten    behaftet    sein 

sollen,    die    durch    eine    willkührlich  gegebene    ebenfalls   von 

X  +  11/  abhängende  Function  vorgeschrieben  sind. 

>Yiederum  sei  di  eine  beliebig  gegebene  Ricmann'sche  Kugel- 
fläche ;  und  gleichzeitig  seien  .r,  >j  die  Coordinaten  der  ihr  zuge. 
hörigen  Puncte. 

Wir  wenden   uns   zin-   Betrachtung   von  Functionen,   welche 
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auf  dieser  Fläche  mit  vorgescliriel)enon  Unsteliyl<  eilen 
lielialtet  sind,  und  milersclieiden  deinyeiniiss  zwei  Theile  iler 
Fläche,  deiijenii^cn,  ;inf  wehhein  (he  Fiiiiclioii  slelig  isl ,  und 
denjenigen,  weh  her  (he  vorgeschriebenen  Unsteligkeiten  ciilhiiU; 
den  crsleren  neinicu  wir  S,  den  letzteren  X. 

Um  die  Vorstelhmg  zu  hxiren,  denken  wir  uns  aul  der 
Fläche  dl  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  A,  durch  welche  die 
Fläche  in  zwei  völlig  getrennte  Stücke  zerfällt;  das  eine  von  die- 
sen Stücken  soll  den  Flächenlheil  (S,  das  andere  den  Flächenlheil 
X  rcpräsentircn. 

Ferner  denken  wir  uns  eine  von  x  +  ///  abhängende  Func- 
tion, welche  nur  für  den  Flächentheil  '^J;  gegeben  ist,  und  deren 
Wertlie  auf  diesem  Flächentheil  mit  irgend  welchen  Unsletigkeiten 
behaftet  sind.  Ob  diese  Unstetigkeiten  punctueller  oder  linearer 
Natur  sind,  ob  sie  nur  die  Function  selber,  odei"  ob  sie  gleich- 
zeitig auch  die  Ableitungen  derselben  betrellen,  ist  gleichgültig. 
^Vir    bezeichnen    jene    Function    mit   ./    -\-  iB  ,    und    haben  also 

unter  A^  und   />     zwei   von   .r,  y  abhängende  reelle  Functionen 

zu  verstehen,  deren  Werthc  ebenfalls  nur  innerhalb  %  gegeben 
sind. 

Die  vorgeschriebenen  Unsteligkeiten  sollen  nun,  je 
nachdem  von   imaginären  oder   reellen  Functionen  die  licde  sein 

wird,  entweder  diejenigen  sein,   welche  die  Function  A     4-  iB 

•'      ^  z  % 

besitzt,  oder  diejenigen,  mit  welchen  die  Functionen  A    und  B 

behaftet  sind.  Der  Einfachheit  willen  nehmen  wir  an,  dass  keine 
von  diesen  Unstetigkeiten  hart  am  Rande  von  %  liegt,  oder  hart 
an  jenen  Rand  hinanreicht.  Ebenso  nehmen  wir  au,  dass  hart 
am  Rande  von  %  auch  kein  Windungspunct  vorhanden  ist.  Es 
wird  dabei  kaum  nöthig  sein  zu  bemerken,  dass  der  Rand  von 
X,  ebenso  wie  der  von  ©,  durch  die  in  sich  zurücklaufende 
Linie  l  repräsentirt  ist. 

Durch    Fortsetzung    der    j^egebenen    Function    B     über    den 

Rand  von  X  hinaus  k(")nnen  wii-  uns  leicht  eine  Function  ver- 
schalfen,  welclu;  sanunt  ihren  natürlichen  Ableilinigeii  auf  dei- 
ganzen  Fläche  Oi  überall  stetig  ist,  abgesehen  von  den  innerhalb 
Ül  befindlichen  Unstetigkeiten.  Eine  solche  Forlsetzung  wird  olfen- 
bar  auf  unendlich  viele  Arten  b(^\\erkstel|i"t  werden   keimen,   ^^'ir 
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iiL'ljiiii'ii  ;iii,  dass  eine  Ijcstiuimtc  Wahl  gt;liolleu  sei,  und  be- 
traclitcii  die  durch  diese  Fortsetzung  entstandene  Function  fortan 
als  unveränderlich.    B    selber  ist  dann  der  luspiüngiii h  gogcbciic, 

das  Flächonslfitk  ij  bedeckende  Theil  dieser  Function;  der  neu- 
eiilstandene,  das  Fläclienstiick  3  bedeckende  Tbeil  mag  mit  B, 

und  l)eide  Theile  zusammengenommen  mögen  kurzweg  mit  B  be- 
zeichnet werden. 

iJie    Function   A     ist   ausgebreitet  auf  dem   Flächentheil  %, 

und  erstreckt  sich  ])is  zum  |{ande  dieses  Flächentheiles,  d.  i.  bis 
zur  Linie  l  hin.  Zufolge  des  Satzes  Seite  33^  wird  sich  auf  dem 
audeiii  Flächentheile,  nrMiili(  li  .nif  '3  eine  von  .r,  y  abhängende 
reelle  Function  ausbreiten  lassen,  welche  am  Rande  von  3  gleich- 
werthig  ist  mit  A  ,  und  welche  im  Innern  von  3  folgende  Kigen- 

schaften  besitzt: 

I.  liif  rmictlnn  ist  sanimt  IIiitmi  iiafüiiiflicii  AMcitiingen 
stetig. 

II.  Sie  leistet  der  Gleichung  — ^  -|-  — -  =r  0  Genüge. 

^    ex-  fi/  ^ 

Wir  denken  uns  diese  Function  Avirklich  gebildet,  und  be- 
zeichnen sie  mit   A  .     Die  Functionen  A    und   A      besitzen    auf 

der  Grenze  von  %  und  3  gleiche  Werthe.  Demnach  wird  es 
zweckmässig  sein,  beide  Functionen  zusammengenommen  als  eine 
einzige  Function  A  zu  betrachten,  von  welcher  die  ganze  Fläche 
Dt  bedeckt  ist. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  lenken  wir  unsere  Aufmerksamkeit 
auf  folgende  I'uncte : 

(1)  .  .  .  .  A  +  iB  ist  ehic  die  ganze  Fläche  Hi  bedeckende  und 
unveränderlich  festgesetzte  Function ,  dereri  Werthe  innerhalb  X 
von  X  -\-  iy,  innerhalb  3  hingegen  von  cT,   y  abhängig  sind. 

A  ist  eine  Function,  welche  summt  ihren  natürlichen  Ableitun- 
gen auf  der  Fläche  )K  allenthalben  stetig  ist,  abgesehen  von  den 
vorgeschriebenen  Unstetigkeiten,  und  von  einem  längs  A 
hinlaufenden  Grat.  In  der  Linie  X  hängen  nämlich  die  Wer- 
the der  Function  A  selber  stetig  zusammen,  nicht  aber  die  Werthe 

f'-A  f'^  A 

ihrer  Ableitungen.     Ausserdem  ist    ;— v    +       ?    auf  der  Fläche 
''  ex-  cir 

9t  allenthalben  gleich   Mull. 

B    ist   eine  Function,    welche    summt  ihren  natürlichen  Ablei- 
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tiirK/rii    auf  der    F/äc/w    di    iihrrall    striit/   ist,    (ihgcschrn    von  fh'ti 

rurgescfirirljcn  Ol    V  u  sie  titj  k  rit  i' n.      her    (ins    den     zweiten 

4     1      ,    r-Ä,    r*/?   .  , 
DifJ'crentialquoticnten    zusammengesetzte    Äusdruek  -— ^   -i-    ,    j-  ist 

nie/it  überall,   sondern  nur  innerhalb   I  gleieh  Null. 

Die  vorgeschriebenen  UnStetigkeiten  befinden  sieh  im 
Flächentheile  2^,  reichen  aber  nirgends  bis  hart  an  den  Rand  die- 
ses Flächentheiles.  Dieser  Band  wird  repriisentiiH  durch  die  in 
sich  zurücklaufende  Linie  A;  denn  die  Linie  k  bildet  die  Grenze 
zwischen  den  beiden  Flächentheilen  <B  und  %. 

Längs  der  Linie  A,  welche  die  Grenze  zwischen  den  beiden 
l'lächentlu'iien  ®  und  X  hiklet,  denken  wir  uns  eine  reelle  und 
sletig  zusammenhängende  Werthenreihe  F  aufgepllanzt.  Zufolge 
des  Satzes  (Seite  33)  wird  dann  auf  dem  Flächentheil  ^  eine 
von  .r,  g  abhängende  reelle  Function  ausgebreitet  werden  können, 
welche  am  Rande  von  3  gleichwerlhig  mit  F  ist,  und  welche  im 
Innern  von  (5  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

L  Die  Function  ist  sanuiit  ihren  uatürliclion  Ableitungen 
stetig. 

IL    Sie  genügt  der  Gleichung  ,— ^  -f-  ^^^  =  0. 

Wir   denken    uns   diese  Function  wirklich  gebildet,  und  ])e- 

zeichnen  sie  mit    U  . 

© 

Analoges  führen  wir  auf  X  aus;  wir  bodccken  nämlich  den 
Flächentheil  X  mit  einer  von  x,  y  abhängenden  reellen  Fimclion, 
welche  am  Rande  von  X  ebenfalls  gleichwertliig  mit  F  ist,  und 
welche  im  Innern  von  X  wiederum  die  Eigenschaften  I,  II  besitzt. 
Diese  Function   may    U    heissen. 

Die  Functionen   f/_  und   U    besitzen  auf  «ier  Grenze  von  (B 

und  X  gleiche  Werthe,  und  können  demnach  zusammengenom- 
men als  eine  einzige  Function  V  angeschen  werden,  von  wel- 
cher die  ganze  Fläche  Ol  bedeckt  ist. 

(2,)  .  .  .  Die  Function  U  wird  alsdann  samnit  ihren  natürlichen  Ab- 
leitungen auf  der  Fläche  dl  allenthalben  stetig  sein,  abgesehen  von 
einem  längs  A  hinlaufenden  Grat.  Jn  der  Linie  A  sind  näm- 
lich die  Werthe  der  Function  U  selber  stetig,  nicht  aber  die 
Werthe  ihrer  Ableitungen.    Ausserdem  ivird  die  Function  U  auf 

der  Fläche  91  überall  der  Gleichung  ^.     ,  +  ^-^  =  0  Genüqe  leisten. 

( x^        cy'- 
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Wir  bt'lrachtcn  gegenwärtig  die  längs  A  aufyepllanzlL'  NVcr- 
tbenreihe  F  als  veränderlich.  Die  Gestalt  der  Function  V  ist  an 
jene  Werllicnrcilie  gebunden,  und  wird  sich,  sobald  jene  geäiiderl 
wird,  gleichfalls  ändern.  Es  mögen  durch  F^^\  F-\  F^'^\  .  .  . 
alle  möglichen  Gestalten  dargestellt  sein,  deren  die  Werthenreilie 
F  überhaupt  fähig  ist;  und  gleichzeitig  mögen  U^^\  W-\  U-^>,  .  .  . 
die  zugehörigen  Gestalten  von  U  sein.  Unter  all  diesen  verschie- 
denen Gestalten  der  Function  U  wird  eine  existiren,  für  welche 
das  über  die  Fläche  ::>t  ausgedehnte  Integral 

(3)  yjj'^' -ny  +  (^  +  j!)>'.-. 

am  kleinsten  ist.  Diese  specielle  Gestalt  von  U  mag  mit  u,  und 
gleichzeitig  die  zugehörige  (iestalt  von  F  mit  /  bezeichnet  wer- 
den. Zur  .Vbkürzung  werden  wir  übrigens  das  eben  hingestellte 
Integral  (3)  hinfort  mit 

(3  a.)  P{U) 

bezeichnen.  Die  Functionen  A  und  B  in  diese  abkürzende  Be- 
zeichnung mit  aufnehmen  zu  wollen,  würde  überflüssig  sein;  denn 
A  und  B  sind  Functionen  von  unveränderlicher  Gestalt. 

Es  handelt  sich  nun  um  eine  nähere  Untersuchung  der  durch 
die  angegebene  Minimunisbedingung  bestimmten  speciellen  Func- 
tion u. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  U  =  u  -\-  d,  so  ergiebt  sich 
leicht  folgende  identische  Gleichung: 

(4)      P{u  +  d]=  Piuj   +  II{ä)  + 

folglich,  wenn  man  für  d  seine  eigentliche  Bedeutung  U — u 
restituirt: 

(5)     P[v)  =  P(«)  +  n  V  -u)  +  2  r, , 

Ji  Jt  De  M 

wo    I    folgendes  Integral  bezeichnet: 
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(6)         1\=.  ((s^:-^(^ 

Oi      J  J  \     fx      \     ex 


A)        ( li 
f'J 


+ 


+    ^^ I  -^-^ +  I  i  'Ix.  du. 

dy        \       (y  (x)S  -f 


Wie  sich  dit'  in  tlicsciii  liilcyiale  vorluuuleiRMi  urspriiiig- 
licliou  AMcituiigon  von  J,  />,  V ,  u  auf  diT  Fläche  $){  verhal- 
ten ,  ist  nns  unhekaniil.  ßekannt  ist  nns  nnr  das  Verhalten  der 
natiir liehen  Ableitungen.  Wir  iniissen  daher,  wenn  wir  das 
Intciiral  in  eine  einfachere  Form  versetzen  wollen,  zuriiekyehen 
auf  den  natürlichen  Zustand  der  Fläche  :)t,  oder  vielmehr  auf 
den  na  Mir  liehen  Zustand  ihrer  einzelnen  Theile. 

Wir  ITdn'en  zu  diesem  Zweck  auf  der  Fläche  D^  zuerst  einen 
längs  l  fortlaufenden  Schnitt  aus,  und  fügen  sodann  zu  diesem 
ersten  Schnitt  noch  so  viel  andere  Schnitte  liinzu,  als  nothwen- 
dig  ist,  um  die  ganze  Fläche  in  einzelne  Stücke  zu  zerfallen,  von 
denen  jedes  durch  stetige  Umformung  in  seinen  natürlichen  Zu- 
stand versetzt  werden  kann.  Irgend  eines  von  diesen  Flächen- 
stücken mag '3  heissen,  und  gleichzeitig  mag  (S;  diejenige  Ele- 
mentarlläehe  sein,  durch  welche  der  natürliche  Zustand  von  ^ 
dargestellt  wird. 

Wir  betrachten  zunächst  denjenigen  Theil  des  Integrales 
1  ,  welcher  über  ^y,  hinerstreckt  ist,  also  das  Integral: 


dy       \     cy  cxj] 


unterscheiden  dabei  aber  zwei  Fälle,  je   nachdem  3  ^u  ®  ^^^^ 
zu  %  gehört. 


Erster  Fall.    Ihcs  Flächenslück  3  gcliiJrl  zu  ©. 

Sind 

(3'  ^'  y^  ^'^y   ^'.    ^'   ") 
und 

(^•,    I,   »/,  A,   7?,    U,  n) 

die  beiden  Uildei',  welche  das  Fläcbcnstück  3  sannnt  den  darauf 
ausgebreiteten  Werthen  von  A,  B,  U,  u  zur  Zeit  seines  uisprüng- 
licben   und   zin-  Zeit  seines  natürlichen   Zustandcs   darbietet,    so 
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wird    (las   vorgelegte  Integral  (7),    als    rnvariante,    von   gleichem 
Werlli    sein   mit   dem    analogen    über  (>•  Iiinerstreckten   Integral: 


+ 


+ 


c{C--u)    /c{u-\-A)     ,     cB\\ 


Crj 
iS'ini  ist  identisch: 


/c{u-\-A)    ,    cB\\     ,,   , 


—  [U  —  w)  ( : — 5  +   r—Z  +  :-r^r  !• 


folge  (1)  und  (2)  sind  ^  +  '  "  und  '^,  +  V^;  auf  der  Fläche 


Addirl  man  diese    beiden  Formeln,    so   -werden    sicli    die    letzten. 
mit  dem  Factor  [U — m)  behafteten  Glieder  zerstören;    denn  zn- 

.  ^  und  7--r^  -\-  -r—o 

9fi  überall  =  0,   und  Gleiches  gilt   daher  (vergl.  Seite  27)  auch 

von   ^,   +  ^  nnd  ^ ."  +  P^.    Das  Integral  (8)  verwandelt  sich 

(  %^  CT\^  (  i-  f.   TT 

demnach  in: 

wo  u  nnd  /j  folgende  Bedeutungen  haben: 


(10) 


,-.       ,  a:(«-m).      iB\ 


Laut  (1)  und  (2)  smd  die  Functionen  ./,  B,  U,  u  sammt  ihren 
natürUchen  Ableitungen  auf  dem  Flächentheil  3  überall  stetig, 
also  auch  auf  2.  Demnach  werden  auf  ^  oder  auf  6  auch  die 
Ausdrücke  a  und  ß  überall  stetig  sein. 

Daraus  folgt  (Vorl.  Seite  59),  dass  das  Integral  (9)  identisch 
ist  mit  foltiendem  Ilandintegral: 


(")        -/(vJ  + "  ;;^) "- 
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mul  (liojiOj;  vorwandfll  sich,  wenn  man  für  cc  und  ß  ihre  eigciit- 
ll(  hon  Bedeutungen  (10)  restituirt,  in: 

lia,      _  / (r  _  „)  ('l^±dl  _  (ü  "■«  +  '^  ";)  „„, 

^      '  /  ^  '   y^       r/v  CTj   (tv  f  ^   flvj 

Hier  stellt  </(?  ein  Randelemenl  von  (i  vor,  und  v  die  auf  da  er- 
richtete innere  Normale.  Versteht  man  gleichzeitig  unter  a  die 
positive  Richtung  des  Randes,  so  sind  (für  jeden  FVmct  des 
Randes)  6  und  v  zwei  Richtungen,  die  ehenso  zu  einander  liegen, 
wie  die  x  Achse  und  ?/  Achse  eines  rechtwinklicheii  Coordinaten- 
systemes.     Demnach  ist  (Vergl.  \'orl.  S.  79): 

dj  __  dr}         ^'^    ^    '^^   :=    0 
de  dv''       dv  da 

Hierdurch  geht  der  in  (12)  unter  dem  Integralzeichen  enthaltene 

Ausdruck 


üher  in 
d.  i.  in 


cri  dv  C  i,  dv 

cB^dr]  iß  dJ 

d 7}  de         r|  dc^ 


dB 
de' 


Das  Integral  (121  selber  geht  also  über  in. 

Dieses  Integral  aber  ist  wiederum  eine  Invariante,  also  von  glei- 
chem Wcrth  mit  folgendem  Integral: 

(")  ->-")(^^'  +  f»)''«- 

Wir  haben  also  schliesslich  für  das  ursprünglich  vorgelegte  Inte- 
gral (7)  folgenden  Werth  gefunden: 

(15)  7'=-/,.-,„(^^  +  -)<;. 

Sind  3i.  Si'  33'  •  •  •  ^'ic  einzelnen  Stücke,  in  welche  der  Flä- 
chentheil ©  zerlegt  wurde,  so  ist: 

(16)  T=  T+  T+  T+  ■■■ 

-^  Ol  02  ^3 


Fünfter  Abschnitt. 


GS 


Für  jedes  der  Integrale  /  ,  1  ,  1,  ...  ergicbt  sich  ein  mit  (15) 

lS\         ^S'>         ^V3 

analoger  Werth.  Snhsliltiirl  ninn  all'  diese  Werthe  in  (16),  so 
erhält  man: 

hier  läuft  die  Integralion  nm  den  Rand  von  ©  herum;  ds  reprä- 
senlirt  ein  Element  dieses  Randes,  5  die  positive  Richlimg  des 
Randes,  und  n  die  Richtung  der  inneren  Normale. 


Zweiter  Fall.     Dan  Flüchenstück  3  gelwri  zu  %. 

Da  ^  -}-  iE    innerhalb   %   von  x  +  ?//   abhängt,    so   gelten 
innerhalb  %  die  beiden  Relationen: 

dA_  r^ff      ^1^  0 

In  dem  hier  betrachteten  Fall  reducirt  sich  daher  das  Integral  (7) 
auf: 

Dieses  ist  (als  Invariante)  von  gleichem  Werth  mit  dem  analogen 
über  6  hinerslreckten  Integral 

^     '  J J  leg        ck  cn       crji      ^      ' 


Nun 

ist  identisch 

d{U-u) 

du 

d 

di, 

ai 

d^ 

d{U-u) 

du 

d 

CT} 

dn 

CT] 

'.v—u] 


an 


u  —  u) 


Substituirt  man  diese  Werthe  in  (19)  und  beachtet  man,  dass 
öp  +  ö— 2  (^vie  bereits  vorhin  bemerkt  wurde)  gleich  Null  ist, 
so  geht  das  Integral  (19)  über  in: 


(20) 


vi 


wo  «  und  ß  folgende  Redeutungen  haben: 
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I.aiil  ,2)  sind  ilie  Fiiiiclioiien  U,  ii  sainnit  ilircii  nalürlicli(Mi  Ah- 
IciliiiijjLMi  auf  'X  nbt'rall  stolig.  Gleiches  gilt  dalicr  auch  von 
den  Crossen  a  und  ß.  Demnach  verwandeU  sich  das  Integral 
(20)  in  folgendes  Randintegral  (Vorl.  S    59): 

pi)         - /■("  :i  +  ^ '/!) "- 

Dieses  aber  nimmt,  \venn  man  (Tir  cc  und  ß  ihre  eigentlichen  Be- 
dentinigen  restitnirt,  die  Gestalt  an: 

(22)  -   l\u-u)'l^^da: 

und  ist  (als  Invariante)  identisch  nn'l  dem  analogen  iihei-  den  Hand 
von  ^s  hinerslreckten  Integral 


(23) 


ßv-u)'£<U 


Wir  erliallen  also  in  dem  hier  hetrachteten  Fall ,  \vo  ^  zu  %  ge- 
hört, fiir  das  Integral  (7)  folgenden  Werth: 


(24)  ?;=-/( 


T'  '^  "  7 


hier    ist  ds    ein  Element    der  Randcurve   von  3-    'i"^'  ''    ''■•'  ^uf 
diesem  Element  errichtete  innere  Normale. 

^i"^'  3i'  32'  Ss  •  •  •  ^^^  einzelnen  Stücke,   in   \velche   der 
Elächenthcil  X  zerlegt  ^vurde,  so  ist 

(25)  T=T+  7:+  r+  ■■■ 

^  .M  .^2  03 

Snhstituirt  man  hier  für  (li(;  Integrale  rechts  die  mit  (24)  analogen 
Werthe,  so  erhfdt  man: 

(2G)  7^=    -  J\u-r.)'l^^ds, 

uo  (l>;  ein  Randclcmeiit  von  X  ist,    und   »  ilie  anl  ds   errichtele 
innere  Normale  vorstellt. 
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Die  ehRii  geruiidene  KoriiK-l  kann  noch  etwas  anders  ilargc- 
stellt  werden.  Da  nämlich  A -{•  i  B  innerhalb  X  von  x  +  iy 
abhängt,  so  gelten  innerhalb  %  die  Relationen: 

dA  _dB  ?^     .    ^^  _  0 

dx         dy^         dy         dx 

Und  ebenso  werden  innerhalb!^  auch  folgende  Relationen  gelten: 

dA  (W  '^A   jL.   '^  —  () 

ds  dn''  dn  ds  ' 

vorausgesetzt,  dass  man  unter  s  und  ?i  zwei  auf  einander  senk- 
rechte Richtungen  versteht,  die  ebenso  zu  einander  liegen,  wie  die 
X  Achse  und  y  Achse.  So  z,  15.  werden  die  letztgenannten  Rela- 
tionen gültig  sein,  wenn  nian  unter  s  die  positive  Randrichtung 
von  %,  und  unter  n  die  auf  diesem  Rande  errichtete  innere 
Normale  versteht.  Thut  man  solches,  so  wird  also  der  in  (2G) 
enthaltene  Differentialquotient 

du 
d7i 

identisch  sein  mit 


du 
d  n 

dA     ,     dB 

"^    dn    """    ds 

Demg 

emäss   kann 

das  Inte 

gral  (26)   auch 

so 

darg 

;estellt 

werden : 

(27) 

-i/ 

Mu+A) 
\        dn 

+ 

dB\ 

ds) 

ds. 

Hier  ist  s  die  positive  Richtung  des  Randes  von  2;,    und  n  die 
auf  diesem  Rande  errichtete  innere  Normale. 


Es  handelt  sich  eigentlich  um  das  in  (5)  angegebene  Integral 

T 

Nun  ist  offenbar: 

(28)  T=  T  +  T 

dl  e  % 

also,    falls  man   die   in  (17)    und   (27)   gefundenen  Werthe   sub- 
stituirt : 

Neuniann,  Diriohlpt's  Priiici]).  O 
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Von  ilicson  Ix'idcii  Integralen  ist  das  oino  iiltor  den  Hand  von  'S, 
das  andere  ül»er  den  von  ^  liiners(r«'(kl ;  beide  Integrale  sind 
also  liinerstreckt  iiber  ein  und  dieselbe  Linie,  näinlicli  über  die 
Linie  k.  Verschieden  sind  aber  in  beiden  Integralen  die  Beden- 
Inngen  von  s,  und  auch  die  von  ?i.  Denn  die  positive  Handrichtiuig 
von  ©  ist  entgegengesetzt  mit  der  von  %;  und  ebenso  sind  auch 
die  inneren  Normalen  von  (3  und  5t  einander  entgegengesetzt. 

Wir  bezeichnen  in  irgend  einem  Pnnct  der  Grenzlinie  k  die 
positiven  Randricbtungen  von  (3  uiul  %  mit  Sj  und  .f., ,  ferner  die 
daselbst  errichteten  inneren  Normalen  mit  tl^  und  ?«., ;  in  analoger 
Weise  bezeichnen  wir  endlich  die  Werthe  der  Functionen  A,  B,  U,  u 
auf  der  einen  Seite  der  Linie  X  mit  A^,  B^,  U^,  ?/, ,  auf  der 
andern  mit  A.^,  B.,,  ü.y,  «.,.  Alsdann  lässt  sich  die  Formel  (29) 
folgendermassen  hinstellen: 

(30)    7;=_|{,.,-„.,(*±i'  +  f)  + 
+  (,,_,,,  (*^)  + IS)  i.„, 

wo  die  Integration  längs  der  Linie  X  einmal  herumläuft.    Zufolge 
der  Art  und  Weise,   wie  die  Functionen  U,  ti   gebildet  siiul,  ist 
V,  =  V.,  =  F, 

mithin    U^  —  t/^  =  U.,  —  u.,  =  F  —  f;  folglich: 

(31)      r  =  -  "/>  1  n  f^tA)  +  £(!^) 

l 

,     dB.  (IB^X     j 

dSi  (lS2  J 

Zufolge  (1)  ist  die  Function  B  in  der  Linie  X  nirgends  un- 
stetig, und  zu  beiden  Seiten  derselben  von  gleichem  Werlb.  Sind 
also  a  und  ß  irgend  zwei  längs  jener  Linie  auf  einander  folgende 
Puncte,  so  wird 

dBj,    -^V  ~  ^a 

rfs,  aß 

sein,  vorausgesetzt,  dass  die  von  a  nach  ß  laufende  Richtung 
identisch  mit  derjenigen  ist,  welche  wir  durch  5j  bezeichnet 
liabrn.  Mit  dieser  Richtung  ist  die  durch  s.,  bezeichnete  ent- 
gegengesetzt.    Demnach  wird: 
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ds.2  ßa 

Die  Nenner  aß  nnd  ßa  bezeirlnien  in  Ix'idcn  Fonncln  die  Kiil- 
f'ernnny  zwischen  den  Punclen  a,  ß,  nnd  sind  olso  von  glei- 
cher Grösse.     Somit  ergiebt  sich: 

(32)  sf  +  ^'  =  "• 

Setzen  ^vir  also  zur  Abkürzung 

(33)  <^("<  +  -^i)     1     dOi.i  +  A.i)  __ 

SO  erhalten  wir  aus  (31): 

(34)  7^=   ^  j\F-f)gds. 

l 
Hierdurch  geht  nun  die  früher  gefundene  Formel  (5)  fd)er  in 

(35)  P{U)  =   P{u)    +   JJ^iU-u)  -  2  J>  -  n  Q  ds. 

X 
Da  n  unter  allen  Functionen  U  diejenige  vorstellt,  für  welche  das 

Integral  ±  am  kleinsten  ist,  so  folgt  aus  dieser  Formel,  dass 
der  Ausdruck 

(36)  II {U  —  tij  -  2  C{F  -  f)  q  ds 

niemals  negativ  werden  kann. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  in  ganz  gleicher  Weise,  wie  bei 
früherer  Gelegenheit  (Seite  47,  48i,  dass  q  auf  der  Linie  X  überall 
=  0  ist,  dass  also  längs  jener  Linie 

d{u,-\-A^)  d{u,-\-A,) 

diii  dn-i 

Überall  =  0  ist.  Sodann  ergiebt  sich  weiter  (wiederum  in  glei- 
cher ^yeise  wie  damals) ,  dass  die  Ableitungen  der  Function  u  -f  A 
zu  beiden  Seiten  der  Linie  l  gleiche  Werthe  besitzen.  Es  wird 
demnach  u  -\-  A  eine  Function  sein,  welche  in  der  Linie  A  kei- 
nen Grat  hat. 

Mit  Rücksicht  auf  ,1  »n^J  (2;  gelangen  wir  daher  zu  folgen- 
dem Ausspruch: 

(37)  ...  u  ^  A  ist  eitle  Fiinclion,  welche  samml  ihren  nalüiiichen 

5* 
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auf  (kr  Fläche  d\  allenthalben  stetig  ist  ^  abgesehen  von  <len   vn?-- 
gesch rieben en    Unstetigkeitcn.     Ausserdem  ist 
c^{u-\-A)  d''{u-\-A) 

auf  der  Fläche  yt  allenthalben  gleich  ]S'ull. 


Sechster  Abschnitt.    Fortsetzung.    Dem  schon  gebildeten  reellen 

Theil  der  gesuchten  Function  wii'd  der  noch  fehlende  imaginäre 

Theil  beigefügt. 

Wir  gehen  in  der  Untersuchung,  die  im  vorhergehenden 
Ahsclinitt  begonnen  wurde,  weiter  vorwärts.  Es  sei  3  irgend  ein 
Stück  der  gegebenen  Fläche  dl,  von  beliebiger  Lage,  jedoch  von 
solcher  BescluifTenheit,  dass  es  durch  stetige  Unifoniuuig  in  sei- 
neu natürlichen  Zustand  versetzt  werden  kann.  Das  über  den 
Rand  von  ^  hinerstreckte  Integral 

3 
ist  eine  Invariante,  also,  wenn  man  das  natürliche  Bild  des  Flä- 
chenslückes  f^.  ^r,  y)  mit   (©,   §,  t})  bezeichnet,    von   gleichem 
AYerth  niit  folgendem  Integral: 

(v 

Wir  bezeichnen  dieses  letztere  zur  Abkürzung  mit 

(39  a.)  ßadij-ßd'i), 

wo  dann  «  und  ß  folgende  Bedeutungen  haben: 

__  d(u-\-A)    _    dB 

(40)  "         ^  '^^  ^'^ 

8  ^  ?(H-^)     ,     dB 
'^  ■""       dv        "^    d^ 

Laut    (37)    ist   der   Ausdruck   ^,li^±£t  +  ^i4)    f,|)erall 

=  U,  also  '^^  +  ^-^^0^   ^•'»^•"''alls   imn.cr  =0.     Dem- 
nach  ist 

a  d}]  —  ß  dl 
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jederzeit  ein  vo  ilsliiii  d  ij;es  Differential.  Was  ilie  Stetigkeit 
der  darin  enthaltenen  Cirössen  «  und  ß  anbelangt,  so  nnissen  \\ir 
je  nach  der  Lage  des  gerade  betrachteten  Flächenstückcs  3  drei 
Fälle  unterscheiden. 


Erster  Fall.  ^  ^'^ü^  vollständig  innerhalb  des  Fläclien- 
theilcs  (£. 

Laut  (37)  sind  die  natürlichen  Ableitungen  ^Ö^,  ^*Jf+:l> 
in  diesem  Fall  innerhalb  3  überall  stetig.     Gleiches  gilt  laut  (1) 

auch  von  den  natürlichen  Ableitungen  t.— ,  -r^.    Gleiches  gilt  daher 

Oi,     ori  ^ 

innerhalb  ^  oder,  was  dasselbe  ist,  innerhalb  (5  auch  von  den 
Grössen  a  und  /3. 

Zweiter  Fall.  3  ^^^^J^  vollslüngig  innerhalb  des  Flächen- 
theiles  %. 

Laut  (1)  sind  die  Wertlie  von  Ä  +  iB  alsdann  innerhalb  3 
abhängig  von  x  +  iy,  die  Werllie  von  x  -\-  iy  sind  aber  ihrer- 
seits gebunden  an  die  Werthe  von  'S,  +  n/.  Demnach  werden  die 
Wertlie  von  A  +  iB  innerhalb  ^  ^'on  S,  -\-  i^]  abhängen.  Es 
wird  mithin  innerhalb  ^ 

dA   _  dB^  _  ^  dA  dB  _ 

di      CT]  ~    '      dri  ^  d^~  ^ 

sein.     Iliei'durch  reduciren  sich  die  Werthe  der  Grössen  a  und  ß 

,.  C  U  n  du 

auf:    a  =  TT-r,    p  =  5— . 
dg  07] 

Diese  aber  sind  laut  (2)  innerhalb  des  hier  betrachteten  Flächen- 
stückes 3  überall  stetig.  Wir  sehen  also,  dass  die  Grössen  a 
und  ß  auch  in  diesem  zweiten  Fall  innerhalb  3  Ofler  (5  durch- 
weg stetig  sind. 


Dritter  Fall.  ^  ^^^9^  ^^^  Theil  innerhalb  (£,  zum  andern 
Theil  innerhalb  %. 

Die  Linie  l  wird  alsdann  durch  das  Flächenstück  ^  hindurch- 
gehen, und  dasselbe  in  zwei  Theile  zerlegen.  Doch  ist  es  zweck- 
mässig, an  Stelle  der  hier  von  selber  dargebotenen  Theilung  eine 
gewisse  andere  Theilung  eintreten  zu  lassen. 

Laut  (1)  befinden  sich  die  vorgeschriebenen  Unsletig- 
keiten  innerhalb   des  Flächentheiles  %^   reichen   aber  nirgends 
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bis  hart  an  den  Rand  von  ^,  also  nirgends  bis  hart  an  die  Linie  A. 
Wir  können  deninacli  innerhalb  I  eine  mit  A  paralhl  lanfende 
Linie  X'  ziehen  von  solcher  Lage,  dass  der  zwischen  A  nnd  A' 
belindliche  (in  sich  znriicklanrende)  Llächenstreifen  von  jenen  vor- 
geschriebenen Instetigkeiten  völlig  frei  ist.  Diese  letztere 
Linie  A'  ist  es,  welche  wir  ztn*  Theilung  des  Flächenstnckes  3 
benutzen.  Von  den  so  erhaltenen  beiden  Theilen  wird  dann  der 
eine  vollständig  zn  ^  gehören;  der  andere  hingegen  wird  nicht 
in  seiner  ganzen  Ansdehninig  zn  3  gehören ,  sondern  noch  einen 
schmalen  zn  X  gehörigen  Flächenstreifen  mit  umfassen.  Wir  be- 
zeichnen den  ersteren  Theil  mit  3,,  den  letztern  mit  ^j« 

Dass  die  Grössen  a  und  ß  innerhalb  3^  überall  stetig  sind, 
unterliegt  dann  keinem  Zweifel,  folgt  nämlich  unmittelbar  aus  den 
beim  zweiten  Fall  angestellten  Ueberlegungen. 

Was  andererseits  3s  anbelangt,  so  ist  zu  beachten,    dass  3j,. 

seiner  Construction  zufolge   vollständig  frei  ist  von   den  vorge- 

schriebenen  Unstetigkeiten.     Laut  (37)  sind  daher    ^  J7     , 

7"   \  und  laut   (1)   auch   5^,  k-  innerhalb  3    überall  stetig. 

Gleiches  muss  daher  auch  von  den  Grössen  a  nnd  ß  gelten. 

Die  Grössen  «  und  ß  sind  also  nicht  nur  auf  3  >  sondern 
auch  auf  3  überall  stetig.  Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  ob 
diese  Stetigkeit  auch  stattOndet  an  der  Grenze  von  3  ^^^ 
3  .  Dass  solches  der  Fall  ist,  erhellt  augenblicklich,  wenn  man 
beachtet,  dass  diese  Grenze  keine  vollständig  bestinnntc  ist,  dass 
nämlich  die  Grenzlinie  A'  (ohne  irgend  welchen  Nachtheil  für  die 
Gültigkeit  der  vorhergehenden  Betrachtungen)  näher  herange- 
schoben werden  kann  an  die  gegebene  Linie  A*). 


*)  Wollte  nämlich  Jemand  behaupten,  die  Linie  A'  repräsentire 
während  ihrer  anfänglichen  Lage  eine  Unstetigkeitslinie  der  Grös- 
sen a,  ß,  so  würde  es,  um  die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung  darzu- 
thun ,  nur  einer  Verschiebung  bedürfen,  durch  welche  die  Linie  X'  in 
eine  neue  Lage  gelangt,  die  näher  an  X  liegt,  als  die  erste.  Das 
Flächenstück  3/  wird  dann  bis  an  die  neue  Lage  von  X'  reichen,  die 
anfängliche  Lage  von  X'  also  in  sich  enthalten.  Innerhalb  dieses 
Flächenstiickes  3/  sind  aber  die  Grössen  a,  (3  nun  wiederum  überall 
stetig.  Sie  sind  also  auch  stetig  in  derjenigen  Linie,  durch  welche  die 
anfängliche  Lage  von  X'  dargestellt  wird;  denn  diese  Linie  liegt  ja, 
jetzt  innerhalb  3r 
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Wir  sehen  deiiinatli,  dass  die  «Irössen  u  iiiitl  /5  auch  in  dein 
hier  hetrachleten  dritten  Fall  inneriialh  des  Flächenstficks  3, 
mithin  auch  innerhalh  (£•  iiherall  stetig  sind. 


Somit  ist  bewiesen,  dass  der  Ausdruck 

mag  nun  die  Lage  des  Flächenstücks  ^  auf  der  gegebenen  Rie- 
mann'schen  Fläche  sein,  wie  sie  wolle,  ein  Dillerential  vorstellt, 
welches  auf  diesem  Flächenstück,  also  auch  auf  der  Elemen- 
tarfläche  (5  allenthalben  vollständig  und  stetig  ist. 
Daraus  aber  folgt  unmittelbar  (Vorl.  S,  70;,  dass  das  über  den 
Rand  dieser  Elementarfläche  hinorstreckte  Integral 


1 


[ady^  —  ßrl-^) 


gleich   Null   ist,    dass   mithin  Gleiches  auch  gilt  von  dem  um  3 
herumlaufenden  Integral  (38).     Das  so  erhaltene  Resultat: 


lässt  sich  nun  unmittelbar  erweitern. 

Denken  wir  uns  nämlich  aus  der  gegebenen  Riemann'schen 
Kugelfläche  di  ein  ganz  beliebig  gestaltetes  Stück  heraus- 
geschnitten, so  wird  sich  dieses  jederzeit  durch  geeignete  Schnitte 
in  ein  System  kleinerer  Stücke  zerlegen  lassen,  welche  die  an 
3  gestellte  Anforderung  erfüllen,  von  welchen  nämlich  jedes 
durch  stetige  Umformung  in  seinen  natürlichen  Zustand  versetzt 
werden  kann.  Für  jedes  dieser  kleineren  Stücke  vird  also  die 
Formel  (41)  Gültigkeit  besitzen.  Stellt  man  alle  diese  Formeln 
auf,    und    summirt   dieselben,   so    ergiebt   sich,    dass   die  Formel 

(41)  auch  für  das  ursprüngliche  beliebig  gestaltete  Flächen- 
slück  Gültigkeit  hat.     Also: 

(42)  .  .  .  Betrachtet  tnati  ein  ganz  beliebiges  Stück  der  gege- 
benen Riemann'' sehen  Kugelßäche  Dt,  so  wird  das  in  positiver  Rich- 
tung über  den  Rand  dieses  Flächenstückes  hinerstreckte  Integral 
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Jederzeit  r/leich  Null  sein. 

\yir  verwaiulclii  gegenwärtig  die  Fläche  dl  diircli  irgend 
welche  Schnitte  L  in  eine  einfach  zusanniienhängende  Fläche  dV 
(ganz  gleicligüUig,  oh  diese  Schnitte  L  die  gegehene  Linie  l 
durchkrenzen,  oder  nicht  durchkreuzen),  und  hilden  sodann  das 
von  einem  festen  Punct  u  auslaufende,  und  in  seiner  Bewegung 
auf  die  Fläche  dl'  eingeschränkte  Integral: 

Aehnlich  \\ie  hei  Irüherer  Gelegenheit  (Seite  35,  3G)  ergiebt  sich 
auf  (Irund  des  ehcn  gefundenen  Salzes  (42)  mit  Leichtigkeit,  dass 
dieses  Integral  v  in  einem  gegebenen  Pinict  p  immer  mit  ein 
und  demselben  Werth  aidangen  wird,  welches  auch  die  Bahn 
sein  mag,  auf  welcher  es  nach  j)  hinläuft.  Bezeichnen  wir  also 
die  Coordinatcn  des  Punctes  p  mit  .r,  y,  so  ist  v  eine  von  x,  y 
abhängende  Function,  die  innerhalb  9^1'  überall  eindeutig  ist. 

Sind  Pq  und  p^  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  des  Punc- 
tes /),  so  ist 


Ih 

) 


(")   ,/{(^t^'-|)..-f^j^' +  !)</. 


derjenige  Zuwachs,  welchen  die  eben  genannte  Function  v  beim 
F'ortschrciten  des  Punctes  p  von  p^  nach  p^  erhält.  Das  Integral, 
durch  welches  dieser  Zuwachs  repräsentirt  wird,  ist  eine  Invariante. 
Denkt  man  sich  also  um  p^  und  />,  herum  ein  kleines  Flächen- 
stück 3  abgegrenzt,  und  bezeichnet  man  das  mit  {%  oc,  y,  j^p  Pi) 
correspondirende  natürliche  Bild  durch  (©,  |,  ?/,  n^,  tTj),  so  wird 
jener  Zuwachs  von  v  auch  so  dargestellt  werden  können: 

TT,, 

also,  wenn  man  eben  dieselben  Abkürzungen  wie  zuvor  (S.  68) 
einführt,  dargestellt  werden  können  durch: 
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(46)  ßc^dn  -  ßd-^. 


Die  Grössen  a  mul  ß  sind,  \vie  wir  vorhin  gesehen  haben,  anf 
3  oder  auf  fö  überall  steliy.  Deninaci)  ist  das  Integral  (4f))  nn- 
endlicli  klein,  sobald  tt,,  unendlich  nahe  an  tTj  liegt,  das  Inlegral 
(44)  also  unendlich  klein,  falls  />,j  und  2^1  einander  nneiullich 
nahe  sind. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Function  v  jederzeit  einen  un- 
endlich kleinen  Zuwachs  erhält,  sobald  der  Punct  p  oder  a-,  ij 
um  eine  unendlich  kleine  Strecke  fortschreitet.  Mit  andern  Wor- 
ten: wir  sehen,  dass  die  Function  v  innerhalb  dl'  überall  ste- 
tig ist. 

Bisher  haben  wir  über  die  Schnitte  Z,  durch  welche  die 
Fläche  dt  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  dV  verwan- 
delt wurde,  keinerlei  Voraussetzung  gemacht.  Fortan  wollen  wir, 
allerdings  nur  der  Befiueinlicbkeit  willen,  annehmen,  dass  diese 
Schnitte  sammt  und  sonders  im  Flächentheil  ©  liegen,  dass  also 
der  Flächentheil  X  von  ihnen  unversehrt  bleibt.     Setzen  wir  zur 

Abkürzung: 

d  (u  +  ^)  _  dß  _ 
dx  dy  ' 


so  wird: 


d  [u  +  A)    ,    aß  _ 

dy       "'"  dx  —  "' 


jiady  — 


bdx). 


Ist  /  irgend  eine  unverzweigte  Schnillstrccke  des  mit  L  be- 
zeichneten Scbnittsystemes,  so  werden  die  Grössen  a  und  b 
zu  beiden  Ufern  von  /  einerlei  Werthe  besitzen.  Sol- 
ches ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Sätzen  (1)  und  (37),  falls 
man  nur  darauf  achtet,  dass  die  Schnitte  Z,  mithin  auch  l  xoU- 
ständig  innerhalb  ©  liegen. 

Sind  oTj ,  «2  zwei  zu  beiden  Ufern  von  /  einander  gegen- 
überliegende Puncte,  ferner  (3j ,  /Sj  zwei  andere  solche  Puncte, 
und  gehören  «j,  ^j  zu  dem  einen,  a^,  ß^  zu  dem  andern 
Ufer,  so  wird  die  Differenz  der  beiden  Werthe  v{ci^)  und  v  {ß^), 
d.  i.    die    Differenz    der   beiden  Werthe,    welche    die    eindeutige 
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Function    v   in   dt'n   l'unclen   a^    und   (5^^   besilzt,    ilaigestellt  sein 
lUucli  folgendes  Integral: 

(47)  v{ßi)  -  v{a,)  =  J{ady  -bdx). 

Desgleichen  Avird : 


—  v{a,)  =    /(rt, 


(48)  V  ((So)  —  V  (ffo)  =    /  («f/y  —  bdx). 

In  beiden  FülltMi  kann  die  Integration  auf  beliebiger  I^ahn  fort- 
laufen, nur  nmss  sie  durchweg  innerhalb  dV  bleiben;  sie  darf 
also  den  durch  die  Ufer  der  Schnitte  L  dargestellten  Rand  nir- 
gends überschreiten.  Wir  können,  da  l  eine  un verzweigte 
Schnittstrecke  repräsentirt,  die  eine  Integration  längs  des  einen, 
die  andere  längs  des  anderen  Ufers  von  /  fortlaufen  lassen.  Thun 
wir  dies,  so  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  heide  Integrale  von 
gleichem  Werth  sind;  denn  wir  wissen  ja,  dass  die  Grossen 
fl,  b  zu  heiden  Ufern  einerlei  Werthe  besitzen.  Die  Formeln 
(47)  und  (48)  führen  also  zu  folgender  Gleichung: 

V  (ßi)  —  v{ai)  =  V  (/Sa)  -  v  (of,) . 
oder,  was  dasselbe  ist,  zu  folgender: 

V  ißi)  -  V  iß,)  =  V  («i)  —  V  («.,). 

Die  Diflerenz  der  Werthe,  welche  v  in  zwei  zu  heiden  Ufern  von 
/  einander  gegenüberliegenden  Puncten  besitzt,  ist  demnach  längs 
l  hin  überall  ein  und  dieselbe. 

Wir  gelangen  somit  in  Betreif  der  Function  v,  wenn  wir 
Alles  zusammenfassen,  zu  folgendem  Ergehniss: 

(49)  .  .  .  Die  von  .r,  y  abhängende  Ftinctiofi  v  ist  auf  der  gcschloS' 
senen  Fläche  9i,  mit  Ausnahme  der  Linien  L,  allcnlhalhen  eindeu- 
tig und  stetig;  in  den  Linien  L  ist  sie  mit  constantcn  Werthdiffe- 
renzen  behaftet.  Die  Linien  L  liegen  sämmtlich  innerhalb  © ;  der 
Fläche7itheil  'X  ist  also  frei  von  diesen  Linien. 

Uebertragen  wir  dieses  Resultat  auf  das  Aggregat  v  -\-  B, 
und  beachten  wir  dabei  die  in  (1)  angegebenen  Eigenschaften  von 
B,  so  lautet  dasselbe  folgendermassen: 

(50)  .  .  .  Die  von  x,  y  abhängende  Function  v  •\-  B  ist  auf  der  ge- 
schlossenen  Fläche  3^,    abgesehen   von   den    vorgeschriebenen 
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Unsfctigkciten  und  abgesehen  von  den  Linien  L,  uUenÜKdhen 
eindeiititj  und  stetig.  In  de?i  Linien  L  ist  sie  mit  constanlen  Wertli- 
diffcrenzen  behaftet. 

Aus  der  für  v  gegebenen  Hcfinition  (43)  folgt  unmittelbar: 

mitbin : 

a« d{u+A) dB 

dy  '  dx  dy  ' 

dv_  _  d(ii-\-A)    _   dB 

dx  dy  dx' 

oder,  was  dasselbe  ist: 

d{u-{-A)  _  d[v±m  ^  (3 

(51)  ^"^  ^^  ' 

d{u-\-A)  d{v  +  B)  ^  Q 

dy  dx 

Daraus  aber  ergiebt  sieb,  dass  der  Ausdruck 

{u  +  A)  +  i{v  +  B) 

eine  Function  repräsentirt,  welcbe  nicht  von  a-,  ?/,  sondern  nur 
von  dem  einen  Argument  .r  +  ^U  abhängig  ist.  Diese  Function 
wird  nun  laut  (37)  und  (50)  auf  der  geschlossenen  Fläche  9c 
allcnthallten  eindeutig  und  stetig  sein,  abgesehen  von  den  vor- 
geschriebenen Unstetigkeiten,  und  abgesehen  von  gewis- 
sen in  den  Linien  L  vorhandenen  constanten  und  rein  ima- 
ginären Werthdifferenzen.  Die  vorgeschriebenen  Un- 
stetigkeiten befinden  sich  sämmtlich  im  Flächentheil  %,  die 
Linien  L  sämmtlich  im  Flächentheil  (£. 

Ferner  mag  noch  daran  erinnert  werden,  dass  die  von  o;,  y 
abhängende  Function 

u  4"  iv 

laut  (2)  und  (49)   auf  der  geschlossenen  Fläche  91  überall  ein- 
deutig und  stetig  ist,   abgesehen  von  einem  in  der  Linie  l  vor- 
handenen   Grat,    und    abgesehen    wiederum  von  gewissen  in  den 
Linien  L  vorhandenen  Werthdifferenzen. 
Setzen  wir  nun  schliesslich: 

[u  -\-  A)  -\-  i  {v  -\-  B)  =   U  -\-  i  V, 
mithin  u  +  iv  =  "ü  -{•  iV)  —  (^  +  iB),   so  führen  die  eben 
ausgesprochenen  Ergebnisse,   falls  wir  an  Stelle  von  u  +  iv  die 
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neu    eiiigefülirk'    Function    V  +  iV    in    den  Vordergrund    treten 
iassen,  zu  folgendem  Theorem: 

Viertes   Theorem. 

Sind  x-i  y  die  Puticlc  einer  Riemann' sehen  Kugelfläche  9i, 
ttnd  ist  A  -\-  i  B  eine  von  x  -\-  iy  abhängende  Function  y  welche 
für  ein  beliebiges  Gebiet  'X  Jener  Fläche  gegeben,  nnd  daselbst 
mit  beliebigen  Unstetigkeilen  behaftet  ist:  so  existirt  jederzeit  eine 
die  ganze  Fläche  di  bedeckende  und  ebenfalls  von  x  +  iy  abhän- 
gende Function  ü  +  t  F,  welche  dieselben  Unstcligkeilen  fvie  A  +  iB 
besitzt,  welche  aber,  abgesehen  von  diesen  und  abgesehen  von  ge- 
ivissen  rein  imaginären  Werthdilferenzen,  auf  der  Fläche  91  allent- 
halben stetig  ist. 

Denkt  man  sich  nämlich  die  Fläche  dl  durch  irgend  welche 
Schnitte  L  in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  91'  verwan- 
delt, und  7iimmt  tnan  der  Kürze  ?villen  an,  dass  diese  Schnitte  L 
das  ünstetigkeitsgebiet  X  unversehrt  lassen,  so  existirt  eine  von 
X  +  iy  abhängende  und  auf  der  Fläche  'dl  überall  eindeutige 
Function    U  +  iV,   fvelche  folgcfide  Bedingungen  erfüllt: 

1.  U  -\-  iV  besitzt  im  Gebiete  X  dieselben  Unstetigkeiten,  wie 
die  gegebene  Function  A  +  iB ,  ist  aber,  abgesehen  von  diesen 
UnStetigkeiten  und  abgesehen  von  den  Linien  L,  auf  der  ge- 
schlossenen Fläche  dl  allenthalben  stetig. 

2.  Innerhalb   des  Gebietes  %  ist   die  Differenz 
[U  +  iV)  —  [A  ■\-  iB)  überall  stetig. 

3.  In  den  Linien  L  ist  die  Function  U  •\-  iV  mit  constanten, 
und  zwar  rein  imaginären    Wcrthdiffere7izen  behaftet. 

4.  Die  Function  U  -\-  iV  besitzt  in  irgend  einem  einzelnen 
Punet  der  Fläche  9t  einefi  vorgeschriebenen    Werth. 

Zusatz.  Es  existirt  immer  tiur  eine  einzige  Function 
U  -{■  i  V,  welche  diese  Bedingungen  erfüllt. 

Dass  eine  den  Bedingungen  1,  2,  3  genügende  Function 
existiren  muss,  folgt  unmittelbar  aus  der  vorlicrgelit'iiden  Unter- 
suchung. Ist  aber  eine  solche  Function  gefunden,  und  bezeichnet 
man  dieselbe  mit   U  +  iV,  so  wird 

U  +  iV  +  Const. 

eine  Function  sein,  welche  jenen  Bedingungen  1 ,  2,  3  ebenfalls 
Genüge  leistet.     Und  gleichzeitig  wird  man  die   in  dieser  enthal- 
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tene  additive  Couslanlc  so  besliiium'n  küimcii,  dass  auch  der  lio- 
diiigung  4  Genüge  geschieht. 

Es  unterliegt  dcmnacli  keinem  weiteren  Zweifel,  dass  eine 
die  Bedingungen  1,  2,  3,  4  erfidlende  Function  wirklich  existiren 
muss. 

Zu  beweisen  bleibt  hingegen  noch,  dass  immer  nur  eine 
einzige  Function  vorhanden  ist,  welche  jenen  Bedingungen  ge- 
nügt. Wir  nehmen  einstweilen  an,  es  existirten  zwei  solche 
Functionen   U  +  /T  und    l\  +  i  f'\.     Die  Dillerenz 

wird  dann  folgende  Eigenschaften  besitzen: 

1.  ca  +  ^O'  ist  eine  von  x  +  iy  abhängende  Function,  welche 
innerhalb  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  9t'  allenthalben 
eindeutig  und  stetig  ist. 

2.  Ist  /  irgend  eine  zum  Schnittsystem  L  gehörige  un ver- 
zweigte Schnittstrecke,  so  besitzt  w  -{-  id-  zu  beiden  Seiten  von 
/  Werthe,  deren  Differenz  der  Linie  l  entlang  constant  und  rein 
imaginär  ist. 

3.  (0  -\-  i&  ist  in  irgend  einem  einzelnen  l'unct  der  Fläche 
dl'  gleich  0. 

Hieraus  aber  folgt,  wie  wir  bei  früherer  Gelegenheit  nach- 
gewiesen haben  (S.  55),  dass  die  Differenz  w  +  i&  allenthalben 
=  0  ist;  dass  also  nur  eine  Function  U  -f  /T  existiren  kann, 
welche  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllt. 


Aus  den  Functionen,  deren  Existenz  durch  das  dritte  und 
vierte  Theorem  erwiesen  ist,  lassen  sich  leicht  diejenigen  Func- 
tionen ableiten,  deren  sich  Riemann  in  seiner  Untersuchung 
über  die  Abel' sehen  integrale  bedient.  Diese  entstehen  nämlich 
aus  jenen  durch  Superposition.  Um  solches  darzulegen,  werden 
wenige  Worte  genügen. 

Es  sei  Dt  eine  beliebig  gegebene  Riemann'sche  Kugelfläche; 
auf  derselben  mögen  einzelne  Gebiete  X^,  %2'  •  •  •  '^^  abgegrenzt 
gedacht  werden,  die  zerstreut  daliegen  wie  einzelne  Inseln. 
Innerhalb  eines  jeden  solchen  Gebietes  sei  eine  von  x  +  iy  ab- 
hängende Function  gegeben,  welche  daselbst  mit  irgend  welchen 
(puuctuellen  oder  linearen)  Unstetigkeiten  behaftet  ist;  diese  Func- 
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lioncn  mögen  der  Reihe  nacli  bezeichnet  worden  mit  g),  i.r  -f  ///), 
9)3  {x  +  ///),   ...  fp.?  I.r  +  ?■*/),  oder  kürzer  <p^ ,  gp.,,   ...  qn,.. 

Die  Fläche  Dt  ist  eine  geschlossene  Fliiche,  nnd  hesilzl 
also  einen  Zusammenhang  ungeraden  (irades  (Vorl.  Seite  309); 
sie  sei  (2/>  +  1)  fach  zusan)nieidiitngend.  Tni  die  Fläclie  in  eine 
einfach  zusammenhängende  zu  verwandeln,  werden  alsdann  2p 
Querschnitte  erforderlich  sein  (Vorl.  Seite  309). 

Der  erste  von  diesen  Onerschnitten  wird  seinen  Anfang  und 
auch  sein  Ende  in  der  unendlich  kleinen  Oeirnung  haben,  die 
auf  der  Fläche  dl,  weil  sie  geschlossen  ist,  supponirt  werden 
nniss  (Vorl.  Seite  309;.  Was  die  übrig'en  Querschnitte  anbelangt, 
so  wollen  wir  uns  dieselben  einen  nach  dem  andern  und  in  sol- 
cher Weise  ausgefidirt  denken,  dass  jeder  spätere  Querschnitt  in 
einem  Uferpimct  irgend  eines  frfdieren  Querschnitts  seinen  Anfang 
ninunt,  und  in  dem  gegenüberliegenden  Uferpunct  jenes  Quer- 
schnittes sein  Ende  erreicht.  Von  sämmtlicben  2p  Querschnitten 
wird  alsdann  jeder,  für  sich  allein  betrachtet,  eine  in  sich  zu- 
rücklaufende Linie  darstellen.  Wir  bezeichnen  diese  2p  Linien 
mit  Z, ,  Z.,,  ...  L-ip,  und  denken  uns  dieselben,  der  grösseren 
Bequemlichkeit  willen,  in  solcher  Weise  gezogen,  dass  die  gege- 
benen Flächengebiele  J, ,  %2>  •  ■  ■  Xs  von  ihnen  weder  durch- 
schnitten noch  berührt  werden. 

Gleichzeitig  wollen  wir  uns,  den  Linien  L^,  L^,  .  .  .  Zo^  ent- 
sprechend, irgend  welche  reelle  Constanten  C^,  V^,  ...  C^p  ge- 
geben denken. 

Zufolge  des  dritten  Theoremes  (Seite  53)  wird  eine  von 
X  -f  iy  abhängende  Function  existiren,  welche  in  der  Linie  L„ 
mit  einer  constanten  Wertbdill'erenz  behaftet  ist,  deren  reeller 
Theil  gleich  der  gegebenen  Constanten  C'n  ist,  welche  ferner  in 
den  übrigen  Linien  Z  irgend  welche  constante  und  rein  imaginäre 
WerlbdifTerenzen  besitzt,  und  welche  endlich,  abgesehen  von  die- 
sen linearen  Unstetigkeiten,  auf  der  geschlossenen  Fläche  'Si  allent- 
halben stetig  ist.*)  Wir  bezeichnen  diese  Function,  entsprechend 
der  Linie  £«.  welche  bei  ihrer  Bildung  eine  bevorzugte  Rolle 
spielte,,  mit    ^^„  [x  +  iy)  oder    W„.     Nehmen  wir  an  Stelle  von 


*)  Dass  eine  solche  Function  existirt,  folgt  nämlich  aus  dem  drit- 
ten Theorem  unmittelbar,  falls  man  nur  die  in  jenem  Theorem  auftre- 
tende Linie  X  zusammenfallen  lässt  mit  der  Linie  Ln- 
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Ln  <l<'r  Reihe  nacli  siimmlliclie  Linien  Z, ,  Z, ,  .  .  .  Zo;,,  so  er- 
halten wir  im  (ianzen  2;;  Kiinclionen ,  lUi;  mit  ^^^,  'Fj»  •••  ^2;> 
zu  I)ezelchnen  sind.     Setzen  wir  nnn  die  Summe 

IP",    +   'F,   +   .  .  .   +    ^Fip  =  'F, 

so  wird  W  eine  Function  sein,  welche  in  den  Linien  Zj,  Z.„  .  .  .  Lop 
mit  constantcii  WerthdiUerenzen  behaftet  ist,  deren  reelle  Theile 
gleich  Cj,  Cj,  ...  C'ip  sind,  und  welche  abgesehen  von  diesen 
Linien  auf  der  Fläche  JK  überall  stetig  ist. 

Wir  gehen  weiter.  Zufolge  des  vierten  Thcoremes  (Seite  76) 
niuss  eine  Function  Oa{x  -f-  iy)  oder  Og  existiren,  welche  im 
Gebiete  %„  dieselben  Unstetigkeiteu  besitzt,  wie  die  daselbst  ge- 
gebene Function  (p„,  welche  aber,  abgesehen  von  diesen  UnSte- 
tigkeiten, ferner  abgesehen  von  irgend  welchen  constanten  und 
rein  imaginären  Wcrtlidifferenzen,  mit  denen  sie  in  den  Linien 
L^,  Zj,  ...  L2p  behaftet  sein  wird,  auf  der  Fläche  9^  überall 
stetig  ist.  Den  Gebieten  %^,  J^»  •  •  •  2^  entsprechend  erhalten 
wir  s  solche  Functionen,  die  mit  (p-^,  O.^,  ...  (P.,  zu  bezeichnen 
sind;  wir  setzen: 

O^   +   ^,  +   .  .  .   -\-   <I>s  =  O. 

Addiren  wir  nun  schliesslich  die  vorhin  gebildete  Function 
W  und  die  gegenwärtig  erhaltene  (P,  so  ergiebt  sich  eine 
Function 

W  +   0  ^  F, 

welche  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

1.  F  ist  eine  von  x  -\-  iy  abhängetide  Function,  welche  in 
den  Gebieten  2^| ,  S^,)  •  •  •  2^  die  durch  die  Functionen  qp,,  (jpj,  . . .  q>s 
vorgeschriebenen  Unstetigkeileti  besitzt,  tvclche  aber,  abgesehen  von 
diesen  Unstetigkeiten  und  abgesehen  von  den  Linien  Zj,  Zj,  . .  .  L2p, 
auf  der  Fläche  di  überall  stetig  ist. 

2.  In  den  Linien  Zj,  Zj,  ...  Z?,,  ist  die  Function  F  mit 
Constanten  Werthdifferenzen  behaftet,  deren  reelle  Theile  gleich 
gross  sind  mit  den  gegebenen  Constanten  C, ,  Cj ,   ...  C-2p. 

Zufolge  der  angewendeten  Theoreme  sind  die  Functioneir 
^1,  ^2»  •  •  •  ^-ip  und  (5j,  02'  •  •  •  '^s  durch  die  ihnen  aufer- 
legten Bedingungen  vollständig  bestimmt,  bis  auf  additive  Con- 
stanten. Gleiches  gilt  demnach  auch  von  ihrer  Sunune,  d.  i. 
von  der  Function  F. 


80 


SchUiss. 


lli.'iinil  siiiil  wir  zu  dem  Satz  gelangt,  welcher  das  rimda- 
m.'iit  von  Hi.iiianns  glänzenden  Unlersucluingen  itiidel,  der  uahr- 
silicinlicli  aber  aiuli  in  anderen  Richtungen  fiir  die  weitere  Kni- 
wickelung der  nialhenialischen  Wissenschaft  von  grosser  Bedeu- 
tung sein  wird.  v 

Tübingen,   den  11.  September  I8G0. 
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